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从调和 Zygmund 型空间到调和 Bloch 型空间的复合算子差分
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摘 要: 本文研究了单位圆盘上调和 Zygmund 型空间 Zα
H (α > 1) 到调和 Bloch 型空间

Bβ
H(0 < β < ∞) 的复合算子差分的性质. 利用调和函数空间的性质、Stirling 公式和检验函数等工

具，获得了复合算子 Cϕ : Zα
H → Bβ

H 的有界性与紧性的充分必要条件，进而建立了复合算子差分

Cϕ − Cψ : Zα
H → Bβ

H 的有界性与紧性的等价刻画.
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1 引言

设 D 为复平面 C 中的单位圆盘, H(D) 为 D 上所有解析函数构成的集合, S(D) 表示 D
上解析自映射构成的集合. 定义在 D 上的调和函数 f 是复值函数且满足

∆f := 4
∂2f

∂z∂z
≡ 0,

记 Har(D) 为 D 上所有调和函数组成的集合. 由调和函数和解析函数的关系知 f ∈ Har(D).
当且仅当 f 有唯一分解 f = g+h,其中 g, h ∈ H(D)且 h(0) = 0.记 ϕa(z) := (a−z)/(1− āz)
为 D 上交换 0 和 a ∈ D 的对合自同构. 对于给定的 z, w ∈ D, z 与 w 之间的伪双曲度量为

ρ(z, w) := |ϕw(z)| =
∣∣∣ z − w

1− w̄z

∣∣∣ .

为简便起见, 对于 ϕ,ψ ∈ S(D), 记 ρ(z) := ρ(ϕ(z), ψ(z)). 对于每个 ϕ ∈ S(D) 都可以定义一
个复合算子 Cϕ 为 Cϕf = f ◦ ϕ, f ∈ Har(D). 此时这样的算子保持了调和性. 对于任意两个
赋范线性空间X 和 Y , 线性算子 T : X −→ Y 是有界的, 当且仅当存在 C > 0 使得对于任意
f ∈ X 成立 ‖Tf‖Y ≤ C‖f‖X . 如果 T 把 X 中的有界集映成 Y 中的列紧集, 则 T 是紧算子.
长期以来, 一些全纯函数空间上复合算子 Cϕ 与复合算子差分 Cϕ − Cψ 的算子性质得到了广

泛的研究, 可参考 [1–15]. 但是对于调和函数构成的空间上相关的研究仍然有限. 因此, 本文
主要研究从 (小) 调和 Zygmund 型空间到 (小) 调和 Bloch 型空间的复合算子 Cϕ 与复合算

子差分 Cϕ − Cψ 的有界性与紧性.
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对于 0 < α < ∞, 调和 Zygmund 型空间 Zα
H 包含所有 f ∈ Har(D) 满足范数

‖f‖Zα
H = |f(0)|+

∣∣∣∣
∂f

∂z
(0)

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∂f

∂z
(0)

∣∣∣∣ + sup
z∈D

(1− |z|2)α

(∣∣∣∣
∂2f

∂z2
(z)

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∂2f

∂z2 (z)
∣∣∣∣
)

< ∞

成立. 进一步地, 小调和 Zygmund 型空间 Zα
H,0 定义为

Zα
H,0 =

{
f ∈ Zα

H : lim
|z|→1

(1− |z|2)α

(∣∣∣∣
∂2f

∂z2
(z)

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∂2f

∂z2 (z)
∣∣∣∣
)

= 0
}

.

对于 0 < β < ∞, 调和 Bloch 型空间 Bβ
H 包含所有 f ∈ Har(D) 使得范数

‖f‖Bβ
H

= |f(0)|+ sup
z∈D

(
1− |z|2)β

(∣∣∣∣
∂f

∂z
(z)

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∂f

∂z̄
(z)

∣∣∣∣
)

< ∞

成立. 进而小调和 Bloch 型空间 Bβ
H,0 定义为

Bβ
H,0 =

{
f ∈ Bβ

H : lim
|z|→1

(
1− |z|2)β

(∣∣∣∣
∂f

∂z
(z)

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∂f

∂z̄
(z)

∣∣∣∣
)

= 0
}

.

特别地, 当 f ∈ H(D) 时, ∂f
∂z

= f ′ 且 ∂f
∂z

= ∂2f
∂z2 = 0. 于是, 对于所有的 0 < α < ∞, Zα

H 中所

有解析函数组成的空间是经典的 Zygmund 型空间 Zα, 其范数为

‖f‖Zα = |f(0)|+ |f ′(0)|+ sup
z∈D

(
1− |z|2)α |f ′′(z)| .

对于所有的 0 < β < ∞, Bβ
H中所有解析函数组成的空间是经典的Bloch型空间Bβ,其范数为

‖f‖Bβ = |f(0)|+supz∈D (1− |z|2)β |f ′(z)| .由 [16,定理 19]知,对于 0 < α < ∞, f ∈ Har(D),

‖f‖Bα
H ≈ ‖f‖Zα+1

H
. (1.1)

关于上述空间的更多资料, 请参阅 [13,14,17–22].
本文的结构如下：在第二节中, 我们引用了一些相关引理为后续证明做铺垫；在第三节

中刻画了 α > 1, β > 0 时复合算子 Cϕ : Zα
H → Bβ

H 的有界性与紧性；在第四节中建立了复合

算子差分 Cϕ − Cψ : Zα
H → Bβ

H 相关性质的等价刻画.
在本文中, 符号 A . B 与 A & B 意味着存在正整数 C（其确切值可能不同）, 使得

A 6 CB 与 A > CB 分别成立. A ≈ B 当且仅当 A . B 且 A & B.

2 相关引理

在本节中, 我们提供了几个引理用于证明第二节和第三节中的定理.
引理 2.1[8, 引理 2.1] 设 1 < α < ∞. 对于任意 f ∈ Zα, 有

∣∣∣
(
1− |z|2)α−1

f ′(z)− (
1− |w|2)α−1

f ′(w)
∣∣∣ . ‖f‖Zα

ρ(z, w), z, w ∈ D.

对 [21, 定理 1.14] 稍作修改可得到如下引理.
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引理 2.2 设 α > 1, β > 0, 且 T : Zα
H → Bβ

H 是一个有界线性算子, 则 T 是紧算子当

且仅当函数序列 {fn} 在 Zα
H 上是有界的, 且当 fn 在 D 的紧子集上一致收敛到 0 时, 有

‖Tfn‖Bβ
H
→ 0, n →∞.

引理 2.3[23, 引理 1.1] 设 α > 1, 则对于每个 f ∈ Zα, 有 |f ′(z)| . ‖f‖Zα

(1−|z|2)α−1 .

3 Cϕ : Zα
H → Bβ

H 的有界性与紧性

在本节中, 主要研究了复合算子 Cϕ : Zα
H → Bβ

H 的相关性质, 其结论将会应用于下一节
复合算子差分 Cϕ − Cψ : Zα

H → Bβ
H 的相关性质中. 对于 α > 1, β > 0 与 ϕ ∈ S(D), 记

ϕα,β
# (z) :=

(1− |z|2)β
ϕ′(z)

(1− |ϕ(z)|2)α−1 .

定理 3.1 设 α > 1, β > 0 且 ϕ ∈ S (D), 则下列条件等价:
(1)Cϕ : Zα

H → Bβ
H 是有界的.

(2)sup
j∈N

‖CϕPj‖Bβ
H

< ∞, Pj = (zj + zj)jα, j ∈ N.

(3)sup
z∈D

|ϕα,β
# (z)| < ∞.

证 首先证明 (1) ⇒ (2). 假设 Cϕ : Zα
H → Bβ

H 是有界的, 从而对任意 f ∈ Zα
H, 有

||Cϕf ||Bβ
H

. ||f ||Zα
H . 由计算得 Pj ∈ Zα

H, 于是对任意 j ∈ N 成立 ||CϕPj ||Bβ
H

. ||Pj ||Zα
H < ∞.

故 (2) 成立.
现假设 (3) 成立. 设 f ∈ Zα

H, 根据 (1.1), 有

‖Cϕf‖Bβ
H

= |f(ϕ(0))|+ sup
z∈D

(1− |z|2)β

(∣∣∣∣
∂(Cϕf)

∂z
(z)

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∂(Cϕf)

∂z
(z)

∣∣∣∣
)

= |f(ϕ(0))|+ sup
z∈D

(1− |z|2)β |ϕ′(z)|
(∣∣∣∣

∂f

∂z
(ϕ(z))

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∂f

∂z
(ϕ(z))

∣∣∣∣
)

≤ |f(ϕ(0))|+ sup
z∈D

(1− |z|2)β |ϕ′(z)|
‖f‖Bα−1

H

(1− |ϕ(z)|2)α−1

≈ |f(ϕ(0))|+ ‖f‖Zα
H
· sup

z∈D

(1− |z|2)β |ϕ′(z)|
(1− |ϕ(z)|2)α−1 . ‖f‖Zα

H
. (3.1)

于是 Cϕ : Zα
H → Bβ

H 有界. 因此 (3) ⇒ (1) 成立.
下面证明 (2) ⇒ (3). 假设 L := supj∈N ‖CϕPj‖Bβ

H
< ∞. 因为 CϕP1 = ϕ + ϕ, 所以对任意

z ∈ D,
∣∣∣∂[CϕP1(z)]

∂z

∣∣∣ =
∣∣∣∂[CϕP1(z)]

∂z

∣∣∣ = |ϕ′(z)|. 于是

sup
z∈D

(1− |z|2)β|ϕ′(z)| ≤ 1
2
‖CϕP1‖Bβ

H
≤ L

2
. (3.2)

令 0 < s < 1, 当 |ϕ(z)| ≤ s 时,

sup
z∈D

(1− |z|2)β|ϕ′(z)|(
1− |ϕ(z)|2

)α−1 ≤
L

2(1− s2)α−1
< ∞.
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当 |ϕ(z)| > s 时, 对于固定的 b ∈ D, 定义

F α
b (z) :=

(1− |b|2)3
(1− bz)α+1

+
(1− |b|2)3
(1− bz)α+1

. (3.3)

当 |b| → 1时, F α
b (z)在 D的紧子集上一致收敛到 0. 由 Stirling公式, F α

b (z)的级数展开式为

F α
b (z) = (1− |b|2)3

∞∑
j=0

Γ(j + α + 1)
j!Γ(α + 1)

{
(bz)j + (bz)j

}
≈ (1− |b|2)3

∞∑
j=0

jα
{

(bz)j + (bz)j
}

.

(3.4)

于是, 对于 z ∈ D, ‖CϕF α
ϕ(z)‖Bβ

H
. (1− |ϕ(z)|2)3

∞∑
j=0

|ϕ(z)|j‖CϕPj‖Bβ
H
≤ L

∞∑
j=0

|ϕ(z)|j . L. 通

过直接计算, 对任意 z ∈ D, 我们得到

∂
[
CϕF α

ϕ(z)

]

∂z
(z) =

(α + 1)ϕ (z)ϕ′ (z)(
1− |ϕ (z)|2

)α−1 ,
∂

[
CϕF α

ϕ(z)

]

∂z
(z) =

(α + 1) ϕ (z)ϕ′ (z)(
1− |ϕ (z)|2

)α−1 .

于是

(1− |z|2)β|ϕ′(z)||ϕ(z)|
(1− |ϕ(z)|2)α−1

≤ sup
z∈D

(1− |z|2)β|ϕ′(z)||ϕ(z)|
(1− |ϕ(z)|2)α−1

. sup
z∈D

(1− |z|2)β




∣∣∣∣∣∣
∂

[
CϕF α

ϕ(z)

]

∂z
(z)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
∂

[
CϕF α

ϕ(z)

]

∂z
(z)

∣∣∣∣∣∣




≤ ‖CϕF α
ϕ(z)‖Bβ

H
. L. (3.5)

由于 |ϕ(z)| > s, 对任意 z ∈ D,

(1− |z|2)β|ϕ′(z)|
(1− |ϕ(z)|2)α−1

. L

|ϕ(z)| <
L

s
< ∞,

综上所述, supz∈D |ϕα,β
# (z)| < ∞. 由此证明了 (2) ⇒ (3).

下面讨论 Cϕ : Zα
H → Bβ

H 的紧性.

定理 3.2 设 α > 1, β > 0 且 ϕ ∈ S (D), 则下列条件等价：

(1)Cϕ : Zα
H → Bβ

H 是紧的.

(2) lim
j→∞

‖CϕPj‖Bβ
H

= 0, Pj = (zj + zj)jα, j ∈ N.

(3) lim
|ϕ(z)|→1

|ϕα,β
# (z)| = 0.

证 先证 (1) ⇒ (2). 有界集 {Pj} ⊆ Zα
H 在 D 的紧子集上一致收敛到 0. 因为 Cϕ : Zα

H →
Bβ
H 是紧的, 根据引理 2.2, 有 lim

j→∞
‖CϕPj‖Bβ

H
= 0.
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现假设 (2) 成立, 则 L := sup
j∈N

‖CϕPj‖Bβ
H

< ∞. 且对任意 ε > 0, 存在 N ∈ N 使得
‖CϕPj‖Bβ

H
< ε, j ≥ N. 利用 (3.3) 中的检验函数 F α

b (z), 对任意 z ∈ D, 有

∥∥CϕF α
ϕ(z)

∥∥
Bβ
H

. (1− |ϕ(z)|2)3
[(

N−1∑
j=0

+
∞∑

j=N

)
|ϕ(z)|j‖CϕPj‖Bβ

H

]

≤ (1− |ϕ(z)|2)3
N−1∑
j=0

‖CϕPj‖Bβ
H

+ ε
∞∑

j=N

|ϕ(z)|j

. (1− |ϕ(z)|2)3NL + ε.

取 s =
[
1− (

ε
NL

) 1
3

] 1
2 ∈ (0, 1), 对任意 |ϕ(z)| > s 有

∥∥∥CϕF α
ϕ(z)

∥∥∥
Bβ
H

< 2ε. 由 (3.5) 知,

(1− |z|2)β|ϕ′(z)|
(1− |ϕ(z)|2)α−1

.

∥∥∥CϕF α
ϕ(z)

∥∥∥
Bβ
H

|ϕ(z)| <
2ε

s
. ε,

从而

lim
|ϕ(z)|→1

(1− |z|2)β|ϕ′(z)|
(1− |ϕ(z)|2)α−1

= 0.

因此, (2) ⇒ (3) 成立.
下证 (3) ⇒ (1). 假设 lim

|ϕ(z)|→1
|ϕα,β

# (z)| = 0, 则对任意 ε > 0, 存在 s ∈ (0, 1), 当

s < |ϕ(z)| < 1 有 |ϕα,β
# (z)| = (1−|z|2)β |ϕ′(z)|

(1−|ϕ(z)|2)α−1 < ε. 取函数列 {fj} ⊆ Zα
H 满足 M :=

supj∈N ||fj ||Zα
H < ∞, 且在 D 的紧子集上一致收敛到 0, 只需证 lim

j→∞
‖Cϕfj‖Bβ

H
= 0. 由柯

西估计知, 函数列
{

∂fj

∂z

}
与

{
∂fj

∂z̄

}
也在 D 的紧子集上一致收敛到 0. 于是在 D 的紧子集上,

对上述 ε > 0, 存在 N ∈ N+, 对任意 j > N, 有
∣∣∣∣
∂fj

∂z
(ϕ(z))

∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣
∂fj

∂z̄
(ϕ(z))

∣∣∣∣ < ε.

根据 (1.1) 与 (3.2),

sup
z∈D

(1− |z|2)β

(∣∣∣∣
∂[Cϕfj(z)]

∂z

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∂[Cϕfj(z)]

∂z̄

∣∣∣∣
)

≤
(

sup
1>|ϕ(z)|>s

+ sup
|ϕ(z)|≤s

)
(1− |z|2)β |ϕ′(z)|

(∣∣∣∣
∂fj

∂z
(ϕ(z))

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∂fj

∂z̄
(ϕ(z))

∣∣∣∣
)

≤‖fj‖Bα−1
H

sup
1>|ϕ(z)|>s

(1− |z|2)β |ϕ′(z)|
(1− |ϕ(z)|2)α−1

+
L

2
sup

|ϕ(z)|≤s

(∣∣∣∣
∂fj

∂z
(ϕ(z))

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∂fj

∂z̄
(ϕ(z))

∣∣∣∣
)

.‖fj‖Zα
H · ε +

L

2
· 2ε ≤ (M + L)ε.

这意味着,

lim
j→∞

sup
z∈D

(1− |z|2)β

(∣∣∣∣
∂[Cϕfj(z)]

∂z

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∂[Cϕfj(z)]

∂z̄

∣∣∣∣
)

= 0.

又 lim
j→∞

|Cϕfj(0)| = lim
j→∞

|fj(ϕ(0))| = 0, 于是 lim
j→∞

‖Cϕfj‖Bβ
H

= 0. 由此证明了 (3) ⇒ (1).
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4 Cϕ − Cψ : Zα
H → Bβ

H 的有界性与紧性

基于定理 3.1 和定理 3.2, 本节利用文献 [25] 中的类似方法研究调和空间上复合算子的
差分 Cϕ − Cψ : Zα

H → Bβ
H 的有界性和紧性.

定理 4.1 设 α > 1, β > 0 且 ϕ, ψ ∈ S (D), 则下列条件等价：
(1)Cϕ − Cψ : Zα

H → Bβ
H 有界.

(2)Cϕ − Cψ : Zα
H,0 → Bβ

H 有界.
(3) 下列不等式成立:

sup
z∈D

(∣∣ϕα,β
# (z)

∣∣ ρ(z) +
∣∣ϕα,β

# (z)− ψα,β
# (z)

∣∣) < ∞. (4.1)

证 (1) ⇒ (2) 是显然的. 现假设 (4.1) 成立. 设 f ∈ Zα
H 且 ‖f‖Zα

H 6 1. 令 f = g + h̄, 其

中 g, h ∈ H(D), h(0) = 0, 则 g, h ∈ Zα 且 ‖g‖Zα 6 1, ‖h‖Zα 6 1. 于是

sup
z∈D

(
1− |z|2)β

(∣∣∣∣
∂ ((Cϕ − Cψ) f)

∂z
(z)

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∂ ((Cϕ − Cψ) f)

∂z
(z)

∣∣∣∣
)

= sup
z∈D

(
1− |z|2)β

(
|g′(ϕ(z))ϕ′(z)− g′(ψ(z))ψ′(z)|+

∣∣∣h′(ϕ(z))ϕ′(z)− h′(ψ(z))ψ′(z)
∣∣∣
)

≤ sup
z∈D

(
1− |z|2)β |g′(ϕ(z))ϕ′(z)− g′(ψ(z))ψ′(z)|

+sup
z∈D

(
1− |z|2)β |h′(ϕ(z))ϕ′(z)− h′(ψ(z))ψ′(z)|

= L1 + L2, (4.2)

其中

L1 := sup
z∈D

(
1− |z|2)β |g′(ϕ(z))ϕ′(z)− g′(ψ(z))ψ′(z)| ,

L2 := sup
z∈D

(
1− |z|2)β |h′(ϕ(z))ϕ′(z)− h′(ψ(z))ψ′(z)| .

根据引理 2.1 与引理 2.3, 有

L1 = sup
z∈D

∣∣∣ϕα,β
# (z)

[(
1− |ϕ(z)|2)α−1

g′(ϕ(z))− (
1− |ψ(z)|2)α−1

g′(ψ(z))
]

+
(
1− |ψ(z)|2)α−1

g′(ψ(z))
(
ϕα,β

# (z)− ψα,β
# (z)

)∣∣∣
. sup

z∈D

(∣∣ϕα,β
# (z)

∣∣ ρ(z) +
(
1− |ψ(z)|2)α−1 |g′(ψ(z))|

∣∣ϕα,β
# (z)− ψα,β

# (z)
∣∣
)

. sup
z∈D

(∣∣ϕα,β
# (z)

∣∣ ρ(z) +
∣∣ϕα,β

# (z)− ψα,β
# (z)

∣∣) < ∞.

同理可证

L2 . sup
z∈D

(∣∣ϕα,β
# (z)

∣∣ ρ(z) +
∣∣ϕα,β

# (z)− ψα,β
# (z)

∣∣) < ∞.

故对于任意的 f ∈ Zα
H, 有

‖ (Cϕ − Cψ) f‖Bβ
H

. |f(ϕ(0))− f(ψ(0))|+ sup
z∈D

(∣∣ϕα,β
# (z)

∣∣ ρ(z) +
∣∣ϕα,β

# (z)− ψα,β
# (z)

∣∣) < ∞,
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这意味着 Cϕ − Cψ : Zα
H → Bβ

H 有界. 因此 (3) ⇒ (1) 成立.
接下来证明 (2) ⇒ (3). 假设 Cϕ − Cψ : Zα

H,0 → Bβ
H 有界. 设 D1 = {w ∈ D : ϕ(w) = 0}

且 D2 = {w ∈ D : ψ(w) = 0}. 对于固定的 a ∈ D \ {0}, 定义
Fa(z) := fa(z) + fa(z), z ∈ D, (4.3)

其中

fa(z) =





(1−|a|2)α−1

(2α−3)ā(1−āz)2α−3 , α 6= 3
2
,

− (1−|a|2)
1
2 ln(1−āz)

ā
, α = 3

2
.

利用文献 [25] 中 fa ∈ Zα
0 可得 Fa ∈ Zα

H,0. 进而对于 w /∈ D1 成立

∞ >
∥∥(Cϕ − Cψ) Fϕ(w)

∥∥
Bβ
H

> sup
z∈D

(
1− |z|2)β

(∣∣∣∣∣
∂

(
(Cϕ − Cψ) Fϕ(w)

)

∂z
(z)

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
∂

(
(Cϕ − Cψ) Fϕ(w)

)

∂z
(z)

∣∣∣∣∣

)

= sup
z∈D

(
1− |z|2)β

(∣∣f ′ϕ(w)(ϕ(z))ϕ′(z)− f ′ϕ(w)(ψ(z))ψ′(z)
∣∣ +

∣∣∣f ′ϕ(w)(ϕ(z))ϕ′(z)− f ′ϕ(w)(ψ(z))ψ′(z)
∣∣∣
)

= 2 sup
z∈D

(
1− |z|2)β ∣∣f ′ϕ(w)(ϕ(z))ϕ′(z)− f ′ϕ(w)(ψ(z))ψ′(z)

∣∣ .

类似于 [25, 定理 3.3] 的证明,

sup
w∈D\D1

∣∣∣∣∣ϕ
α,β
# (w)− ψα,β

# (w)
(

(1− |ϕ(w)|2) (1− |ψ(w)|2)
(1− ϕ(w)ψ(w))2

)α−1
∣∣∣∣∣ < ∞. (4.4)

进一步得到

sup
w∈D\D1

(∣∣ϕα,β
# (w)− ψα,β

# (w)
∣∣− ∣∣ψα,β

# (w)
∣∣ ρ(w)

)
< ∞. (4.5)

另一方面, 对于固定的 a ∈ D \ {0}, 定义
Ka(z) := ka(z) + ka(z), z ∈ D, (4.6)

其中

ka(z) =





(a−z)(1−|a|2)α−1

(2α−2)ā(1−āz)2α−2 + (1−|a|2)α−1

(2α−2)(2α−3)ā2(1−āz)2α−3 , α 6= 3
2
,

(a−z)(1−|a|2)
1
2

ā(1−āz)
− (1−|a|2)

1
2 ln(1−āz)

ā2 , α = 3
2
.

利用文献 [25] 中 ka ∈ Zα
0 可得Ka ∈ Zα

H,0. 进而对于 w /∈ D1, 有

∞ >
∥∥(Cϕ − Cψ) Kϕ(w)

∥∥
Bβ
H

> sup
z∈D

(
1− |z|2)β

(∣∣∣∣∣
∂

(
(Cϕ − Cψ) Kϕ(w)

)

∂z
(z)

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
∂

(
(Cϕ − Cψ) Kϕ(w)

)

∂z
(z)

∣∣∣∣∣

)

= 2 sup
z∈D

(
1− |z|2)β ∣∣k′ϕ(w)(ϕ(z))ϕ′(z)− k′ϕ(w)(ψ(z))ψ′(z)

∣∣

> 2

∣∣∣∣∣ψ
α,β
# (w)

((
1− |ϕ(w)|2) (

1− |ψ(w)|2)

(1− ϕ(w)ψ(w))2

)α−1∣∣∣∣∣ ρ(w).
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这意味着

sup
w∈D\D1

∣∣∣∣∣ψ
α,β
# (w)

(
(1− |ϕ(w)|2) (1− |ψ(w)|2)

(1− ϕ(w)ψ(w))2

)α−1
∣∣∣∣∣ ρ(w) < ∞. (4.7)

将 (4.7) 代入 (4.4) 可得

sup
w∈D\D1

∣∣ϕα,β
# (w)

∣∣ ρ(w) < ∞. (4.8)

同理可得

sup
w∈D\D2

∣∣ψα,β
# (w)

∣∣ ρ(w) < ∞. (4.9)

结合 (4.5) 与 (4.9), 我们便可得出

sup
w∈D\(D1∪D2)

∣∣ϕα,β
# (w)− ψα,β

# (w)
∣∣ < ∞. (4.10)

故将 (4.8) 与 (4.10) 结合即可得到如下结论

sup
w∈D\(D1∪D2)

(∣∣ϕα,β
# (w)

∣∣ ρ(w) +
∣∣ϕα,β

# (w)− ψα,β
# (w)

∣∣) < ∞. (4.11)

若 w ∈ D1 ∩ D2, 则 ρ(w) = 0. 我们取 H(z) := z + z̄ ∈ Zα
H,0, 因此得到

∞ > ‖(Cϕ − Cψ) H‖Bβ
H

> sup
z∈D

(
1− |z|2)β

(∣∣∣∣
∂ ((Cϕ − Cψ)H)

∂z
(z)

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∂ ((Cϕ − Cψ) H)

∂z
(z)

∣∣∣∣
)

= sup
z∈D

(
1− |z|2)β

(
|ϕ′(z)− ψ′(z)|+

∣∣∣ϕ′(z)− ψ′(z)
∣∣∣
)

= 2
∣∣∣
(
1− |w|2)β

ϕ′(w)− (
1− |w|2)β

ψ′(w)
∣∣∣

=
∣∣ϕα,β

# (w)
∣∣ · ρ(w) +

∣∣ϕα,β
# (w)− ψα,β

# (w)
∣∣ ,

其意味着

sup
w∈D1∩D2

(∣∣ϕα,β
# (w)

∣∣ · ρ(w) +
∣∣ϕα,β

# (w)− ψα,β
# (w)

∣∣) < ∞. (4.12)

若 w ∈ D2 \D1, 则 ρ(w) = |ϕ(w)|. 对于固定的 a ∈ D \ {0}, 选取 Pa(z) := pa(z) + pa(z),
其中

pa(z) =





− 1
ā2 [ln(1− āz) + āz], α = 2,

1
ā2

[
1

1−āz
+ ln(1− āz)

]
, α = 3,

1
ā2

[
1

(α−2)(1−āz)α−2 − 1
(α−3)(1−āz)α−3

]
, α 6= 2, α 6= 3.
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利用文献 [25] 中 pa ∈ Zα
0 可得 Pa ∈ Zα

H,0. 由此可得

∞ >
∥∥(Cϕ − Cψ) Pϕ(w)

∥∥
Bβ
H

> sup
z∈D

(
1− |z|2)β

(∣∣∣∣∣
∂

(
(Cϕ − Cψ) Pϕ(w)

)

∂z
(z)

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
∂

(
(Cϕ − Cψ) Pϕ(w)

)

∂z
(z)

∣∣∣∣∣

)

>
∣∣∣∣
(
1− |w|2)β

ϕ′(w)
ϕ(w)

(1− |ϕ(w)|2)α−1 − 0

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
(
1− |w|2)β

ϕ′(w)
ϕ(w)

(1− |ϕ(w)|2)α−1 − 0

∣∣∣∣∣

= 2

(
1− |w|2)β |ϕ′(w)|
(1− |ϕ(w)|2)α−1 ρ(w) = 2

∣∣∣ϕα,β
# (w)

∣∣∣ ρ(w).

这意味着 sup
w∈D2\D1

∣∣ϕα,β
# (w)

∣∣ ρ(w) < ∞.

类似地, 对于固定的 a ∈ D, 我们定义 qa(z) = az − 1
2
z2 ∈ Zα

0 , 并取 Qa(z) := qa(z) +
qa(z) ∈ Zα

H,0. 于是有

∞ >
∥∥(Cϕ − Cψ) Qϕ(w)

∥∥
Bβ
H

> sup
z∈D

(
1− |z|2)β

(∣∣∣∣∣
∂

(
(Cϕ − Cψ) Qϕ(w)

)

∂z
(z)

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
∂

(
(Cϕ − Cψ) Qϕ(w)

)

∂z
(z)

∣∣∣∣∣

)

>
∣∣∣0−

(
1− |w|2)β

ψ′(w)ϕ(w)
∣∣∣ +

∣∣∣0−
(
1− |w|2)β

ψ′(w)ϕ(w)
∣∣∣

= 2
∣∣∣ψα,β

# (w)
∣∣∣ ρ(w).

故

sup
w∈D2\D1

∣∣ψα,β
# (w)

∣∣ ρ(w) < ∞. (4.13)

将 (4.5) 与 (4.13) 结合便可得到

sup
w∈D2\D1

∣∣ϕα,β
# (w)− ψα,β

# (w)
∣∣ < ∞.

因此推导出

sup
w∈D2\D1

(∣∣ϕα,β
# (w)

∣∣ · ρ(w) +
∣∣ϕα,β

# (w)− ψα,β
# (w)

∣∣) < ∞. (4.14)

类似于 (4.14) 的推导步骤, 又可证

sup
w∈D1\D2

(∣∣ϕα,β
# (w)

∣∣ ρ(w) +
∣∣ϕα,β

# (w)− ψα,β
# (w)

∣∣) < ∞. (4.15)

综合 (4.11), (4.12), (4.14) 和 (4.15) 可证得 (4.1), 因此完成了 (2) ⇒ (3) 的证明.
接下来继续证明 Cϕ − Cψ : Zα

H → Bβ
H 的紧性. 记

Γ(ϕ) := {{zn} ⊂ D : |ϕ (zn)| → 1} ; Γ(ψ) := {{zn} ⊂ D : |ψ (zn)| → 1} ;

D(ϕ) :=
{{zn} ⊂ D : |ϕ (zn)| → 1,

∣∣ϕα,β
# (zn)

∣∣9 0
}

;

D(ψ) :=
{{zn} ⊂ D : |ψ (zn)| → 1,

∣∣ψα,β
# (zn)

∣∣9 0
}

.
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定理 4.2 设 α > 1, β > 0 且 ϕ, ψ ∈ S (D). 设 Cϕ 与 Cψ 均非紧但都有界, 则下列条件成
立：

(1)Cϕ − Cψ : Zα
H → Bβ

H 是紧的.
(2)Cϕ − Cψ : Zα

H,0 → Bβ
H 是紧的.

(3) 下列条件成立：
(i)D(ϕ) = D(ψ), D(ϕ) ⊆ Γ(ψ).
(ii) 对于 {zn} ∈ Γ(ϕ) ∩ Γ(ψ),

lim
n→∞

[∣∣ϕα,β
# (zn)

∣∣ ρ (zn) +
∣∣ϕα,β

# (zn)− ψα,β
# (zn)

∣∣] = 0.

证 (1) ⇒ (2) 是显然的. 下证 (3) ⇒ (1). 取 {fn} ⊂ Zα
H 使得 sup

n∈N
‖fn‖Zα

H 6 1, 且在 D

上的紧子集上一致收敛到 0. 应用反证法, 我们假设 lim
n→∞

‖(Cϕ − Cψ) fn‖Bβ
H
6= 0, 则存在一个

ε0 > 0 与一个 {fn} 的子序列 {fnk
}, 使得 ‖ (Cϕ − Cψ) fnk

‖Bβ
H

> ε0. 为方便起见, 我们仍用
{fn} 来表示子序列 {fnk

}. 因此对于 ε0 > 0, 有 ‖(Cϕ − Cψ) fn‖Bβ
H

> ε0, 对于所有的 n 成立.

设 fn (z) = gn (z) + hn (z), 其中 gn, hn ∈ H(D), hn(0) = 0, 则 gn, hn ∈ Zα. 由 {fn} 的性质
知 {gn} 与 {hn} 满足 ‖gn‖Zα 6 1, ‖hn‖Zα 6 1 且在 D 的紧子集上一致收敛到 0. 进而可得到
g′n(ϕ(z)) = ∂fn

∂z
(ϕ(z)), g′n(ψ(z)) = ∂fn

∂z
(ψ(z)), h′n(ϕ(z)) = ∂fn

∂z̄
(ϕ(z)), h′n(ψ(z)) = ∂fn

∂z̄
(ψ(z)),

于是

‖(Cϕ − Cψ) fn‖Bβ
H

= |fn(ϕ(0))− fn(ψ(0))|

+sup
z∈D

(1− |z|2)β

(∣∣∣∣
∂fn

∂z
(ϕ(z))ϕ′(z)− ∂fn

∂z
(ψ(z))ψ′(z)

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∂fn

∂z̄
(ϕ(z))ϕ′(z)− ∂fn

∂z̄
(ψ(z))ψ′(z)

∣∣∣∣
)

= |fn(ϕ(0))− fn(ψ(0))|
+sup

z∈D

(∣∣∣ϕα,β
# (z)

(
1− |ϕ (z)|2)α−1

g′n(ϕ(z))− ψα,β
# (z)

(
1− |ψ (z)|2)α−1

g′n(ψ(z))
∣∣∣

+
∣∣∣ϕα,β

# (z)
(
1− |ϕ (z)|2)α−1

h′n(ϕ(z))− ψα,β
# (z)

(
1− |ψ (z)|2)α−1

h′n(ψ(z))
∣∣∣
)

.

根据 Cϕ 与 Cψ 的有界性, 则当 n →∞ 时 fn(ϕ(0))− fn(ψ(0)) → 0. 故存在 {zn} ⊂ D 使得
∣∣∣∣ϕα,β

# (zn)
(
1− |ϕ (zn)|2

)α−1

g′n(ϕ(zn))− ψα,β
# (zn)

(
1− |ψ (zn)|2

)α−1

g′n(ψ(zn))
∣∣∣∣

+
∣∣∣∣ϕα,β

# (zn)
(
1− |ϕ (zn)|2

)α−1

h′n(ϕ(zn))− ψα,β
# (zn)

(
1− |ψ (zn)|2

)α−1

h′n(ψ(zn))
∣∣∣∣ > ε0.

上式表明, 至少有一项 n →∞ 时不趋于 0. 不妨设
∣∣∣∣ϕα,β

# (zn)
(
1− |ϕ (zn)|2

)α−1

g′n(ϕ(zn))− ψα,β
# (zn)

(
1− |ψ (zn)|2

)α−1

g′n(ψ(zn))
∣∣∣∣ > ε0

2
. (4.16)

将 [25, 定理 2] 的证明中 (3) ⇒ (1) 对于 fn 的步骤应用于 gn, 当 n →∞ 成立
∣∣∣ϕα,β

# (zn) · (1− |ϕ(zn)|2)α−1
g′n(ϕ(zn))− ψα,β

# (zn) · (1− |ψ(zn)|2)α−1
g′n(ψ(zn))

∣∣∣ → 0.

与 (4.16) 矛盾. 综上所述, 即证 Cϕ − Cψ : Zα
H,0 → Bβ

H 是紧的.
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下面证明 (2) ⇒ (3). 假设 Cϕ − Cψ : Zα
H,0 → Bβ

H 是紧的, 但 Cϕ 与 Cψ 都非紧. 定
理 3.2 意味着此时存在序列 {zn} ∈ D(ϕ) 即 |ϕ (zn)| → 1 时有

∣∣ϕα,β
# (zn)

∣∣ 9 0. 对于上述
{ϕ(zn)} ⊂ D 我们参考 (4.3) 与 (4.6) 定义 Fϕ(zn), Kϕ(zn), 它们在 Zα

H,0 中都有界且当 n →∞
时在 D 上的每个紧子集中一致收敛到 0. 根据引理 2.2, 当 n →∞ 时, 有

0 ←
∥∥(Cϕ − Cψ) Fϕ(zn)

∥∥
Bβ
H

> sup
z∈D

(
1− |z|2)β (∣∣f ′ϕ(zn)(ϕ(z))ϕ′(z)− f ′ϕ(zn)(ψ(z))ψ′(z)

∣∣

+
∣∣∣f ′ϕ(zn)(ϕ(z))ϕ′(z)− f ′ϕ(zn)(ψ(z))ψ′(z)

∣∣∣
)

>
∣∣∣∣∣ϕ

α,β
# (zn)− ψα,β

# (zn)
(

(1− |ϕ(zn)|2) (1− |ψ(zn)|2)
(1− ϕ(zn)ψ(zn))2

)α−1
∣∣∣∣∣ , (4.17)

且

0 ←
∥∥(Cϕ − Cψ) Kϕ(zn)

∥∥
Bβ
H

> sup
z∈D

(
1− |z|2)β (∣∣k′ϕ(zn)(ϕ(z))ϕ′(z)− k′ϕ(zn)(ψ(z))ψ′(z)

∣∣

=

∣∣∣∣∣ψ
α,β
# (zn)

(
(1− |ϕ(zn)|2) (1− |ψ(zn)|2)

(1− ϕ(zn)ψ(zn))2

)α−1
∣∣∣∣∣ ρ(zn). (4.18)

将 (4.17) 与 (4.18) 相结合, 我们得到

lim
n→∞

∣∣ϕα,β
# (zn)

∣∣ ρ (zn) = 0. (4.19)

由于 {zn} ∈ D(ϕ), 我们有
∣∣ϕα,β

# (zn)
∣∣9 0, n →∞, 又根据 (4.19) 可得

lim
n→∞

∣∣∣∣
ϕ (zn)− ψ (zn)

1− ϕ (zn)ψ (zn)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

ρ (zn) = 0.

因此, 对于任意的 {zn} ∈ D(ϕ), 有

lim
n→∞

|ϕ(zn)− ψ(zn)| = 0, (4.20)

且 limn→∞ ||ϕ (zn) | − |ψ (zn) || 6 limn→∞ |ϕ(zn)− ψ(zn)| = 0. 故 |ψ (zn)| → 1, n → ∞. 因
此, 对于任意的 {zn} ∈ D(ϕ), 有 {zn} ∈ Γ(ψ), 则 D(ϕ) ⊆ Γ(ψ). 进一步得到 D(ϕ) ⊆
Γ(ϕ) ∩ Γ(ψ). 又对于任意的 {zn} ∈ Γ(ϕ) ∩ Γ(ψ), 由于 (4.17), 当 n →∞ 时, 有

0 ← ∥∥(Cϕ − Cψ) Fϕ(zn)

∥∥
Bβ
H

>
∣∣∣∣∣ϕ

α,β
# (zn)− ψα,β

# (zn)

((
1− |ϕ(zn)|2) (

1− |ψ(zn)|2)

(1− ϕ(zn)ψ(zn))2

)α−1∣∣∣∣∣

>
∣∣∣ϕα,β

# (zn)− ψα,β
# (zn)

∣∣∣

−
∣∣∣ψα,β

# (zn)
[(

1− |ϕ (zn)|2)α−1
f ′ϕ(zn) (ϕ (zn))− (

1− |ψ (zn)|2)α−1
f ′ϕ(zn) (ψ (zn))

]∣∣∣

&
∣∣∣ϕα,β

# (zn)− ψα,β
# (zn)

∣∣∣−
∣∣∣ψα,β

# (zn)
∣∣∣ ρ (zn) ,
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则根据 Cψ 的有界性与 ρ (zn) → 0, n →∞, 可以推得

lim
n→∞

∣∣ϕα,β
# (zn)− ψα,β

# (zn)
∣∣ = 0. (4.21)

因此对于任意的 {zn} ∈ Γ(ϕ) ∩ Γ(ψ), 将 (4.19) 与 (4.21) 相结合, 便可得到

lim
n→∞

(∣∣ϕα,β
# (zn)

∣∣ ρ (zn) +
∣∣ϕα,β

# (zn)− ψα,β
# (zn)

∣∣) = 0.

对于 {zn} ∈ D(ϕ), 根据 (4.20) 与 (4.21)

lim
n→∞

|ψ (zn)| = limn→∞ |ϕ (zn)| = 1,

lim
n→∞

∣∣ψα,β
# (zn)

∣∣ = limn→∞
∣∣ϕα,β

# (zn)
∣∣ 6= 0.

于是 D(ϕ) ⊆ D(ψ). 同理易证 D(ψ) ⊆ D(ϕ). 因此 D(ϕ) = D(ψ). 故 (2) ⇒ (3) 成立.
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DIFFERENCES OF COMPOSITION OPERATORS FROM

HARMONIC ZYGMUND-TYPE SPACES TO HARMONIC

BLOCH-TYPE SPACES

LIU Xin-yu, LIANG Yu-xia

(School of Mathematical Science, Tianjin Normal University, Tianjin 300387, China)

Abstract: This paper investigates the properties of the difference of composition operators

from harmonic Zygmund-type spaces Zα
H(α > 1) into harmonic Bloch-type spaces Bβ

H(0 < β < ∞)

on the unit disk. Using the properties of harmonic function spaces, Stirling formula and the test

functions to obtain a necessary and sufficient condition for the bounded and compact composition

operator Cϕ : Zα
H → Bβ

H. And equivalent conditions for the boundedness and compactness of the

difference of composition operators Cϕ − Cψ : Zα
H → Bβ

H are presented.

Keywords: difference; composition operator; harmonic Zygmund-type space; harmonic

Bloch-type space
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