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摘要: 本文研究了拟复射影空间的 Kähler 迷向子流形 Pinching 问题, 利用活动标架法, 得到

了关于第二基本形式、截面曲率下界, Ricci 曲率下界的 Pinching 定理, 将 Pinching 常数和外围空间

都进行了推广.
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1 引言

设 f : Mn → Nn+p 是等距浸入, 则
1 Mn 是全测地子流形的充要条件是Mn 是全脐子流形也是极小子流形

2 Mn 是极小子流形的必要条件是Mn 是伪脐子流形

3 Mn 是全脐子流形的必要条件是Mn 是迷向子流形

因为 Kähler 流形的 Kähler 子流形必是极小子流形, 我们考虑上述结果反过来若要成立
的条件. 一般地, 对于一个具有度量 gij 的黎曼流形, 如果其曲率张量满足以下等式：

Rijkl = K(gikgjl − gilgjk),

则称其为常曲率黎曼流形, 其中K 是一个常数.
1972 年, Chen 和矢野 [1] 在研究共形平坦空间时提出了拟全脐的概念, 该文中他们得到

了这类空间的一个曲率的表达式：

Kh
kij =

(
k + α2

) (
δh

kgij − δh
j gki

)
+ αβ

[(
δh

kvj − δj
kvh

)
vi + (vkgji − vjgki) vh

]
.

1986 年, 白正国 [2] 将这类空间命名为拟常曲率空间, 定义为曲率张量写作以下形式的黎曼
空间：

KABCD = a (gACgBD − gADgBC) + b (gACλBλD + gBDλAλC − gADλBλC − gBCλAλD) .

这里的 a, b 是任意光滑函数, {λA} 是一组单位向量在标准基下的分量.
而复射影空间的曲率张量可以写作 [3]：

KABCD = δACδBD − δADδBC + JACJBD − JADJBC + 2JADJBC .
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类似地, 2011 年宋卫东教授在文献 [4] 中提出了拟复射影空间的概念, 他将拟复射影空间定
义为曲率张量满足

KABCD =a (gACgBD − gADgBC + JACJBD − JADJBC + 2JABJCD)

+ b (gACλBλD + gBDλAλC − gADλBλC − gBCλAλD) .

的复 n + p 维黎曼流形, 做为复射影空间的推广.
一般地, 设 p ∈ M, u =

∑
i uiei ∈ TpM , 其中

∑
i (ui)2 = 1, 称

hp (u, u) =
∑
α,i,j

hα
iju

iujeα (1.1)

为关于 u 在 p 点的法曲率张量. 若 ‖hp‖ = λp, 则称Mn 为 Nn+p 中 λ- 迷向子流形 [5].
对于复射影空间的 λ− 迷向子流形, 尹松庭证明了如下定理 [5].
定理 A 设Mn 为复射影空间 CP n+p (4) 中迷向 Kähler 子流形, 如果Mn 第二基本形

式模长平方 S 满足

S <
2 (n + 1) (n + 4)

4n− 1
,

则Mn 是全测地的.
定理 B 设Mn 为复射影空间 CP n+p (4) 中迷向 Kähler 子流形, 如果在每一点处Mn

截面曲率满足

K ≥ 3 (n + 1)
4n2 + 10n + 3

,

其中K 是Mn 截面曲率的下确界, 则Mn 是全测地的.
定理 C 设Mn 为复射影空间 CP n+p (4) 中迷向 Kähler 子流形, 如果在每一点处Mn

的 Ricci 曲率满足

Q > (2n + 2)− (n + 1) (n + 4)
n (4n− 1)

,

其中 Q 是Mn 的 Ricci 曲率的下确界, 则Mn 是全测地的.
本文将外围空间扩展到拟复射影空间, 得到如下结果. 首先是在局部对称的条件下, 得到

了：

定理 1.1 若Mn 是局部对称拟复射影空间 CQn+p 的迷向 Kähler 子流形, 则当

S <
[a (8n2 + 4n− 3)− 2 |b| (8n2 − 6n + 2)] (n + 1)

n (4n− 1)

时, Mn 是全测地的.
定理 1.2 若Mn 是局部对称 CQn+p 的 Kähler 迷向子流形, 若

K > − a (4n− 1)
8n2 (n + 1)

+
（2n2 + 4n− 1 ([2 |b| (8n2 − 6n + 2)− a (8n2 + 4n− 3)])

8n3 (n + 1) (4n− 1)
,

则Mn 是全测地的, 其中K 是Mn 的截面曲率下确界.
定理 1.3 若Mn 是局部对称 CQn+p 的 Kähler 迷向子流形, 若

Q > 2a (n + 1) + |b| (2n + 1) +
(n + 1) [2 |b| (8n2 − 6n + 2)− a (8n2 + 4n− 3)]

2n2 (4n− 1)
,



No.5 石玉鑫: 拟复射影空间的 Kähler 迷向子流形 447

则Mn 是全测地的, 其中 Q 是Mn 的 Ricci 曲率下确界.

推论 1.4 若Mn 是局部对称 CP n+p 的 Kähler 迷向子流形, 则 S <
(8n2+4n−3)(n+1)

n(4n−1)
时,

Mn 是全测地的.
推论 1.5 若 Mn 是局部对称 CP n+p 的 Kähler 迷向子流形, 则 K > − 4n−1

8n2(n+1)
−

(2n2+4n−1)(8n2+4n−3)
8n3(n+1)(4n−1)

时, Mn 是全测地的, 其中K 是Mn 的截面曲率下确界.
推论 1.6 若 Mn 是局部对称 CP n+p 的 Kähler 迷向子流形, 则 Q > 2 (n + 1) −

(n+1)(8n2+4n−3)
2n2(4n−1)

时, Mn 是全测地的, 其中 Q 是Mn 的 Ricci 曲率下确界.
另一方面, 在没有局部对称条件的情况下, 我们得到了：
定理 1.7 若 Mn 是 CQn+p 的 Kähler 迷向子流形, 记 X = 2a (4n2 + 2n− 1) −

|b| (8n2 − 6n + 2), Y = 2n (8n2 + 2n− 1), 若




X > 0
X2 > b2Y

2n (n + 1) X−√X2−b2Y
2Y

< S < 2n (n + 1) X+
√

X2−b2Y
2Y

则Mn 是全测地的.
定理 1.8 若 Mn 是 CQn+p 的 Kähler 迷向子流形, 记 X = 2a (4n2 + 2n− 1) −

|b| (8n2 − 6n + 2), Y = 2n (8n2 + 2n− 1), 若 K > − a(4n−1)
8n2(n+1)

+
2Y [2n2(4n−1)+ 1

4 b2]
8n2(n+1)(X+

√
X2−b2Y ) , 则

Mn 是全测地的, 其中K 是Mn 的截面曲率下确界.
定理 1.9 若 Mn 是 CQn+p 的 Kähler 迷向子流形, 记 X = 2a (4n2 + 2n− 1) −

|b| (8n2 − 6n + 2), Y = 2n (8n2 + 2n− 1),若Q > 2a (n + 1)+|b| (2n + 1)− (n+1)(X+
√

X2−b2Y )
2Y

,

则Mn 是全测地的, 其中 Q 是Mn 的 Ricci 曲率下确界.

推论 1.10 若Mn 是 CQn+p 的 Kähler 迷向子流形, 若 S <
2n(n+1)(4n2+2n−1)

8n2+2n−1
, 则Mn

是全测地的.
推论 1.11 若Mn是CQn+p的Kähler迷向子流形,若K > − 4n−1

8n2(n+1)
+

n2(8n2+2n−1)(4n−1)

4n(n+1)(4n2+2n−1)
,

则Mn 是全测地的.
推论 1.12 若Mn 是 CQn+p 的Kähler迷向子流形, 若Q > 2 (n + 1)− (n+1)(4n2+2n−1)

n(8n2+2n−1)
,

则Mn 是全测地的.

2 预备知识

约定各类指标的取值范围如下：

A,B, C, · · · = 1, · · · , n + p, 1∗, · · · , (n + p)∗

i, j, k, · · · = 1, · · · , n, 1∗, · · · , n∗

α, β, γ, · · · = n + 1, · · · , n + p, (n + 1)∗ , · · · , (n + p)∗

设 CQn+p 是具有 Kähler 度量的复 n + p 维复黎曼流形, 如果其曲率张量表示为

KABCD = a (gACgBD − gADgBC + JACJBD − JADJBC + 2JABJCD)

+ b (gACλBλD + gBDλAλC − gADλBλC − gBCλAλD) ,
(2.1)
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则称 CQn+p 为拟复射影空间, 也称拟常曲率复射影空间. 其中, g 是 CQn+p 上的黎曼度量,
J 为 CQn+p 的复结构, a, b 是 CQn+p 上的光滑函数, {λA} 是 CQn+p 上的单位向量函数, 满
足

∑
A,B

gABλAλB = 1.

当 a = c
4
, b = 0 时, 拟复射影空间 CQn+p 是全纯截面曲率为 c 的复射影空间 CP n+p. 设

Mn 是 CQn+p 的 n 维全实子流形, J 为 CQn+p 的复结构, 取 CQn+p 的局部规范正交标架

场 e1, · · · en+p, e1∗ , · · · , e(n+p)∗ 满足

Je1 = e1∗ , · · · , Jen+p = e(n+p)∗ . (2.2)

因为 J 是复结构, 满足 J2 = −1, 对 (2.2) 式两边用 J 作用, 得

Je1∗ = −e1, · · · , Je(n+p)∗ = −en+p. (2.3)

取 (JAB) 为复结构, 视为线性变换 J 关于 {eA} 的变换矩阵, 则由 (2.2),(2.3) 两式得

JAB =

(
0 In+p

−In+p 0

)
. (2.4)

这里, In+p 为 n + p 阶单位矩阵. 用 {ωA} 表示 {eA} 的对偶标架场, 则 CQn+p 的结构方程为

dωA = −
∑

B

ωAB ∧ ωB, ωAB + ωBA = 0,

dωAB = −
∑

C

ωAC ∧ ωCB +
1
2

∑
C,D

KABCDωC ∧ ωD,

其中 KABCD = a(δACδBD − δADδBC + JACJBD − JADJBC + 2JABJCD) + b(δACλBλD +

δBDλAλC − δADλBλC − δBCλAλD),
(∑

A

λ2
A = 1

)
.设 {ωAB}是 CQn+p 的联络 1-形式, 将

上述形式限制在Mn 上, 有 [5]

ωα = 0, ωαi =
∑

j

hα
ijωj , h =

∑
α,i,j

hα
ijωi ⊗ ωj ⊗ eα, dωij = −

∑
j

ωij ∧ ωj .

dωij = −
∑

k

ωik ∧ ωkj +
1
2

∑
k,l

Rijklωk ∧ ωl.

dωαβ = −
∑

γ

ωαγ ∧ ωγβ +
1
2

∑
k,l

Rαβklωk ∧ ωl.

Rijkl = Kijkl +
∑

α

(
hα

ikh
α
jl − hα

ilh
α
jk

)
. (2.5)

Rαβij = Kαβij +
∑

k

(
hα

ikh
β
jk − hα

jkh
β
ik

)
. (2.6)

其中, h,Rijkl, Rαβij 分别是Mn 的第二基本形式, 黎曼曲率张量和法曲率张量场关于 eA

的分量, KABCD 是 CQn+p 的曲率张量的分量.
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进一步, Mn 的平均曲率向量场 ξ, 平均曲率 H, 第二基本形式模长平方 S 可分别表示为

ξ =
1
n

∑
α

(∑
i

hα
ii

)
eα, H = ‖ξ‖, S = ‖h‖2. (2.7)

下面用 hα
ijk 及 hα

ijkl 分别表示 hα
ij 的一阶共变导数和二阶共变导数 [6],

−
∑

k

hα
ijkωk = dhα

ij −
∑

k

hα
ikωkj −

∑
l

hα
ljωil −

∑
β

hβ
ijωβα,

−
∑

l

hα
ijklωl = dhα

ijk −
∑
m

hα
ijmωmk −

∑
l

hα
ljkωil −

∑
β

hβ
ijkωβα,

则有

hα
ijk − hα

ikj = −Kaijk. (2.8)

hα
ijkl − hα

ijlk =
∑
m

(
hα

imRmjkl + hα
jmRmikl

)−
∑

β

hβ
ijRβαkl. (2.9)

Kαβij = a (JαkJβj − JαjJβk) . (2.10)

引理 2.1 [7] f : Mn → CQn+p 是 λ- 迷向浸入当且仅当

∑
α

(hα
ii)

2 = λ2,
∑

α

hα
iih

α
ij = 0, (2.11)

∑
α

hα
iih

α
jj + 2

∑
α

(
hα

ij

)2
= λ2, (2.12)

∑
α

(
hα

iih
α
jk + 2hα

ijh
α
ik

)
=

∑
α

(
hα

ijh
α
kl + hα

ilh
α
jk + hα

ikh
α
jl

)
= 0, (2.13)

其中 i, j, k, l 互不相同.
引理 2.2 [8] 若Mn 是 Nn+p 的极小子流形, 则Mn 是伪脐子流形;Kähler 流形的 Kähler

子流形必是极小子流形.
引理 2.3 [5] 设 f : Mn ↪→ CP n+p (4) 为 Kähler 迷向浸入, 则

{ ∑
α,k hα

ikh
α
kj = (n + 1) λ2δij

S = 2n (n + 1) λ2.

3 主要结果的证明

首先我们证明定理 1.1
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证 同引理 2.3 的证明和 (2.1) 可知, 引理 2.3 对拟复射影空间也成立

1
2

∑
i

∆

[∑
α

(hα
ii)

2

]

=
∑
α,i,k

(hα
iik)

2 +
∑
α,i,k

hα
iih

α
iikk

=
∑
α,i,k

(hα
iik)

2 −
∑
α,i,k

hα
ii (Kαkiki + Kαiikk) +

∑
α.β,m,i,k

hα
ii (hα

mkRmiik + hα
miRmkik)

+ hα
iih

β
kiRαβki +

∑
α,i,k

hα
kkiih

α
ii.

(3.1)

首先对于
∑

α,β,m,k

hα
iih

α
mkRmiik 当 m = i 或 k = i 时, 由引理 2.1 有

∑
α

hα
iih

α
mk = 0, 下面考虑

m, k 6= i 的情况.
∑

α,β,k,i,m

hα
iih

α
mkRmiik

=
∑

α,β,m,i,k

hα
iih

α
mk

[
a (δmiδik − δmkδii) + b

(
δmiλiλk + δikλmλi − δmkλ

2
i − δiiλmλk

)]

+
∑

α,β,m,i,k

+hα
iih

α
mk

(
hβ

mih
β
ik − hβ

mkh
β
ii

)

=
∑

α,β,k,i,m

a (hα
ii)

2 − 2anhα
iih

α
kk − bhα

iih
α
kkλ

2
i − δiibh

α
iih

α
mkλmλk + hα

iih
α
mkh

β
mih

β
ik − hα

iih
α
mkh

β
mkh

β
ii.

(3.2)
首先, 由引理 2.1 和Mn 的极小性,

∑
α,i,i 6=k

(hα
ii)

2 = 2nλ2, (3.3)

−an
∑

α,i,k,i 6=k

hα
iih

α
kk = −an

[∑
α,i,k

hα
iih

α
kk −

∑
α,i

(hα
ii)

2

]
= 4an2λ2. (3.4)

同理, 由上式

−b
∑

α,i,k,k 6=i

hα
iih

α
kkλ

2
i = 2bnλ2

∑
i,i 6=k

λ2
i . (3.5)

对于第四项

− b
∑

α,i,m,k,m 6=i,k 6=i

δiih
α
iih

α
mkλmλk

=− b

[ ∑
α,i,m,k,m 6=i,k,k 6=i

δiih
α
iih

α
mkλmλk +

∑
α,i,m,k,k 6=i

δiih
α
iih

α
kkλ

2
k

]

=b (2n− 1) 2nλ2
∑
i,i 6=k

λ2
i .

(3.6)
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最后两项

∑
α,β,i,m,k,i 6=k,m

hα
iih

α
mkh

β
mih

β
ik − hα

iih
α
mkh

β
mkh

β
ii

=
∑

α,β,i,k,m,i 6=k,m,k 6=m

hα
iih

α
mkh

β
mih

β
ik − hα

iih
α
mkh

β
mkh

β
ii +

∑
α,β,i,k,i 6=k

hα
iih

α
kkh

β
kih

β
ki − hα

iih
α
kkh

β
kkh

β
ii

=
∑

α,β,i,k,m,i 6=k,m,k 6=m

−2hα
mih

α
kih

β
mih

β
ki − 4hα

mih
α
kih

β
mih

β
ki +

∑
α,i,k,i 6=k

hα
iih

α
kk

∑
β,i,k,i 6=k

(
hβ

ki

)2

−
∑

α,β,i,k,i 6=k

hα
iih

α
kkh

β
kkh

β
ii

=− 4n2λ4 (n + 1) .

(3.7)

综上所述, 我们有

∑
α,β,i,k,m

hα
iih

α
mkRmiik = a

(
4n2 + 2n− 1

)
λ2 + 2bnλ2

∑
i,i 6=k

λ2
i − 4n3λ4 − 4n2λ4. (3.8)

再来估计
∑

α,m,k

hα
iih

α
miRmkik.

当m 6= i 时,
∑
α,m

hα
iih

α
mi = 0, k = i 时, Rmkik = 0, 所以接下来考虑m = i 6= k 的情况.

∑
α,k

(hα
ii)

2
Rikik

=
∑

α,β,i,k,i 6=k

a (hα
ii)

2
δiiδkk + bδii (hα

ii)
2
λ2

k + bδkk (hα
ii)

2
λ2

i + (hα
ii)

2 (
hβ

ii

) (
hβ

kk

)− (hα
ii)

2 (
hβ

ik

)2

=2an (2n− 1)2 λ2 + 2b (2n− 1)2
∑
k,k 6=i

λ2
k + (2n− 1) λ2

{
−2nλ2 −

[∑
β,i,k

(
hβ

ik

)2 −
∑
β,i

(hα
ii)

2

]}

=2an (2n− 1) λ2 + 2b (n− 1)2 λ2
∑
k,k 6=i

λ2
k −

(
4n3 + 2n2 − 2n

)
λ4.

(3.9)

最后考虑
∑

α,β,k

hα
iih

β
kiRαβki. 由 (2.1),(2.6) 得

Rαβki = Kαβki +
∑

l

(
hα

klh
β
li − hα

ilh
β
kl

)
=a (JαkJβi − JαiJβk) +

∑
l

(
hα

klh
β
li − hα

ilh
β
kl

)
,

其中

∑
α.k.i,k 6=i

ahα
iih

β
ki (JαkJβi − JαiJβk) = a

∑
k,i,k 6=i

(
hk∗

ii hk∗
ii − hi∗

ii h
i∗
kk

)
= a (4n− 1) λ2, (3.10)
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∑
α,β,k,l,i

hα
iih

β
kih

α
klh

β
li − hα

iih
β
kih

α
ilh

β
lk

=
∑

α,β,k,l,i,i 6=k,l

hα
iih

β
kih

α
klh

β
li − hα

iih
β
kih

α
ilh

β
lk +

∑
α,β,k,i,i 6=k

hα
iih

β
kih

α
kih

β
ii − hα

iih
β
kih

α
iih

α
ik

=
∑

α,β,k,l,i,i 6=k,l

hα
iih

α
klh

β
kih

β
li +

∑
α,β,k,i,i 6=k

− (hα
ii)

2 (
hβ

ki

)2

=− 2n2 (4n− 1) λ4.

(3.11)

又由 CQn+p 的局部对称性和Mn 的极小性, 有

−
∑
α,i,k

hα
ii (Kαkiki + Kαiikk)

=−
∑

α,β,i,k

hα
iih

β
iiKαkβk −

∑
α,β,i,k

hα
iih

β
kkKαiiβ +

∑
α,i,k,m

hα
ii (hα

mkKmiik + hα
miKmkik)

=a
(
4n2 − 1

)
λ2 + b

(
8n2 − 6n + 2

)
λ2

∑
i,i 6=k

λ2
i .

(3.12)

综上所述, 我们有

1
2
∆

(
nλ2

)
= λ2

[
(−2n2 (4n− 1)

)
λ2 + a

(
8n2 + 4n− 3

)
+ 2b

(
8n2 − 6n + 2

) ∑
i,i 6=k

λ2
i

]
.

(3.13)
因为

∑
A λ2

A = 1, 所以
∑

i,i 6=k λ2
i ≤ 1, n ≥ 1 时, −2n2 (4n− 1) < 0, 8n2 − 6n + 2 >

0,8n2 + 4n− 3 > 0, 于是我们有
∫

Mn

λ2
[−2n2 (4n− 1) λ2 + a

(
8n2 + 4n− 3

)− 2 |b| (8n2 − 6n + 2
)]

dV ≤ 0. (3.14)

所以当 λ2 <
a(8n2+4n−3)−2|b|(8n2−6n+2)

2n2(4n−1)
结合引理 2.3 可得

S <
(n + 1) [(8n2 + 4n− 3)− 2 |b| (8n2 − 6n + 2)]

n (4n− 1)

时, 有 S = 2n (n + 1)λ2 = 0. 证毕.
下面证明定理 1.2.
证 记K 为Mn 截面曲率的下确界, 则

∑
α,i,k,m

hα
ii (hα

mkRmiik + hα
miRmkik) ≥ 2nKS = 4n2 (n + 1) Kλ2. (3.15)

将 (3.10)、(3.11)、(3.12)、(3.15) 代入 (3.1) 得：

0 ≥
∫

Mn

λ2
[
8n2 (n + 1)K + a (4n− 1) + 2nλ2

(
2n2 + 4n− 1

)]
dV. (3.16)



No.5 石玉鑫: 拟复射影空间的 Kähler 迷向子流形 453

于是当K > −a(4n−1)+2nλ2(2n2+4n−1)
8n2(n+1)

时, λ = 0, 进而Mn 是全测地的.
将定理 1.1 代入可得, 当

K > − a (4n− 1)
8n2 (n + 1)

+
(2n2 + 4n− 1) [2 |b| (8n2 − 6n + 2)− a (8n2 + 4n− 3)]

8n3 (n + 1) (4n− 1)

时, Mn 是全测地的. 证毕.
下面证明定理 1.3
证 记 Q 是MnRicci 曲率的下确界, 则由 (2.1) 可得：

Q ≤ Rii =
∑

j

Rijij ≤ 2a (n + 1) + |b| (2n + 1) +
∑
α,j

[
hα

iih
α
jj −

(
hα

ij

)2
]

(3.17)

其中
∑
α,j

[
hα

jjh
α
ii −

(
hα

ij

)2
]

=
∑

α,j(j 6=i)

[
hα

jjh
α
ii −

(
hα

ij

)2
]
将引理 2.1 代入上式, 结合Mn 的极小

性可得

∑

α,j(j 6=i)

[
hα

jjh
α
ii −

(
hα

ij

)2
]

=
∑

j(j 6=i)

∑
α

[
hα

iih
α
jj −

1
2

(
λ2 − hα

iih
α
jj

)]
= − (n + 1)λ2.

于是有

Q ≤ 2a (n + 1) + |b| (2n + 1)− (n + 1) λ2.

由上式, 当

Q > 2a (n + 1) + |b| (2n + 1) +
(n + 1) [2 |b| (8n2 − 6n + 2)− a (8n2 + 4n− 3)]

2n2 (4n− 1)
.

时, 由定理 1 可得Mn 是全测地的. 这就证明了定理 1.3. 证毕.
下面我们在没有局部对称的条件下讨论这个问题, 证明定理 1.6.
证 由引理 2.2 可知, Mn 是伪脐的, 设 ω =

∑
α,i,j,k

(
hα

ikKαjij + hα
ijKαijk

)
, 则

divω =
∑

α,i,j,k

∇k

(
hα

ikKαjij + hα
ijKαijk

)
.

于是得

−
∑

α,i,j,k

hα
ij

(
Kα

kikj + Kα
ijkk

)
=

∑
α,i,j,k

(
hα

ikkKαjij + hα
ijkKαijk

)− divω. (3.18)

于是
∑

α,i,k

(hα
iik)

2 − ∑
α,i,k

hα
ii (Kαkiki + Kαiikk) =

∑
α,i,k

(hα
iik)

2 +
∑

α,i,k

hα
iikKαiik − divω. 又由 (2.1)

得 ∑
α,i,k

(hα
iik)

2 +
∑
α,i,k

hα
iikKαiik =

∑
α,i,k

(hα
iik)

2 +
∑
α,i,k

hα
iik

(
δikλ

2
i − δiiλαλk

)
.

因为
∑

A λ2
A = 1, 也就是

∑
i λ2

i +
∑

α λ2
α = 1, 所以

√∑
i

λ2
i

∑
α

λ2
α ≤

∑
i λ2

i +
∑

α λ2
α

2
=

1
2
.
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于是, 0 ≤ ∑
i,α

(λiλα)2 ≤ 1
4
.

因为指标 i 有 2n 个取值, 指标 α 有 2p 个取值, 所以

∑
i,α

λiλα

4np
≤

√ ∑
i,α

(λiλα)2

4np
≤

√
1

4np
由

柯西不等式, 有 (∑
i,α

λiλα

)2

≤
∑
i,α

12
∑
i,α

(λiλα)2 ≤ np,

化简得

−√np ≤
∑
i,α

λiλα ≤ √
np.

记 A =
∑

α,k λ2
k − nλαλk, 则 −√np ≤ A ≤ √

np + 1. 由二次函数的性质, 有

∑
α,i,k

(hα
iik)

2 + bAhα
iik ≥

b2A (A− 2)
4

≥ −1
4
b2. (3.19)

结合 (3.1)、(3.8)、(3.10)、(3.11)、(3.19), 得
∫

Mn

{
λ2

[
2a

(
4n2 + 2n− 1

)
+ 2nλ2

(−8n2 − 2n + 1
)− |b| (8n2 − 6n + 2

)]− 1
4
b2

}
dV ≤ 0.

(3.20)
考虑关于 λ2 的二次函数

f
(
λ2

)
= −2n

(
8n2 + 2n− 1

)
λ4 +

[
2a

(
4n2 + 2n− 1

)− |b| (8n2 − 6n + 2
)]

λ2 − 1
4
b2.

记 ∆ = [2a (4n2 + 2n− 1)− |b| (8n2 − 6n + 2)]2 − 2nb2 (8n2 + 2n− 1) .

记X = 2a (4n2 + 2n− 1)− |b| (8n2 − 6n + 2), Y = 2n (8n2 + 2n− 1) , 结合二次函数的
图像性质可知, 若 




X > 0
X2 > b2Y

X−√X2−b2Y
2Y

< λ2 < X+
√

X2−b2Y
2Y

,

则 λ2 = 0, 进而Mn 是全测地的. 证毕.
类似定理 1.2、1.3 的证明过程, 我们证明定理 1.8、定理 1.9.
证 由 (3.1)、(3.8)、(3.10)、(3.11)、(3.15) 我们可以得到

0 ≥
∫

Mn

[
8n2 (n + 1) Kλ2 + a (4n− 1) λ2 − 2n2 (4n− 1)− 1

4
b2

]
dV.

当K >
2Y [2n2(4n−1)+ 1

4 b2]
8n2(n+1)(X+

√
X2−b2Y ) −

a(4n−1)
8n2(n+1)

时, 由定理 1.7, Mn 是全测地的, 这样就证明了

定理 1.8. 证毕.
证 同定理 1.3 的讨论, 当 Q > 2a (n + 1) + |b| (2n + 1)− (n+1)(X+

√
X2−b2Y )

2Y
时, 由定理

1.7, 可知Mn 是全测地的, 就得到了定理 1.9. 证毕.
特别地, 在上述的六个定理中取 a = 1, b = 0, 即可得对应条件下关于复射影空间的推论.
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KÄHLER ISOTROPIC SUBMANIFOLDS FOR QUASI COMPLEX

PROJECTIVE SPACES
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Abstract: This article studies the pinching problem of Kähler isotropic submanifolds in

quasi complex projective spaces. By utilizing the moving frame method, it establishes pinching

theorems related to the second fundamental form, lower bounds of sectional curvature, and lower

bounds of Ricci curvature, while generalizing both the pinching constant and the surrounding

space to some extent.

Keywords: quasi complex projective spaces; isotropic; submanifolds; the second funda-
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