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摘要: 设 G 是一个有限非交换群, 群 G 上的交换图 Γ(G) 具有顶点集 G\Z(G), 这里 Z(G) 表

示群 G 的中心, 两个顶点 a 和 b 相邻当且仅当 ab = ba. 一个图 Γ 的顶点集 V (Γ) 的子集 C 是 Γ 的一

个完备码, 如果 C 是 V (Γ) 的一个独立集, 且 V (Γ)\C 的每个顶点恰好与 C 中的一个顶点相邻. 判断

交换图上完备码存在性以及构造完备码的问题是一个重要的研究课题, 本文给出了一些有限非交换群

上交换图的完备码.
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1 引言

本文所涉及的群都是有限非交换群, 所考虑的图都是简单无向图. 设 Γ 是一个图, 其顶
点集记为 V (Γ). 图 Γ 的顶点集子集 C 是 Γ 的一个完备码, 如果 C 是 V (Γ) 的一个独立集, 且
V (Γ)\C 的每个顶点恰好与 C 中的一个顶点相邻. 图中的完备码也称为有效控制集 [1] 或独

立完美控制集 [2].
自 20 世纪 40 年代末编码理论兴起以来, 完备码一直是信息理论研究中的重要研究对象,

完备码是一种特殊的纠错码, 其主要目的是在数据传输过程中检测和纠正错误, 以确保信息
的准确传输. 在古典的研究背景下, 人们关注的是 Hamming 或 Lee 距离的完备码, 如在 20
世纪 70年代,人们证明了在Hamming距离下, Hamming码和Golay码是二元域上仅有的非
平凡完备码. 2008 年, Heden O[3] 的文章揭示了完美码与数学中的其他结构如平铺、Steiner
三元系和Mathieu 群等的紧密联系, 有关完备码的详细介绍可参看文献 [3, 4] 及其参考文献.
作为经典码论的推广, 1973年, Norman Biggs[5] 首先将完备码引入到图论中, 他给出了

距离传递图中一个完备码存在的判别准则. 随着完备码与图的结合, 一般图的完备码引起了
人们的广泛关注. 利用代数结构来构造图, 并结合图论知识来研究代数结构的代数性质是近
几十年来的一个热门研究课题. 如有限群的交换图、凯莱图, 以及环上的零因子图等都是较为
经典的代数结构上的图, 这些图在研究代数系统的性质以及图上的完备码方面有着重要应用.
例如, 在文献 [9] 中作者研究了 Cayley 图中的完备码与全完备码问题，分析了子群作为 (全)
完备码的条件. 更多有关 Cayley 图上的完备码问题可参考文献 [6-8] 或 [12] 等.
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群上的交换图是一种特殊的图结构, 其顶点集由非交换群的非中心元素构成, 而图中两
个顶点 a 和 b 相邻当且仅当 ab = ba. 交换图上的完备码问题因与群论和图论和编码理论有
着密切的联系, 近几年来成为热门研究课题. 2020 年, 在文献 [10] 中, 作者给出了一个有限群
G 的子群H 成为 G 的完备码的充分必要条件. 具体来说, 一个子群H 是 G 的完备码当且仅

当 H 的 Sylow 2- 子群是 G 的完备码.
近年来马儇龙研究了群 G 的子群 H 成为 G 的完备码的条件, 并定义了码完备群, 即每

个真子群都是完备码的群. 2023 年, 马儇龙 [11] 等人解决了对称群和交错群上交换图的完备

码问题, 并在对称群和交错群上交换图有完备码的情况下, 确定了这些交换图的所有完备码.
通过以上研究我们发现, 对有关（半）二面体群上以及四元数群的完备码问题, 仍有待进一步
研究, 基于完备码的判定准则, 本文得到了如下半二面体群等有限非交换群上交换图的完备
码：

D2n = 〈a, b : an = b2 = e, bab = a−1〉;
SD8n = 〈a, b : a4n = b2 = e, bab = a2n−1〉;

Q4n = 〈a, b : a2n = e, an = b2, b−1ab = a−1〉;
U(n,m) = 〈a, b : a2n = bm = e, a−1ba = b−1〉;

G = 〈a, b : ap3
= bp = 1, bab−1 = ap2+1〉;

V8n = 〈a, b : a2n = b4 = e, aba = b−1, ab−1a = b〉.

2 预备知识

定义 2.1 [14] Z(G) 表示群 G 的中心, 即 Z(G) = {x ∈ G : gx = xg, ∀g ∈ G}. 定义群 G

上的交换图 Γ(G) 具有顶点集 G\Z(G), 对于顶点集不同的两个顶点 a, b 相邻, 记为 a ∼ b, 当
且仅当 ab = ba.
定义 2.2 [13] 假设 Γ 是一个图, V (Γ) 记作 Γ 的顶点集, 如果 C 是 V (Γ) 的一个独立集,

且 V (Γ)\C 的每个顶点恰好与 C 中的一个顶点相邻, 那么 V (Γ) 的子集 C 是 Γ 的一个完备
码.
定义 2.3 [11]设 G 是一个群, 对于任意一子集 G1 ⊆ G, 用 G∗

1 表示 G1\Z(G).
令 CG(x) 表示元素 x 在 G 中的中心化子, 即 CG(x) = {g ∈ G : gx = xg}. 在 Γ(G)

中, 对任意 x ∈ V (Γ(G)), CG(x)∗ 恰好是顶点 x 在图 Γ(G) 中的闭领域, 即 CG(x)∗ = {v ∈
V (Γ(G)) : x ∼ v} ∪ {x}.
引理 2.4 [11,引理 2.1] 设 G 是一个群且 C 是 G∗ 的一个子集, 则 C 是 Γ(G) 的完备码的充

分必要条件是 {CG(x)∗ : x ∈ C} 是 G∗ 的一个划分.

3 若干非交换群上交换图的完备码

定理 3.1 设二面体群 D2n = 〈a, b : an = b2 = e, bab = a−1〉, n ≥ 3 , 则
(1) 当 n = 2m 时, 其中m ≥ 2, D2n 的交换图的一个完备码为 {a, b, ab, a2b, ..., am−1b}；
(2)当 n = 2m+1时,其中m ≥ 1, D2n 的交换图的一个完备码为 {a, b, ab, a2b, ..., a2mb}.
证 易验证对任意 1 ≤ i ≤ n, 有 o(aib) = 2, 并且 D2n = 〈a〉 ∪ {b, ab, a2b, ..., an−1b}.
(1) 若 2 | n, 可设 n = 2m, 易知 Z(D2n) = {e, am}. 此外, 对于 1 ≤ i ≤ n− 1, 且 i 6= m,

以及 0 ≤ j ≤ m− 1, 容易验证
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CD2n
(ai)∗ = 〈a〉 \ {e, am}, CD2n

(ajb)∗ = {ajb, am+jb}.

由于在一个完备码内不能存在相邻的顶点, 而对任意的 1 ≤ i1, i2 ≤ n − 1, 及 1 ≤ j ≤
m − 1, 有 ai1 ∼ ai2 , ajb ∼ am+jb , 从而根据引理 2.4 可得 Γ(D2n) 的一个完备码为
{a, b, ab, a2b, ..., am−1b}.

(2)若 2 - n, 可设 n = 2m+1, 可知 Z(D2n) = {e}, 故对于任意的 i, j满足 1 ≤ i ≤ n−1,
0 ≤ j ≤ 2m− 1, 有 CD2n

(ai)∗ = 〈a〉 \ {e}, CD2n
(ajb)∗ = {ajb}.

类似地, 由于完备码内不能存在相邻的顶点, 而对 1 ≤ i1, i2 ≤ n − 1, 显然有 ai1 ∼ ai2 ,
根据引理 2.4 可得 Γ(D2n) 的一个完备码为 {a, b, ab, a2b, ..., a2mb}.
注：当 n = 2m 时, 对 1 ≤ i1, i2 ≤ n− 1, 1 ≤ j ≤ m− 1,有 ai1 和 ai2 是相邻的, ajb 和

am+jb 也是相邻的, 故 Γ(D2n) 的完备码 {a, b, ab, a2b, ..., am−1b} 中的 a 可由 ai 替换, ajb 也

可由 am+jb 替换；同理，当 n = 2m + 1 时, Γ(D2n) 的完备码 {a, b, ab, a2b, ..., a2mb} 中的 a

也可由 ai 替换. 显然, 有限群上交换图的完备码不唯一.
定理 3.2 设半二面体群 SD(8n) = 〈a, b : a4n = b2 = e, bab = a2n−1〉,则
(1) 当 2 | n 时, SD8n 的交换图的一个完备码为 {a, b, ab, a2b, ..., a2n−1b}；
(2) 当 2 - n 时, SD8n 的交换图的一个完备码为 {a, b, ab, a2b, ..., an−1b}.
证 由半二面体群的定义关系可知 bab = a2n−1, ba2b = (bab)(bab) = a2(2n−1).设 i 是一

个整数, 由数学归纳法可得 baib = ai(2n−1).
当 2 | i 时, 设 i = 2k, 其中 k 为整数, 则 baib = a2k(2n−1) = a−2k = a−i. 特别地, 当

i = 2n 时, 有 ba2nb = a2n, 即 a2n ∈ Z(SD8n). 当 2 - i 时, 设 i = 2k + 1, 其中 k 为整数, 则
baib = a(2k+1)(2n−1) = a2n−(2k+1) = a2n−i.
从而当 i = n 时, 有 anb = ban, 当 i = 3n 时, 有 a3nb = ba−n = ba3n, 故 an, a3n ∈

Z(SD8n). 于是

Z(SD8n) =

{
{e, a2n}, 2 | n,

{e, an, a2n, a3n}, 2 - n.

由以上分析可得：

(1) 当 2 | n 时, 由于 Z(SD8n) = {e, a2n}, 可知 CSD8n
(ai)∗ = 〈a〉\{e, a2n}, 并且

CSD8n
(ajb)∗ = {ajb, a2n+jb}, 其中 1 ≤ i ≤ 4n−1, 0 ≤ j ≤ 2n− 1.
注意到 ai1 ∼ ai2 , i1 6= i2, 且 ajb ∼ a2n+jb, 从而由引理 2.4 可得 Γ(SD8n) 的一个完备码

为 {a, b, ab, a2b, ..., a2n−1b}.
(2) 当 2 - n 时, 由于 Z(SD8n) = {e, an, a2n, a3n}, 于是对 1 ≤ i ≤ 4n−1, 0 ≤ j ≤ n− 1,

可以得到

CSD8n
(ai)∗ = 〈a〉\{e, an, a2n, a3n}, CSD8n

(ajb)∗ = {ajb, an+jb, a2n+jb, a3n+jb}.

注意到 ai1 ∼ ai2 , i1 6= i2, 且 ajb, an+jb, a2n+jb, a3n+jb 是两两相邻的, 由引理 2.4, Γ(SD8n)
存在完备码 {a, b, ab, a2b, ..., an−1b}.
广义四元数群 Q4n 是四元数群的推广, 下面给出广义四元数群上交换图的一个完备码.
定理 3.3 设广义四元数群 Q4n = 〈a, b : a2n = e, an = b2, b−1ab = a−1〉, n ≥ 2,则 Q4n

的交换图的一个完备码为 {a, b, ab, a2b, ..., an−1b}.
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证 由 b−1ab = a−1, 显然 b−1a2b = (b−1ab)(b−1ab) = a−2, 从而对任意的 1 ≤ i ≤ 2n, 由
归纳可得 b−1aib = a−i, 且只有当 i = n 时, 有 aib = bai. 进而容易看出 Z(Q4n) = {e, an}.
易知 Q4n = 〈a〉 ∪ {b, ab, a2b, ..., a2n−1b}, 其子集 {b, ab, a2b, ..., an−1b} 是一个独立集, 而

ajb ∼ an+jb, 1 ≤ j ≤ n. 对于任意 1 ≤ i, j ≤ n, 有 CQ4n
(ai)∗ = 〈a〉 \ {e, an}, CQ4n

(ajb)∗ =
{ajb, an+jb}. 故由引理 2.4 可得 Γ(Q4n) 的一个完备码为 {a, b, ab, a2b, ..., an−1b}.
定理 3.4 设群 U(n,m) = 〈a, b : a2n = bm = e, a−1ba = b−1〉, 则
(1) 当 2 | m 时, U(n,m) 的交换图的一个完备码为 {a, b, ab, ab2, ..., ab

m
2 −1}；

(2) 当 2 - m 时, U(n,m) 的交换图的一个完备码为 {a, b, ab, ab2, ..., abm−1}.
证 由群定义可知 an = a−n, ba = ab−1, ba−1 = a−1b−1, b−1a = ab, 故 ba2 = baa =

ab−1a = aab = a2b, 且对任意 i1, i2 满足 1 ≤ i1, i2 ≤ 2n, ai1 和 ai2 是可交换的, 故
〈a2〉 ⊆ Z(U(n,m)).
而对 1 ≤ j ≤ m, 有 bja = bj−1ba = bj−1ab−1 = bj−2ab−1b−1 = bj−2ab−2 = ... = ab−j . 同

理 bja2 = bjaa = ab−ja = ab−j+1b−1a = ab−j+1ab = ... = a2bj .
故对 1 ≤ i ≤ 2n, 若 i 为奇数, 对任意的 j,有 bjai = aib−j . 若 i 为偶数, 对任意的 j, 有

bjai = aibj , 因此 bjai =

{
aibj , 2 | i,
aib−j , 2 - i.

若m 为偶数, b
m
2 = b−

m
2 , b

m
2 ai = aib−

m
2 = aib

m
2 , 故 〈bm

2 〉 ⊆ Z(U(n,m)).

综上所述, Z(U(n,m)) =

{
〈a2〉 × 〈bm

2 〉, 2 | m,

〈a2〉, 2 - m.

(1) 当 2 | m 时, 由于 Z(U(n,m)) = 〈a2〉 × 〈bm
2 〉, 于是对任意 i, j, k 满足 1 ≤ i ≤ 2n − 1,

0 ≤ j ≤ 2n, 1 ≤ k ≤ m
2
− 1, 容易验证

CU(n,m)(a
i)∗ = 〈a〉 \ 〈a2〉, CU(n,m)(a

jbk)∗ = {ajbk, ajbk+ m
2 , 〈a2〉ajbk, 〈a2〉ajbk+ m

2 }.

从而 Γ(U(n,m)) 存在一个完备码为 {a, b, ab, ab2, ..., ab
m
2 −1}.

(2) 当 2 - m 时, 由于 Z(U(n,m)) = 〈a2〉, 可以得到

CU(n,m)(a
i)∗ = 〈a〉\〈a2〉, CU(n,m)(a

jbk)∗ = {ajbk, 〈a2〉ajbk},

其中 1 ≤ i ≤ 2n − 1, 0 ≤ j ≤ 2n, 1 ≤ k ≤ m, 故 Γ(U(n,m)) 存在一个完备码为
{a, b, ab, ab2, ..., abm−1}.
阶为素数 p 的方幂的有限群称为有限 p 群, 简称为 p 群. 下面给出一个 p 群的例子, 并

求其交换图上的完备码.
定理 3.5 设群 G = 〈a, b : ap3

= bp = e, bab−1 = ap2+1〉, p 是奇素数, 则群 G 的交换图

Γ(G)的一个完备码为 {a, b, ab, a2b, ..., ap−1b, ab2, a2b2, ..., ap−1b2, ..., abp−1, a2bp−1, ..., ap−1bp−1}.
证 由定义关系可得 ba = ap2+1b, 显然 ba2b−1 = baab−1 = bab−1bab−1 = a2(p2+1).于是

对任意的整数m,n, 其中 0 ≤ m ≤ p3 − 1, 0 ≤ n ≤ p− 1, 由归纳可得 bam = am(1+p2)b. 显然
该群 G 的任意元素可以表示为 ambn, 设 ambn 和 am1bn1 是 G 的任意两个可交换的元素, 下
面求 Z(G). 由

ambnam1bn1 = ambn−1am1(1+p2)bbn1 = · · · = amam1(1+p2)n

bnbn1 = am+m1(1+p2)n

bn+n1 ,
am1bn1ambn = am1bn1−1am(1+p2)bbn = · · · = am1am(1+p2)n1

bn1bn = am1+m(1+p2)n1
bn1+n,

可得 am+m1(1+p2)n

= am1+m(1+p2)n1 . 注意到 | a |= p3, 且 (p2 + 1)n =
∑n

r=0 Cr
n(p2)n−r, 从而



No.5 霍丽君等: 若干有限非交换群上交换图的完备码 433

am1np2+m1+m = amn1p2+m+m1 . 显然有m1np2 ≡ mn1p
2(mod p3), 即m1n ≡ mn1(mod p). 于

是 Z(G) = {e, ap, a2p, ..., akp, ..., ap(p2−1)}. 进而对于 1 ≤ i < p3, 1 ≤ j ≤ p, 1 ≤ k ≤ p− 1 , 有

CG(ai)∗ = 〈a〉\Z(G), CG(ajbk)∗ = {ajbk, aj+pbk, aj+2pbk, ..., ajap(p2−1)bk}.

根据引理 2.4 可得 Γ(G) 的一个完备码为

{a, b, ab, a2b, ..., ap−1b, ab2, a2b2, ..., ap−1b2, ..., abp−1, a2bp−1, ..., ap−1bp−1}.

定理 3.6 设群 V8n = 〈a, b : a2n = b4 = e, aba = b−1, ab−1a = b〉, 则
(1) 当 2 | n 时, V8n 的交换图的一个完备码为 {a, b, ab, a2b, ..., an−1b}；
(2) 当 2 - n 时, V8n 的交换图的一个完备码为 {a, b, ab, a2b, ..., a2n−1b}.
证 由群的定义关系可得 ab = b−1a−1, ab−1 = ba−1, a−1b = b−1a, b2 = b−2, an = a−n.
设 i 是一个整数, 当 2 | i 时, 有 aib = ai−1b−1a−1 = · · · = ba−i, 即 aib = ba−i, 进而等式

两边取逆有 b−1a−i = aib−1，于是 a−ib = bai, 故 aibjb2 = ba−ibj−1b2 = bbaibj−2b2 = b2aibj .
当 2 - i 时, 有 aib = ai−1b−1a−1 = ai−2ba−1a−1 = · · · = b−1a−i, 且易得 a−ib = baib2 =

b−1b2aib2 = b−1ai, aibjb2 = b−1a−ibj−1b2 = b−2aibj−2b2 = b2aibj . 故 aib =

{
ba−i, 2|i,
b−1a−i, 2 - i.

当 i = n 时, 即 2 | n, 有 anb = ba−n = ban,于是 an ∈ Z(V8n). 对于任意 aibj ∈ V8n, 由

于 aibjb2 = b2aibj , 即 b2 ∈ Z(V8n). 综上所述, Z(V8n) =

{
{e, b2, an, anb2}, 2|n,

{e, b2}, 2 - n.

(1) 当 2 | n 时, 由于 Z(V8n) = {e, b2, an, anb2}, 对任意 i, j, k 满足 1 ≤ i ≤ 2n− 1, i 6= n,
0 ≤ j ≤ n− 1, 1 ≤ k < 2, 可以得到

CV8n
(ai)∗ = 〈a〉 \ {e, an}, CV8n

(ajbk)∗ = {ajbk, ajbk+2, aj+nbk, aj+nbk+2}.

故 V8n 的交换图的一个完备码为 {a, b, ab, a2b, ..., an−1b}.
(2)当 2 - n时,则Z(V8n) = {e, b2},此外对任意 i, j, k满足 1 ≤ i ≤ 2n−1, 0 ≤ j ≤ 2n−1,

1 ≤ k < 2, 有 CV8n
(ai)∗ = 〈a〉 \ {e}, CV8n

(ajbk)∗ = {ajbk, ajbk+2}.故 V8n 的交换图的一个完

备码为 {a, b, ab, a2b, ..., a2n−1b}.
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PERFECT CODES IN COMMUTING GRAPHS ON SEVERAL

FINITE NON-ABELIAN GROUPS

HUO Li-jun, YI Guang-li, LI Ming-dan

(College of Science, Chongqing University of Technology, Chongqing 400054, China)

Abstract: Let G be a finite non-abelian group. The commuting graph Γ(G) on group G

has vertex set G\Z(G), and two vertices a and b are adjacent if and only if ab = ba, where Z(G)

denotes the center of the group G. A subset C of the vertex set V (Γ) in graph Γ is a perfect code

if C is an independent set of V (Γ) and each vertex in V (Γ)\C is adjacent to exactly one vertex

in C. The problem of determining the existence of perfect codes and constructing such codes

on commuting graphs is an important research topic. This paper presents some perfect codes of

commuting graphs on some non-abelian groups.
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