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平面上一类非局部曲线流及其应用
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摘要: 本文研究欧式平面上一族非局部曲线流, 若当初始曲线是闭凸曲线, 则在演化过程中它

会保持凸性以及

∫ 2π

0

kα−2dθ 不变, 利用压缩映射原理, 得到解的唯一性, 本文将证明这个流的整体存

在性, 且演化曲线周长和面积非增, 得到了演化曲线在极限状态下会收敛到一个圆. 作为流的应用, 将

证明一个新的不等式.
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1 引言

几何流在过去几十年的时间里, 受到了广泛的关注, 其中最著名的工作是佩雷尔曼利用
几何流证明庞加莱猜想. 其中曲线流是特殊的一种几何流, 因此曲线演化问题在过去几十年
里也受到了广泛的关注. 其中, 最著名的就是 Gage[1], Gage-Hamilton[2] 和 Grayson[3] 等人
研究的平面曲线收缩流, 这个流有趣且重要, 因为它在流体力学、图像处理等方面有着诸多应
用. 之后也有人研究保面积流 [4, 5] 和保长度流 [6, 7]. 在文献 [8] 中, Gao-Wang 研究了一种
新型曲线流





∂X
∂t

(u, t) =
(
P −

∫ L
0 k2ds∫ L
0 k3ds

)
N (u, t)

X (u, 0) = X0 (u)
(1.1)

其中, k 是曲线的相对曲率, P = − < X,N > 是支撑函数, X(u, t) : S1 × [0,∞) → R2 是一

族平面光滑闭凸曲线, N 是单位内法向量.
本文将研究一种新的非局部曲线流，设 X (u, t) : S1 × [0, T ) → R2 是平面上一族光滑闭

凸曲线, X (u, 0) = X0 (u) 是一条简单闭曲线满足演化方程




∂X
∂t

(u, t) =
(
P −

∫ L
0 kα−1ds∫ L
0 kαds

)
N (u, t)

X (u, 0) = X0 (u)
(1.2)
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其中 α 大于等于 3.
本文的主要定理如下：

定理 1：若闭凸曲线按照 (1.2) 式演化, 则在演化过程中, 它始终会保持凸性, 且曲线的长度和
面积单调递减, 最终随着时间趋于无穷, 演化曲线光滑的收敛到一个圆.
本文的结构如下, 在第二节我们将证明曲线的最终状态, 第三节将证明曲线的 C∞ 收敛性, 第
四节将利用曲线流的性质证明几何不等式.

2 曲线的最终状态

令 g(u, t) = |Xu| = (x2
u + y2

u)
1
2 是曲线的度量，则根据弧长的定义可得：ds = g(u, t)du.

此外, 曲线的切向量 T、法向量 N、方向角 θ、曲率 k、周长 L 和面积 A 的定义分别如下

T =
∂X

∂s
=

1
g

∂X

∂u
, N =

1
k

∂T

∂s
=

1
kg

∂T

∂u
, θ = ∠(T, x),

k =
∂θ

∂s
=

1
g

∂θ

∂u
, L(t) =

∮
ds, A(t) = −1

2

∮
< X, N > ds.

在文献 [9, 10] 中，证明了加上切向分量并不会对曲线的演化行为产生影响. 因此为了简便计
算, 我们考虑与 (1.2) 式等价的演化方程：





∂X
∂t

(u, t) = αT +
(
P −

∫ L
0 kα−1ds∫ L
0 kαds

)
N (u, t)

X (u, 0) = X0 (u)
(2.1)

其中 T 是单位切向量, 加上切向量仅仅影响参数表示, 但不影响最终的形状. 同文献 [11] 中
的计算方法一样, 可以得到下面的演化公式

∂g

∂t
=

∂α

∂u
− kg(P −

∫ L

0
kα−1ds

∫ L

0
kαds

),
∂T

∂t
= (

∂

∂s
(P −

∫ L

0
kα−1ds

∫ L

0
kαds

) + αk)N

∂T

∂t
= −[

∂

∂s
(P −

∫ L

0
kα−1ds

∫ L

0
kαds

) + αk]T,
∂θ

∂t
= αk +

∂

∂s
(P −

∫ L

0
kα−1ds

∫ L

0
kαds

)

在方程 (2.1) 下, 选取 α = − 1
k

∂
∂s

(
P −

∫ L
0 kα−1ds∫ L
0 kαds

)
为切向分量. 此时方向角 θ、T、N 与时间 t

无关. 为方便起见, 记 En =
∫ L

0
knds.

引理 2.1 设曲线 X0 是一条光滑闭凸曲线, 在流 (2.1) 下, 曲率的演化方程为：

∂k

∂t
= k2

(
1
k
− Eα−1

Eα

)
, k(θ, 0) = k0(θ).

证 直接计算可得

∂k

∂t
= k2

(
∂2P

∂θ2
+ P − Eα−1

Eα

)
= k2

(
1
k
− Eα−1

Eα

)
. (2.2)

下面讨论方程 (2.2) 的存在性, 因为方程 (2.2) 是一个积分 - 微分系统, 所以利用压缩映像原
理可得:
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引理 2.2 柯西方程 (2.2) 整个时间区间 [0, ω) 上有唯一正解, 其中 ω 表示流在整个演化

过程中存在的最大时间．

证 首先设

m = min
{
k0 (θ) |θ ∈ S1

}
, M = max

{
k0 (θ) |θ ∈ S1

}

并记

m̃ =
1
λ

m, M̃ = λM, Qω = S1 × [0, ω) ,

其中 λ 是大于 1 的常数. 考虑满足初始条件 u (θ, 0) = k0 (θ) 的方程：

∂u

∂t
(θ, t) = V (θ, t)−

∫ 2π

0

V α−1 (θ, t) dθ

∫ 2π

0

V α (θ, t) dθ

V 2 (θ, t) , (2.3)

其中 m̃ ≤ V ≤ M̃, V ∈ C
(
Q̄ω

)
. 选取时间ω = min

{
(1− 1

λ)m

λ2α−1Mα , 1− 1
λ
, 1

2
1

8πM̃2α−1+4π2g(Mα+1+Mα)

}
.

由方程 (2.3) 可知：

u (θ, t) ≥ k0 (θ) + (m̃− M̃2 M̃α−2

m̃α−1
)t ≥ m− λ2α−1Mα

mα−1
t ≥ m

λ
= m̃,

u (θ, t) ≤ k0 + M̃t ≤ M + λMt = M(1 + λt) ≤ λM = M̃.

因此有 m̃ ≤ u ≤ M̃ .u ∈ C
(
Q̄ω

)
现在引入如下集合

V = {f ∈ C(Q̄ω)|m̃ ≤ f(θ, t) ≤ M̄}

以及定义 f 的范数为

‖ f ‖C(Q̄ω)= max{|f(θ, t)||(θ, t) ∈ Q̄ω}.
因此方程 (2.3) 的解构成了自身到自身的算子 τ . 接下来证明算子 τ 是压缩映射. 令
v1, v2 ∈ v. 并且定义 τui = vi, i = 1, 2. 由 (2.3) 可得

u =
∫ t

0

vdt−
∫ 2π

o
vα−2(θ, t)dθ∫ 2π

o
vα−1(θ, t)dθ

∫ 2π

0

v2(θ, t)dt + k0(θ).

则有

u1 − u2 =
∫ t

0

(v1 − v2)dt +

∫ t

0
v2
2dt

∫ 2π

0
vα−1
1 dθ

∫ 2π

0
vα−2
2 dθ − ∫ t

0
v2
1dt

∫ 2π

0
vα−1
2 dθ

∫ 2π

0
vα−2
1 dθ∫ 2π

0
vα−1
1 dθ

∫ 2π

0
vα−1
2 dθ

,

其中

|
∫ t

0

v2
2dt

∫ 2π

0

vα−1
1 dθ

∫ 2π

0

vα−2
2 dθ −

∫ t

0

v2
1dt

∫ 2π

0

vα−1
2 dθ

∫ 2π

0

vα−2
1 dθ|

=|
∫ 2π

0

vα−1
1 dθ

∫ 2π

0

vα−2
2 dθ

∫ t

0

(v2
2 − v2

1)dt + (

∫ 2π

0

vα−1
1 dθ

∫ 2π

0

vα−2
2 dθ −

∫ 2π

0

vα−2
1 dθ

∫ 2π

0

vα−1
2 dθ)

∫ t

0

v2
1dt|

≤8π2M̃α−2||v1 − v2||c(Q̃w)t + (4π2g(M̃, m̃)||v1 − v2||+ 4π2M̃α−1g(M̃, m̃)||v1 − v2||)
=[8π2M̃2α−3 + 4π2g(M̃, m̃)(M̃α + M̃α+1)] ‖ v1 − v2 ‖C(Q̄ω) t.
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其中 g(M̃, m̃) 是关于 M̃, m̃ 的函数. 则可得

‖ u1 − u2 ‖C(Q̄ω)≤
1
2
‖ v1 − v2 ‖C(Q̄ω) .

因此, τ 是自身到自身的压缩算子, 由 Banach 压缩映射原理可知, τ 存在唯一一个不动点.
于是有 k ∈ C(Q̄ω) 使得 m̃ ≤ k ≤ M̃ 且 τ(k) = k 成立, 从而说明了流在整个时间区间 [0, ω)
上有唯一正解．

推论 2.3 在流 (2.1) 下, 在整个时间区间 [0,ω) 有唯一正解.
引理 2.4 (保闭性) 如果 k0(θ) = k(θ, 0) > 0 满足

∫ 2π

0
eiθ

k0(θ)
dθ = 0, 则对任意的 t > 0,

(2.2) 式的解 k(θ, t) 都满足
∫ 2π

0
eiθ

k(θ,t)
dθ = 0.

证 由（2.2）式我们可知：

d

dt

∫ 2π

0

eiθ

k(θ, t)
dθ = −

∫ 2π

0

eiθ

k(θ, t)
dθ.

积分可得 ∫ 2π

0

eiθ

k(θ, t)
dθ =

∫ 2π

0

eiθ

k(θ, 0)
dθ · e−t = 0.

即曲线在演化过程中始终保持闭. 证毕.
引理 2.5 在流 (2.1) 下, 演化曲线的长度 L(t) 和围成面积 A(t) 是单调递减的. 并且

Eα−1(t) =
∫ 2π

0

kα−2(θ, t)dθ 是不变的.

证

dL

dt
= −

∮
k

(
P − Eα−1

Eα

)
ds = −L + 2π

Eα−1

Eα

≤ −L + 2π
2A

L
≤ 0.

故演化曲线的长度随时间递减．

dA

dt
= −

∮
(P − Eα−1

Eα

)ds = −2A +
Eα−1

Eα

L ≤ −2A +
2A

L
L = 0.

故演化曲线所围成的面积随时间递减．

dEα−1

dt
= (α− 2)

∫ 2π

0

kα−1(
1
k
− Eα−1

Eα

)dθ = 0,

即 Eα−1(t) = Eα−1(0).
当 α = 3, 则有上述可知 E2(t) 和时间无关, 即 E2(t) = E2(0). 在结合 Gage 不等式可知

E2(0) =
∫ 2π

0

kdθ ≥ 4π2

L(t)
, 因此可得周长和面积的一致上下界:

4π2

E2(0)
≤ L(t) ≤ L(0)

4π3

E2
2(0)

≤ A(t) ≤ A(0).

由曲率的演化方程 (2.2) 式可得 ∂k
∂t

= k2
(

1
k
− Eα−1

Eα

) ≥ −k2 Eα−1

Eα
, 积分可得 k(θ, t) ≥

1
1

k(θ,0)+
Eα−1

Eα t
> 0. 显然演化曲线一直保持凸性．
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引理 2.6 (曲率一致有界性) 流 (2.1) 下的曲率 k(θ, t) 对于任意的 (θ, t) ∈ S1 × [0, ω)
上, 都有 kmin(0) < k(θ, t) < E2(0)

2π
ec.

证 考虑函数 log(kmin) 的单调性. 结合 Lin-Tsai 不等式可得

∂ log k

∂t
=

kt

k
= 1− Eα−1

Eα

k ≥ 1− 2π

Eα−1

k.

又因为 kmin(t) ≤ Eα−1(0)

2π
因此 log kmin(t) 是增函数, 故 kmin(t) ≥ kmin(0) > 0. 从而可说明曲

率 k 有一致下界. 再考虑 k 有一致的正上界. 在某个区间上有 (∂k
∂θ

)2 ≥ 0 成立. 则

∂ log(∂k
∂θ

)2

∂t
= 2− 4k

Eα−1

Eα

.

那么有

∂(log(∂k
∂θ

)2 − log k2)
∂t

= 2− 4k
Eα−1

Eα

− 2(1− k
Eα−1

Eα

) = −2k
Eα−1

Eα

≤ 0.

则可得

(
∂k

∂θ
)2 ≤ (

∂k0

∂θ
)2

k2

k2
0

.

于是有 Harnack 型估计

log kmax(t)− log kmin(t) =
∫ θ2

θ1

1
k(θ, t)

∂k

∂θ
(θ, t)dθ ≤

∫ 2π

0

1
k(θ, t)

∂k

∂θ
(θ, t)dθ

≤
√

2π

√
1

k2(θ, t)
|∂k

∂θ
|2(θ, t)dθ ≤

√
2π

√
1

k2(θ, 0)
|∂k

∂θ
|2(θ, 0)dθ

= c.

其中 c 为常数, 从而可得曲率的一致上界

kmax(t) ≤ kmin(t)ec ≤ E2(0)
2π

ec.

因此对任意的 (θ, t) ∈ S1 × [0, ω), 曲率 k(θ, t) 有一致上下界.
定理 2.7 在流 (2.1) 下, 演化曲线的等周差随着时间趋于无穷会收敛到零, 即曲线最终

会收敛到一个圆．

证 直接计算可得

d(L2 − 4πA)
dt

= 2L(−L + 2π
Eα−1

Eα

)− 4π(−2A +
Eα−1

Eα

L) = −2(L2 − 4πA) ≤ 0

积分可得

L2 − 4πA = (L2
0 − 4πA0)e−2t.

当 t →∞ 时, L2 − 4πA 收敛到零, 即演化曲线收敛为圆.

3 曲线 C∞ 收敛
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第二节证明了曲线流的全局存在性. 在本节, 将给出演化曲线曲率的 C∞ 收敛性.
定理 3.1 在流 (2.1) 下, 演化曲线的曲率半径收敛到常数 L∞

2π
, 曲率半径 ρ(θ, t) 关于 θ

的任意阶导数 ∂iρ
∂θi 收敛到０，其中 i 的取值为所有正整数．

证 直接计算可得 ∂ρ
∂t

(θ, t) = −ρ + Eα−1

Eα
. 所以

d

dt
(ρ(θ, t)− L(t)

2π
) = −(ρ(θ, t)− L(t)

2π
).

积分可得

(ρ(θ, t)− L(t)
2π

) = (ρ(θ, 0)− L(0)
2π

)e−t (3.1)

所以当 t →∞ 时
lim
t→∞

ρ(θ, t) =
L∞
2π

.

对 (3.1) 求导可得
∂iρ

∂θi
(θ, t) =

∂iρ

∂θi
(θ, 0)e−t.

则当 t →∞ 时, ∂iρ
∂θi (θ, t) 收敛到 0.

4 曲线的应用

当 α = 3 时, 本节将利用流 (2.1) 的性质, 给出以下几何不等式的证明．
定理 4.1 令X0 (θ) 是平面上光滑且严格凸曲线, 令 θ 是曲线的切向角, 记 P0 (θ) = − <

X0 (θ) , N (θ) > 为曲线 X0 的支撑函数, 对于曲线 X0 有下面不等式成立：

L2 − 4πA ≤ 32π4

E2
2(0)

(L2
0 −

8π3

E2
2(0)

)

其中 L(t), A(t) 分别是曲线 X(t) 的长度和所围区域的面积, L0, A0 分别是曲线 X0 的长度和

所围区域的面积.
证 支撑函数的演化方程为 ∂P

∂t
(θ, t) = E2

E3
− P. 则

d

dt

∫ 2π

0

Pdθ =

∫ 2π

0

(
E2

E3
− P )dθ = 2π

E2

E3
− L ≤ 2π

2A

L
− L =

1

2L2

d

dt
(L2 − 4πA) ≤ E2

2(0)

32π4

d

dt
(L2 − 4πA).

积分可得 ∫ 2π

0

Pdθ −
∫ 2π

0

P0dθ ≤ E2
2(0)

32π4
[(L2 − 4πA)− (L2

0 − 4πA0)].

又因为

lim
t→∞

P (θ, t) =
L∞
2π

=
2π

E2(0)
,

所以 ∫ 2π

0

P0dθ ≥ 8π3

E2
2(0)

+
E2

2(0)
32π4

(L2
0 − 4πA0).

即得不等式

L2 − 4πA ≤ 32π4

E2
2(0)

(L0 − 8π3

E2
2(0)

)

得证.
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A CLASS OF PLANAR NONLOCAL CURVE FLOWS AND ITS

APPLICATION

LIU Zhi-shuai, YANG Zi-qiu, GUO Shun-zi

(Department of Mathematics, Yunnan Normal University, Kunming 650500, China)

Abstract: In this paper, we study a family of non-local curve flows in the Euclidean plane,

which remain convex and
∫ 2π

0
kα−2dθ invariant during evolution if and when the initial curve is a

closed convex curve.Using the principle of compressed mapping, we obtain the uniqueness of the

solution. In this paper, we will prove the global existence of this flow and that the length and area

of the evolution curve are non-increasing. We will also show that the evolution curve converges to

a finite circle in the limit state. As an application of the flow , we prove an inequality for convex

plane curves.
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