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摘 要: 本文研究了线性反问题的 Crank-Nicolson 正则化方法. 通过将连续正则化方程采

用 Crank-Nicolson 离散, 证明该迭代格式构成正则化方法并能达到最优收敛阶. 理论分析表明,

Crank-Nicolson 方法在固定步长下具有与 Landweber 迭代正则化相同的正则化性能; 在变步长情况

下, 其收敛条件比非稳态 Tikhonov 方法更严格, 等比步长不能实现对数级迭代步数. 数值实验验证了

方法的正则化有效性及最优误差阶, 同时揭示其在小噪声场景下相对非稳态 Tikhonov 方法的局限性.
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1 引言

我们考虑如下形式的线性方程

Kx = y, (1.1)

其中K 是希尔伯特空间X 和 Y 之间的线性紧算子, 且 R(K) 是 Y 的无限维子空间, 这是非
常典型的线性不适定反问题 [1]. 为方便起见, 设紧算子K 是单射的, 那么对于线性算子K 的

值域 R (K) 范围内的每一个 y, 算子方程都有唯一解 x†∈X.
在实际问题中, 通常无法得到方程 (1.1) 精确的右端项 y = Kx†, 只可观测到满足

‖yδ − y‖ ≤ δ 的扰动数据 yδ ∈ Y , 其中 δ > 0 为误差水平, yδ 为扰动右端. 相应的方程 (1.1)
变为

Kxδ = yδ. (1.2)

我们希望找到一个 x† 的近似解 xα,δ ∈ X, 也就是说构造无界逆算子 K−1 : R (K) → X

的一族合适的近似算子 Rα : Y → X, 将 xα,δ := Rαyδ 视为 x† 的一种近似, 我们通过正则化
方法实现该目标.
对于线性不适定问题, 正则化方法主要分为两类: 变分正则化方法和迭代正则化方

法. Tikhonov 迭代正则化方法 [2−3] 是经典的变分正则化方法, 常见的迭代正则化方法有
Landweber 迭代正则化方法 [3−5], 隐式迭代正则化方法 [6], 非稳态 Tikhonov 迭代正则化方
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法 [7]. 有另外一类正则化方法: 连续正则化方法, 又称渐进正则化方法, Showalter 方法 [1,8] ,
该方法考虑一阶演化方程

ẋ (t) + K∗Kx (t) = K∗y, x (0) = 0, (1.3)

其中K∗ 是K 的伴随算子.
许多迭代正则化方法可以看作对 (1.3) 进行不同格式数值离散得到的. Landweber 迭代

正则化方法可以看作对其进行向前 Euler 离散 [9] 得到的; 隐式迭代正则化方法是对其进行向
后 Euler 离散 [9] 得到的; 非稳态 Tikhonov 正则化方法是变步长的隐式迭代正则化方法. 论
文 [10] 证明了对 (1.3) 使用 Runge-Kutta 离散得到的迭代方法是正则化方法同时可以达到
最优收敛阶.
对于上述迭代正则化方法, 为保证正则化性质, 必须选择合适的有限终止步数 m =

m(δ)（先验选择）或m = m(δ, yδ)（后验选择）. 已知在光滑性假设 x† = (K∗K)v/2z, ‖z‖ ≤ E

下, 若迭代步数按照先验方式选取 m = m(δ) = O(δ−
2

v+1 ), 则对所有的 v > 0[7], 这些方法都
能达到最优收敛阶

‖xm(δ),δ − x†‖ ≤ cE
1

v+1 δ
v

v+1 .

若终止迭代步数m = m(δ, yδ) 是依据Morozov 残差准则 [11−12] 选取的, 则当 δ → 0 时, 有如
下关系式

‖xm(δ),δ − x†‖ ≤ cE
1

v+1 δ
v

v+1 , m = O(δ−
2

v+1 ).

在常微分方程的数值离散方法中, 最常见的几类方法分别是向前 Euler 法、向后 Euler
法、Crank-Nicolson 方法. 一个自然的问题是如果我们尝试对常微分方程 (1.3) 使用 Crank-
Nicolson方法离散, 会不会导出一个迭代正则化方法, 该方法能否达到最优收敛阶, 以及变
步长的时候是否有可能使得迭代步数在一定条件下类似变步长的向后 Euler 方法那样达到
O(|logδ|)？本文的主要贡献如下: 首先我们将证明对 (1.3) 进行 Crank-Nicolson 离散得到的
迭代方法是一种迭代正则化方法, 并且该方法在常数步长下可以达到最优收敛阶; 其次我们
发现在非常数步长下, 因为高频扰动的原因导致其不能够像非稳态 Tikhonov 迭代正则化方
法达到 O(|logδ|) 的迭代步数, 但是在较大噪声设置下, 其计算效率和非稳态 Tikhonov 迭代
正则化相似.
下面简单描述下本文的结构. 第二节中给出所需要的预备知识, 第三节对 (1.3) 采

用 Crank-Nicolson 方法离散, 证明该方法是正则化方法, 给出收敛阶并与说明与非稳态
Tikhonov 迭代正则化方法相比的区别, 第四节用两个数值算例验证理论, 第五节做出总结.

2 预备知识

定义 2.1 [3] 正则化策略是指一族线性有界算子

Rα : Y → X, α > 0,

满足对所有的 x ∈ X

lim
α→0

RαKx = x.

即算子 RαK 逐点收敛到恒等算子.
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由该定义和K 的紧性, 可以得到下面的定理
定理 2.1 [3] 设 Rα 是紧算子K : X → Y (dimX = ∞) 的正则化策略, 则

1. 算子 Rα 非一致有界: 存在序列 αj , 当 j →∞ 时, ‖Rαj
‖ → ∞.

2. 序列（RαKx）在 X 的有界子集上不一致收敛; 即 RαK 不会在算子范数下收敛到恒等

算子 I.

当用 xα,δ 做为Kx = y 的解 x† 的近似后, 将误差分为两部分:

‖xα,δ − x†‖ ≤ ‖Rαyδ −Rαy‖+ ‖Rαy − x†‖
≤ ‖Rα‖‖yδ − y‖+ ‖RαKx† − x†‖,

因此

‖xα,δ − x†‖ ≤ δ‖Rα‖+ ‖RαKx† − x†‖. (2.1)

由定理 2.1 知, 条件数 ‖Rα‖ 随着 α 趋于 0 而趋于无穷大, 根据正则化策略的定义, 第二项随
着 α 趋于 0 而趋于 0. 我们需要选择依赖 δ 的参数 α = α(δ) 使总误差最小, 即最小化

δ‖Rα‖+ ‖RαKx† − x†‖.

定义 2.2 [3] 若正则化策略 Rα 的参数选择 α = α (δ) 满足 limδ→0 α(δ) = 0, 且对所有的
x ∈ X 有

sup
{‖Rα(δ)y

δ − x‖ : yδ ∈ Y, ‖Kx− yδ‖ ≤ δ
} → 0, δ → 0,

则称该参数选择是可以接受的.
由估计 (2.1) 可知: 若 α(δ) → 0, δ‖Rα‖ → 0(δ → 0) 且 ‖RαKx† − x†‖ → 0(α → 0), 则

参数选择 α = α(δ) 是可接受的. 在迭代正则化方法中, 正则化参数 α = 1
m

.
为了方便构造一族可达的正则化策略, 引入奇异值系统. 令K : X → Y 是一个线性紧算

子, 并且令 (µj , xj , yj) 是K 的奇异值系统. 该级数收敛时, 方程Kx = y 的解 x 由 Picard 定
理 [3] 给出, 即

x =
∞∑

j=1

1
µj

(yj , y) xj .

这个结果说明了 y 的误差的影响, 小的奇异值会将误差放大, 我们通过阻尼化因子 1/µj 来构

建正则化策略.
定理 2.2 设K : X → Y 是紧算子, 且 (µj , xj , yj) 为其奇异值系统, 若

q : (0,∞)× (0, ‖K‖] → R

满足以下性质:

1. 对所有的m > 0 和满足 0 < µ ≤ ‖K‖ 的 µ, 均有 |q (m,µ) | ≤ 1.

2. 对所有的m > 0, 存在 c (m), 使得对所有满足 0 < µ ≤ ‖K‖ 的 µ, 都有

|q (m,µ)| ≤ c (m) µ.
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3. 对所有的 0 < µ ≤ ‖K‖, 有 limm→∞ q (m,µ) = 1.

则由

Rmy :=
∞∑

j=1

q (m,µj)
µj

(y, yj)xj , y ∈ Y (2.2)

定义的算子 Rm : Y → X, m > 0 是一个正则化策略, 且满足 ‖Rm‖ ≤ c (m) 与 ‖KRm‖ ≤ 1.
如果参数选择m = m(δ) 满足当 δ → 0 时, m(δ) → ∞ 且 δc(m(δ)) → 0, 则该参数选择是可
接受的. 函数 q 被称为算子K 的正则化滤子.
下面给出几种迭代正则化方法的正则化策略和正则化滤子:
例 1 Landweber 迭代正则化方法

xm,δ = xm−1,δ + aK∗ (
yδ −Kxm−1,δ

)
, x0 := 0, a ∈ (0, 1/‖K‖2],

Rm := a

m−1∑
k=0

(I − aK∗K)k
K∗, m = 1, 2, ...,

q (m,µ) = 1− (
1− aµ2

)m
.

例 2 隐式迭代正则化方法

xm,δ = xm−1,δ + aK∗ (
yδ −Kxm,δ

)
, x0 := 0,

Rm := a

m∑
k=1

(I + aK∗K)−k
K∗ m = 1, 2, ...,

q (m,µ) = 1− 1
(1 + aµ2)m .

例 3 中点法离散

{
xm,δ = xm−1,δ + aK∗ (

y −Kxm− 1
2 ,δ

)
,

xm− 1
2 ,δ = xm−1,δ + a

2
K∗ (

y −Kxm−1,δ
)
, x0 := 0, a ∈ (0, 2/‖K‖2],

Rm =
m−1∑
k=0

[
I − aK∗K +

a2

2
(K∗K)2

]k (
a− a2

2
K∗K

)
K∗, m = 1, 2, ...,

q (m,µ) = 1−
(

1− aµ2 +
a2

2
µ4

)m

.

3 Crank-Nicolson 正则化方法

3.1 Crank-Nicolson 方法

我们对常微分方程 (2.1) 使用 Crank-Nicolson 离散格式 [13]:

xm,δ = xm−1,δ +
a

2
(
K∗ (

yδ −Kxm,δ
)

+ K∗ (
yδ −Kxm−1,δ

))
, x0 := 0, m = 1, 2...,
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其中 a 为步长, 整理上式可以得到

xm,δ =
(
I +

a

2
K∗K

)−1 (
I − a

2
K∗K

)
xm−1,δ + a

(
I +

a

2
K∗K

)−1

K∗yδ. (3.1)

迭代格式 (3.1) 有显示格式 xm,δ = Rmyδ, 其正则化策略 Rm : Y → X 由下式定义:

Rm = a

m−1∑
k=0

((
I − a

2
K∗K

)(
I +

a

2
K∗K

)−1
)k (

I +
a

2
K∗K

)−1

K∗, m = 1, 2, ... .

引入奇异值系统 (µj , xj , yj), 则对所有的 y ∈ Y 有

Rmy = a

∞∑
j=1

µj

m−1∑
k=0

(
1− a

2
µ2

j

1 + a
2
µ2

j

)m

(y, yj) xj

=
∞∑

j=1

1
µj

[
1−

(
1− a

2
µ2

j

1 + a
2
µ2

j

)m]
(y, yj)xj

=
∞∑

j=1

q (m,µj)
µj

(y, yj) xj , y ∈ Y,

(3.2)

其中 q (m,µ) = 1−
(

1− a
2 µ2

1+ a
2 µ2

)m

.

下面证明当 a ∈ (0, 2/‖K‖2] 时, q(m,µ) 是正则化滤子.

定理 3.1 q (m,µ) = 1−
(

1− a
2 µ2

1+ a
2 µ2

)m

满足定理 2.2 中的性质 1, 2, 3.

证 性质 1, 3 都是显然的.
性质 2 可以直接用伯努利不等式得到

1−
(

1− a
2
µ2

1 + a
2
µ2

)m

≤ 1−
(
1− a

2
µ2

)m

≤ 1−
(

1− amµ2

2

)
=

amµ2

2
.

因此 |q (m,µ)| ≤
√
|q (m,µ)| ≤

√
am/2µ.

引理 3.1 对所有的m ≥ 1 和 0 ≤ µ ≤
√

2/a, 有

mvµ2v

(
1− a

2
µ2

1 + a
2
µ2

)2m−2

≤ mvµ2v
(
1− a

2
µ2

)2m−2

≤
(

2v

a

)v

.

证 只需证右边的不等式即可.

mvµ2v
(
1− a

2
µ2

)2m−2

=
(

mv

a (m− 1)

)v (
m− 1

v
aµ2

)v (
1− a

2
µ2

)2m−2

≤
(

mv

a (m− 1)

)v (
2m− 2

2m− 2 + v

)2m−2+v

=
(v

a

)v ( m

m− 1

)v
(

m− 1
m− 1 + v

2

)v (
m− 1

m− 1 + v
2

)2m−2

≤
(v

a

)v
(

m

m− 1 + v
2

)v

≤
(

2v

a

)v

,
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其中第一个小于等于号处使用了均值不等式:
当 a1, a2, ..., an > 0 时有

a1a2...an ≤
(a1 + a2 + ... + an

n

)n

.

在求解 Kx = y 的每种迭代算法中, 采用Morozov 残差准则做为停止条件, 设 r > 1 是
一个固定数, 当首次出现自然数m ∈ N0 满足

∥∥Kxm,δ − yδ
∥∥ ≤ rδ 时, 终止算法. 下面证明对

(1.3) 用 Crank-Nicolson 离散得到的迭代方法, 按Morozov 残差准则给出的停止规则是良定
义的; 并且该方法在适当的光滑性假设下构成可接受的正则化策略并能达到最优收敛阶.
我们给出以下前提条件, 本节后面的定理中均使用该前提条件.
设 K : X → Y 是一个线性, 紧的, 具有稠密值域的单射算子. 设 r > 1, 对所有的

δ ∈ (0, δ0), yδ ∈ Y 是满足 ‖y− yδ‖ ≤ δ 和 ‖yδ‖ ≥ rδ 的扰动数据. 设序列 xm,δ,m = 0, 1, 2, ...

是由下面迭代格式得到的

xm+1,δ = xm,δ +
a

2
K∗ [(

y −Kxm,δ
)

+
(
y −Kxm+1,δ

)]
,

x0,δ = 0, m = 0, 1, 2, ...,

其中 0 < a ≤ 2/‖K‖2.

3.2 残差可达

定理 3.2 对任意的 δ > 0 均有 limm→∞‖Kxm,δ − yδ‖ = 0.
证 在 (3.2) 中, 对所有的 y ∈ Y , 有表达式

Rmy =
∞∑

j=1

1
µj

[
1−

(
1− a

2
µ2

j

1 + a
2
µ2

j

)m]
(y, yj) xj ,

因此

‖KRmy − y‖2 =
∞∑

j=1

(
1− a

2
µ2

j

1 + a
2
µ2

j

)2m

|(y, yj)|2 .

由
∣∣∣ 1− a

2 µ2
j

1+ a
2 µ2

j

∣∣∣ < 1, 有 ‖KRm − I‖ ≤ 1, 用 yδ 代替 y 可得

‖Kxm,δ − yδ‖2 =
∞∑

j=1

(
1− a

2
µ2

j

1 + a
2
µ2

j

)2m ∣∣(yδ, yj

)∣∣2 .

设 ε > 0 给定, 选择 J ∈ N 满足
∞∑

j=J+1

∣∣(yδ, yj

)∣∣2 <
ε2

2
.

当m →∞ 时, 由于对 j = 1, ..., J 一致的有
∣∣∣ 1− a

2 µ2
j

1+ a
2 µ2

j

∣∣∣
2m

→ 0, 因此可以找到一个m0 ∈ N 对所
有的m ≥ m0 满足

J∑
j=1

(
1− a

2
µ2

j

1 + a
2
µ2

j

)2m ∣∣(yδ, yj

)∣∣2 ≤ max
j=1,...,J

(
1− a

2
µ2

j

1 + a
2
µ2

j

)2m J∑
j=1

∣∣(yδ, yj

)∣∣2 ≤ ε2

2
, m ≥ m0.
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这可以推出对所有的m ≥ m0, 有 ‖Kxm,δ − yδ‖2 ≤ ε2; 即该方法是可接受的.

3.3 解收敛

定理 3.3 当 δ → 0 时, δ2m → 0, 即: m (δ) 的选择是可接受的, 序列 xm(δ),δ 收敛到 x†.
证 只需考虑m (δ) → ∞ 的情况, 记m := m (δ). 通过m (δ) 的选择, 得到对 y = Kx†,

有

‖KRm−1y − y‖ ≥ ‖KRm−1y
δ − yδ‖ − ‖(KRm−1 − I)

(
y − yδ

)‖
≥ rδ − ‖KRm−1 − I‖δ ≥ (r − 1) δ,

因此

m (r − 1)2 δ2 ≤ m

∞∑
j=1

(
1− a

2
µ2

j

1 + a
2
µ2

j

)2m−2

|(y, yj)|2

=
∞∑

j=1

m

(
1− a

2
µ2

j

1 + a
2
µ2

j

)2m−2

µ2
j

∣∣(x†, xj

)∣∣2 .

(3.3)

注意到该级数在 δ → 0 时收敛到 0(δ 的依赖性隐藏在 m 中). 首先由引理 3.1, 取 v = 0,

对所有的 m ≥ 1 和 0 ≤ µ ≤
√

2/a, 有 mµ2
(

1− a
2 µ2

1+ a
2 µ2

)2m−2

≤ 2/a. 将级数分成一个有限和与

一个剩余级数: 在剩余级数中, 用 2/a 代替m
(

1− a
2 µ2

j

1+ a
2 µ2

j

)2m−2

µ2
j , 并且注意到当m →∞ 时, 对

j ∈ 1, ..., J , 都有m
(

1− a
2 µ2

j

1+ a
2 µ2

j

)2m−2

→ 0, 这就证明了收敛性.

3.4 扰动方程的收敛阶

定理 3.4 若存在某个 v > 0 和某个 z 满足 ‖z‖ ≤ E, 使得 x† = K∗z ∈ R (K∗) 或
x† = (K∗K)v/2

z ∈ R
(
(K∗K)v/2

)
, 则有如下收敛阶

‖xm(δ),δ − x†‖ ≤ c
√

Eδ (3.4)

或

‖xm(δ),δ − x†‖ ≤ cE
1

v+1 δ
v

v+1 , (3.5)

其中 c > 0 为一常数. 这表明对所有 v > 0, m (δ) 的选择是最优的.
证 由定理 2.2 和定理 3.1 可得 ‖Rm‖ ≤

√
am/2, 代入基本不等式 (2.1)

‖xm,δ − x†‖ ≤ δ
√

am/2 + ‖RmKx† − x†‖. (3.6)

下面严格证明 x† = (K∗K)v/2z 的情况: 记m = m (δ), 由不等式 (3.3), 有

(r − 1)2 δ2 ≤ ‖KRm−1y − y‖2 =
∞∑

j=1

(
1− a

2
µ2

j

1 + a
2
µ2

j

)2m−2

|(y, yj)|2

=
∞∑

j=1

(
1− a

2
µ2

j

1 + a
2
µ2

j

)2m−2

µ2
j

∣∣(x†, xj

)∣∣2

=
∞∑

j=1

(
1− a

2
µ2

j

1 + a
2
µ2

j

)2m−2

µ2v+2
j |(z, xj)|2 .
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由引理 3.1, 对所有的m ≥ 1, v > 0 和 0 ≤ µ ≤
√

2/a, 有

mv+1µ2v+2

(
1− a

2
µ2

1 + a
2
µ2

)2m−2

≤ mv+1µ2v+2
(
1− a

2
µ2

)2m−2

≤
(

2v + 2
a

)v+1

.

从而可以得到

(r − 1)2 δ2 ≤
(

2v + 2
am

)(v+1)

‖z‖2,

即

m(δ) ≤ cE2/v+1δ−2/v+1.

其中 c > 0 为某一常数. 为了证明不等式 (3.6) 的第二项, 用 Hölder 不等式

∞∑
j=1

|ajbj | ≤
[ ∞∑

j=1

|aj |p
]1/p [ ∞∑

j=1

|bj |q
]1/q

,

其中 p, q > 1 且 1/p + 1/q = 1. 取 p = v+1
v

, q = v + 1, 可以得出

‖(I −RmK)x†‖2 =
∞∑

j=1

µ2v
j

(
1− a

2
µ2

j

1 + a
2
µ2

j

)2m

|(z, xj)|2

=
∞∑

j=1

[
µ2v

j

(
1− a

2
µ2

j

1 + a
2
µ2

j

) 2vm
v+1

|(z, xj)|
2v

v+1

][(
1− a

2
µ2

j

1 + a
2
µ2

j

) 2m
v+1

|(z, xj)|
2

v+1

]

≤
[ ∞∑

j=1

µ2v+2
j

(
1− a

2
µ2

j

1 + a
2
µ2

j

)2m

|(z, xj)|2
] v

v+1
[ ∞∑

j=1

(
1− a

2
µ2

j

1 + a
2
µ2

j

)2m

|(z, xj)|2
] 1

v+1

≤ ‖KRmy − y‖2v/v+1‖z‖2/v+1

≤ E2/v+1
[‖(I −KRm)

(
y − yδ

)‖+ ‖(I −KRm) yδ‖]2v/v+1
.

对第一项使用不等式 ‖KRm − I‖ ≤ 1, 对第二项使用停机准则可得

‖(I −RmK) x†‖ ≤ E1/v+1 (1 + r)v/v+1
δv/v+1.

代入 (3.6) 得

‖xm(δ),δ − x†‖ ≤ δ
√

am(δ)/2 + ‖Rm(δ)Kx† − x†‖ ≤ cE1/v+1δv/v+1.

3.5 变步长 Crank-Nicolson 正则化方法

由文献 [7] 知, 当对隐式迭代正则化方法使用变步长并且取步长为公比大于 1 的等比
数列时, 非稳态 Tikhonov 迭代正则化方法的迭代步数可以达到 O(|logδ|) 级别, 下面说明对
Crank-Nicolson 离散格式使用同样的步长并不能使迭代步数达到 O(|logδ|) 级别.
对非稳态 Tikhonov 迭代正则化方法, 有

x† − xm = rm(K∗K)x†, (3.7)
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其中

rm(λ) =
m∏

i=1

(
1

1 + aiλ

)
.

文献 [7] 中说明 (3.7) 收敛当且仅当
m∑

i=1

ai = ∞.

类似的, 对于 Crank-Nicolson 离散格式, 有

x† − xm = rm(K∗K)x†,

其中

rm(λ) =
m∏

i=1

(
2− aiλ

2 + aiλ

)
.

令 xi = aiλ, 由 λ ∈ (0, ‖K∗K‖], 级数∑∞
i=1 xi 与级数

∑∞
i=1 aiλ 同敛散, 为简化证明, 考虑级

数
∑∞

i=1 xi 敛散性与 rm =
∏m

i=1

(
2−xi

2+xi

)
收敛性之间的关系.

当 xi → 0 且 x0 < 2 时,

lim
i→∞

∞∏
i=1

2− xi

2 + xi

= 0 ⇔ lim
i→∞

∞∑
i=1

ln(1− 2xi

2 + xi

) = −∞⇔
∞∑

i=1

xi = ∞.

当 xi →∞ 且 x0 > 2 时, 只能得到

lim
i→∞

∞∏
i=1

xi − 2
2 + xi

= 0 ⇔ lim
i→∞

∞∑
i=1

ln(1− 4
2 + xi

) = −∞⇒
∞∑

i=1

xi = ∞,

还可以得到

lim
i→∞

∞∏
i=1

xi − 2
2 + xi

= 0 ⇔ lim
i→∞

∞∑
i=1

ln(1− 4
2 + xi

) = −∞⇔
∞∑

i=1

1
xi

= ∞. (3.8)

当选取步长为公比大于 1 的等比数列 {ai} 时,
∑∞

i=1
1
ai

< ∞, 级数和不满足 (3.8). 这说明
Crank-Nicolson 离散格式的收敛条件比非稳态 Tikhonov 迭代正则化要更严格, 对于此类等
比数列, Crank-Nicolson 离散格式不能达到对数阶迭代步数, 但在数值实验中发现当误差水
平 δ 较大时, 该离散格式的迭代步数可以像非稳态 Tikhonov 迭代正则化方法一样达到对数
阶.

4 数值实验

求解如下线性积分方程:

Kx(s) =
∫ 1

0

k(s, t)x(t)dt = y(s), (4.1)
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其中

k(s, t) =





s(1− t), s ≤ t,

t(1− s), s > t.
(4.2)

当 X = Y = L2[0, 1] 时, 算子 K 是紧的, 自伴的, 单射算子. 若 y ∈ H2[0, 1] ∩H1
0 [0, 1], 则方

程 (4.1) 有解 x = −y′′.
考虑线性积分方程 (4.1) 的两个不同的精确右端项:
例 1 y(s) = s4(1− s)5, x†(t) = −4t2(1− t)3(18t2 − 16t + 3), K 由梯形法离散, 取离散

尺度为 100.
例 2 y(s) = sin(2πs)

π2 , x†(t) = 4sin(2πt), K 由梯形法离散, 取离散尺度为 100.
使用带噪声的数据 yδ = y + δ ε

‖ε‖ , 其中 y = Kx†, ε 为服从标准正态分布 N(0, I) 的向量.
采用Morozov 残差准则作为停机条件, 即 ‖Kxm,δ − yδ‖≤ rδ, 取 r = 1.01. 迭代算法中的步
长 a 在条件范围内取尽量大的值, 这里取 a = 1

‖K‖2 . 记相对均方误差 err 为:

err =
‖xm,δ − x†‖

‖x†‖ .

记 Landweber 迭代正则化方法为 LW, 隐式迭代正则化方法为 IM, Crank-Nicolson 离散格式
为 C-N.

表 1 例 1 数值结果

δ
LW IM C–N

m err cpus m err cpus m err cpus

10−1 2 1.5422e-1 5.92e-5 5 1.7259e-1 1.681e-4 4 1.5996e-1 3.155e-4

10−2 21 1.2903e-1 8.05e-5 22 1.286e-1 6.723e-4 21 1.2912e-1 1.0688e-3

10−3 344 4.8135e-2 6.373e-4 344 4.8145e-2 1.2729e-2 344 4.8185e-2 1.8386e-2

10−4 1685 1.4031e-2 2.6448e-3 1687 1.4028e-2 4.2998e-2 1686 1.4029e-2 6.0518e-2

10−5 13578 4.971e-3 2.1443e-2 13579 4.971e-3 3.3664e-1 13579 4.971e-3 5.1055e-1

表 2 例 2 数值结果

δ
LW IM C–N

m err cpus m err cpus m err cpus

10−1 53 4.2763e-2 1.558e-4 56 4.4308e-2 1.941e-3 54 4.3991e-2 3.3797e-3

10−2 87 5.8201e-3 2.165e-4 92 6.04e-3 3.6449e-3 90 5.8913e-3 4.8953e-3

10−3 122 7.0513e-4 2.397e-4 130 7.2475e-4 4.7189e-3 126 7.1499e-4 7.1639e-3

10−4 157 8.0942e-5 3.414e-4 167 8.3319e-5 5.2495e-3 162 8.2143e-5 9.7332e-3

10−5 192 8.9977e-6 3.685e-4 205 9.2001e-6 7.4168e-3 198 9.1372e-6 9.4316e-3

表 1 和表 2 分别对例 1 和例 2 使用了三种固定步长的迭代正则化方法, 实验表明
Crank-Nicolson 离散格式结果和我们的理论分析相符, 是正则化方法并且可以达到最优收敛
阶, 但是其用时相比于前两种方法较长.
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对于非稳态 Tikhonov 迭代正则化方法和变步长的 Crank-Nicolson 离散格式, 我们取步
长 ai = aqi−1, 其中 a = 1, q = 1.1. 记非稳态 Tikhonov 迭代正则化方法为 NT, 变步长的
Crank-Nicolson 离散格式为 NC-N.

表 3 例 1 变步长数值结果

δ
NT NC–N

m err cpus m err cpus

10−1 13 1.772e-1 7.764e-4 12 1.4801e-1 6.455e-4

10−2 14 1.2682e-1 7.966e-4 14 1.2599e-1 8.041e-4

10−3 17 3.5824e-2 9.109e-4 17 3.1661e-2 8.852e-4

10−4 18 1.1425e-2 9.515e-4 – – –

表 4 例 2 变步长数值结果

δ
NT NC–N

m err cpus m err cpus

10−1 16 9.6352e-2 8.602e-4 16 1.15e-1 8.045e-4

10−2 16 1.0057e-2 1.026e-3 – – –

表 3 和表 4 中, 当误差 δ 较大时, NC-N 方法和 NT 方法的实验结果相近. 对于例 1,
NC-N 在相对误差和计算用时上优于 NT 方法, 但当 δ ≤ 10−4 时, NC-N 方法在数值实验中
不再收敛, 和我们的理论推导相符.

5 总结

本文对连续正则化方法进行 Crank-Nicolson 离散, 证明了该迭代格式为正则化方法并且
可以达到最优收敛阶, 说明其正则化性能和 Landweber 迭代正则化方法一致. 进一步的理论
分析表明, 与非稳态 Tikhonov 迭代正则化方法不同, Crank-Nicolson 格式在变步长策略下具
有更严格的收敛条件, 因此一般的等比步长不能使迭代步数达到 O(|logδ|) 级别, 限制了其在
变步长情形下的应用. 数值实验表明固定步长的 Crank-Nicolson 方法具有良好的正则化效
果并实现最优误差阶, 但计算耗时相对更高; 变步长情况下在高噪声水平下表现良好, 而在小
噪声时可能出现不收敛, 与理论分析一致. 综上, Crank-Nicolson 离散格式是一种可行且具有
最优误差性质的迭代正则化方法, 但在效率和变步长策略方面仍存在一定局限.
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CRANK-NICOLSON REGULARIZATION METHOD FOR LINEAR

INVERSE PROBLEMS

GAO Jian-ming , LU Xi-liang

(School of Mathematics and Statistics, Wuhan University, Hubei 430072, China)

Abstract: This paper investigates the Crank-Nicolson regularization method for linear

inverse problems. By discretizing the continuous regularization equation with the Crank-Nicolson

scheme, the method is proven to be a valid regularization strategy achieving optimal convergence

order. Theoretical analysis shows that, under fixed step size, it shares similar regularization

properties with the Landweber method. Under variable step sizes, its convergence condition is

stricter than that of the nonstationary Tikhonov method, and geometric step sequences cannot

achieve logarithmic iteration order. Numerical experiments confirm its regularization effectiveness

and optimal error rate, while revealing the restriction with respect to the nonstationary Tikhonov

method under low-noise conditions.
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