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�������������������, �� [4] ��
�����������
�����
. ��������������, 	
�����������Ǳ, ��Ǳ
�������	�, �����������	
Maxwell ��, curl-curl ��
�
�.
����������Æ�
	�, �������
������, ��Maxwell ���
���������, �����������
���. ����
��	
� B-H �	,
��������	�	. �� [5] ��� 3D �������, ��������� - 
�
����, ���	���������	�
���. �� [6] ������������
�, ��������������, ����������	��. ��, ��� [7, 8] �
����������������. �����	����
��������, �
�
��
�����		������, 
������	�
, ����Æ
���
�	,
�
����
�	���	
, �����	��
, ����������, �����
����	�	��������, �
���	��. �� [9] 
��
�������
���������, ����������
�������
, 
�
������	
����
. �� [10] �����
��������� (PINN) �	������	�
����, ���	������������������	��, Ǳ�	�	����
�

��������������	�����. �� [11] �����
�����
(reduced-order modeling, ROM) ����	�����, ��	��� CFD/FEM ���
��������, �������		��
�	
���	�������.

�������, ����������������
��
, ���������
�����Ǳ, ������	�	
���	���Æ����. ����������Æ
��

����	����, �
 PDE ������	���, ���	��. �� [3]
������ - � - ��������, ���	���	�	������, ���� - �
��������
��������	, �����
	
�Ǳ�. �� [12] ���	 -
�� - ������, ���������	�
������. �� [13] ������
,
�� 3D �� – � – ����	���, �����
���
����, ��Ǳ����
	���	���, �	�
��
�	�	�����
���. �� [14] ������
����������������, �	��	��
��
����. ��������
���	��, ���
�����������������
�����������
��������.

����� (Finite Element Method, FEM) ���������� (PDE) ����

�����, ���	����������Ǳ�
���	������ (��Æ	�
�
	�
���), ������������������, 	������
��Ǳ���
�������. �����
�	������

�
�����
��������
���	��������
�
���
, ����
����������������
�Æ���
����
��. ����, ����	�������� - � - �����
������. �����������, ������ AVA ��, ��� - � - ����
��
�Ǳ����� - ��������.

��������������, 	�Æ���
�

����	�. �	����
��, PDE ���
����	�
, �������	����
��Æ
�����
���Æ��	��, �	��. Ǳ���	����	
�������, �������
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������, ������	���������	���������. ������
�����������������
�, ��������	�����������
	�, 	����	���	���

�	
�. ��Æ����, �����	
���
�������	��, ���������������, ���
������	
�
����	, ����������	��� Chen2011,Chen2015.

����, �����

������������, �������������
��, ���
����������
���
�����. ����
����	��
����������. �
������������� Euler ���������, 

�����
������
�������, �������, 
����������
�����, 
�����.

2 ��������

������
���������������������.

2.1 ����


 Ω �����, �	�� Sobolev �� W k,p(Ω) (
� [17]), � Hp(Ω) = W 2,p(Ω)

 Lp(Ω) = W 0,p(Ω). ��� (·, ·) �� L2(Ω) ������, � (u, v)Ω =

∫
Ω

uvdx, 

���������, � 〈·, ·〉∂Ω ���� ∂Ω ����. 
 H(curl; Ω) = {v ∈ L2(Ω)3 :
curl v ∈ L2(Ω)3}, H0(curl; Ω) = H(curl; Ω)∩C∞

0 (Ω)3. ���	��� Bochner �� [18], �
� L2(0, T ; X):

L2(0, T ; X) = {u : (0, T ) → X :
∫ T

0

||u(t)||2Xdt < ∞}.

� X ��� Sobolev ���, 
� X = L2(Ω),

L2(0, T ; L2(Ω)) = {u : (0, T ) → L2(Ω) :
∫ T

0

||u(t)||2L2(Ω)dt < ∞}.

������ H1 � Sobolev ����Ǳ:

H1(0, T ; H−1(Ω)) = {u ∈ L2(0, T ; H−1(Ω)) : ut ∈ L2(0, T ; H−1(Ω))}.

Ǳ�����, �	�Ǳ���	�������� t ���
���
, �����
�� Sobolev ���
��� Bochner ��, ����������, ���

u ∈ H1(Ω) �� u ∈
{
v ∈ L2(0, T ; H1(Ω)) : ∂tv ∈ L2(0, T ; H−1(Ω))

}
,

u ∈ H(curl, Ω) �� u ∈
{
v ∈ L2(0, T ; H(curl, Ω) : ∂tv ∈ L2(0, T ; H−1(div, Ω))

}
.

2.2 ����

��
� COMSOL ������� [19], �����������, ��������
����� 1, ���� Ω ∈ R

3 ��� Ωcore��� Ωcoil ��	� Ωoil ��.
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� 1 �������

2.3 ������

	�������������������Ǳ�

∂B

∂t
+ ∇× E = 0,

∇× H = Jext + D,

∇ · B = 0, B = μ(T )H,

∇ · D = 0, D = σ(T )E,

∇ · u = 0,

ρ

(
∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)

= −∇p + μ∇2u + ρgβ(T − Tref),

ρcp

(
∂T

∂t
+ u · ∇T

)
= ∇ · (k∇T ) + Q(E).

(2.1)

�����
����������	�� (Maxwell) �����������, ����
�� E 
��H, �� μ 
 σ �������
���, ����	 T . Jext ��	���

	��, �


Jext =

⎧⎨
⎩

t
nc

Sc

I(t) in Ωcoil,

0 otherwise.

��, t Ǳ����
�����, nc Ǳ��, Sc Ǳ��������, I(t) Ǳ����. �
�� (2.1)������������ Navier-Stokes��, �������	�����. �
�, ������������, u ����	��, �������	��
. �����
�������, �� ρ �����	, p ������, μ∇2u ��
���, ρgβ(T −Tref)
���� Boussinesq ������, �� g ���	�	, β ������, T �����

	, Tref �
��	. ��� (2.1) �
�������	���, �� cp ������, k

�����, Q ������, ��� E 
�.
������� (2.1) ����	����	
������, ����������

��. ��, �����������, ��	
�	��, �	�����	. ��, ���
���
�������, ���	�����
�������. ��, 	�������
�������		�, ���������, ��	�������, ��
	�����
����
������	�
. 
�, ���	��Æ���
�


����	, ��
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�����Æ��
�����	�
, 	�����	�����	. ���, ���
�
	��������
�����������, �
����������.

2.3.1 ���� AVA ��

Maxwell ��������� ������, �� E 
��H ����, Ǳ���
����Ǳ, ������ AVA ��. AVA ����!��	�, ���������!�
�	���
, �������������
�, �"�����	��
����. �	
� ! A 
��! V�B = ∇× A, E = −∂A

∂t
−∇V. ���	 Maxwell ���, ����

�	� ∇ · A = 0, �� AVA ���⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∇× (ν∇× A) −∇(ν∇ · A) + σ

(
∂A

∂t
+ ∇V

)
= 0 in Ωcore,

∇ ·
(

σ
∂A

∂t
+ σ∇V

)
= 0 in Ωcore,

n ·
(

σ
∂A

∂t
+ σ∇V

)
= 0 on ∂Ωcore,

n1 × (ν1∇× A1) + n2 × (ν2∇× A2) = 0 on ∂Ωcore,

ν1(∇ · A1)n1 + ν2(∇ · A2)n2 = 0 on ∂Ωcore,

∇× (ν∇× A) −∇(ν∇ · A) = Jext in Ω \ Ωcore,

A × n = 0 on ∂Ω

(2.2)

��, ν = μ−1 �����. � AVA ���, A �������	��, V �������

�	��. ���������	���	���, ���� A ������� (�#��
����������), 	�	�����.

2.3.2 � - ������

��������������, ������������	��

��, �Ǳ�
��	��	. �	� - ��������
	��
� Navier-Stokes �� [20] 
���
��� [21] �����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∇ · u = 0 in Ωoil,

ρ

(
∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)

= −∇p + μ∇2u + ρgβ(T − Tref), in Ω,

u = 0 on ∂Ωoil,∫
Ωoil

p dx = 0,

ρcp

(
∂T

∂t
+ u · ∇T

)
= ∇ · (k∇T ) + Q(E) in Ω,

Toil = Ti, on Γi,

− koil∇Toil · n = −ki∇Ti · n on Γi,

− k
∂T

∂n
= h(T 4 − T 4

ref) + λ(T − Tref) on ∂Ω

(2.3)
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�� Γ1 = ∂Ωoil ∩ ∂Ωcore, Γ2 = ∂Ωoil ∩ ∂Ωcoil. ���	� u ��	�	�, ������

������� u|∂Ωoil = 0, �������	 u|Ω\Ωoil = 0, 	�� u ∈ H1

0 (Ω)3. ��,
�	���� Γi (i = 1, 2) ��������
��, ���� ∂Ω ���������
λ(T − Tref) 
�$� h(T 4 − T 4

ref) ��
�.

2.4 ������

�������, �������� (2.1) ��	��, ������	
������
����, �������. Ǳ�, �����������������. ���� Picard
	
�����������, ����������������	
�	
��, ��
�����������, �������������Ǳ�����
� - ������
��, 
�� 1. ���	����������������
�, ����������,
����Ǳ���	������, ���	��	. ���� E(x, t) ��%����Ǳ�
�����������, ��
�	�����������������.

Algorithm 1 ��������
1: ������ T0 ����������Nth, �� j = 1�
2: while j ≤ Nth do

3: � Tj = Tj−1

4: repeat

5: � T = Tj , ������ ν(T ) � σ(T );
6: ��Maxwell ���, ���� E(x, t)�
7: ���������� Q(E);
8: ����� – ����, ������� Tj;
9: until |T − Tj | ≤ 0.01;

10: j = j + 1;
11: end while
12: ����� T = {Tj}.

3 ����

��, ������
������� AVA �� (2.2) 
� - ����� (2.3) ��	
�, ��	
��		 Lagrange ���������	, ���������������
�
.

3.1 ���������

�� Green ��, ����� φ ∈ H0(curl, Ω) �� w ∈ H1(Ωcore) ���� (2.2), ��
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������, ��∫
Ω\∂Ωcore

ν
(
∇× A · ∇ × φ + (∇ · A)(∇ · φ)

)
dx +

∫
Ωcore

σ

(
∂A

∂t
+ ∇V

)(
φ + ∇w

)
dx

=
∫

Ωcoil

Jext · φ dx

�	�	
	�

a(T ; A, V ; φ, w) :=
∫

Ω\∂Ωcore

ν(T )
(
∇× A · ∇ × φ + (∇ · A)(∇ · φ)

)
dx

+
∫

Ωcore

σ(T )
(

∂A

∂t
+ ∇V

)(
φ + ∇w

)
dx.

Ǳ��� (A, V ) �����	, �		
��	�, ��������	�
��. ��,
A-V -A �� (2.2) ��	���Ǳ�� (A, V ) ∈ X := H0(curl, Ω) × H1(Ωcore) ��

a(T ; A, V ; φ, w) + η

(∫
Ω

A · φ dx +
∫

Ωcore

V w dx

)
=

∫
Ωcoil

Jext · φ dx, ∀ (φ, w) ∈ X. (3.1)

��, η ��
�. ���	�
������ η > 0 Ǳ������, Ǳ�����
�����, �	��
��Æ	���, ����
������, �	� Eη(A, V ) =
E0(A, V ) + η(‖A‖2 + ‖V ‖2) �� E0(A, V ) = a(A, V ; A, V ). 	��
��Æ	���, ��
��
������
�������������
�����, 	�����	, ��
	����
���

�. ��
��, Lagrange ���Ǳ���������	. ��
�����&��
�����, Lagrange ����	����	 κA ∈ R

3, κV ∈ R, 
�
� (2.2) ����
��Ǳ�� (A, V, κA, κV ) ∈ X̃ := (X, R3, R) ��:

a(T ; A, V ; φ, w) +
∫

Ω

κA · φ dx +
∫

Ω

κV w dx +
∫

Ω

A · rA dx +
∫

Ω

V rV dx

=
∫

Ωcoil

Jext · φ dx ∀ (φ, w, rA, rV ) ∈ X̃.

(3.2)


��� Lagrange �����, 
�����Ǳ
�, 	������
���, ���

� η �������, ��'�		���
��, 	��������	�	��
�. �
�, �� η ����, �����	��, ���		�, ����������
� η ��

�, ����	������������Lagrange ���
����
��, ����

�, �
(�����
��, ����	������, ���Ǳ�
�
, �����Ǳ
��.

3.2 � - ���������

����� v ∈ (H1
0 (Ωoil))3, q ∈ L2

0(Ωoil) �� θ ∈ H1(Ω) ��� - ������ (2.3),
�� L2

0(Ωoil) := {u ∈ L2(Ωoil) :
∫
Ωoil

u dx = 0}, ���������� Green �����⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ρ(∂tu, v)Ωoil + ρ((u · ∇)u,v)Ωoil + μ(∇u,∇v)Ωoil − (p,∇ · v)Ωoil = (ρgβ(T − Tref), v)Ωoil ,

(∇ · u, q)Ωoil = 0,

ρcp(∂tT, θ)Ω + ρcp(u · ∇T, θ)Ωoil + (k∇T,∇θ)Ω +
〈
h(T 4 − T 4

ref) + λ(T − Tref), θ
〉

∂Ω
= (Q, θ)Ω.
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�����	
����, ��	
������. �������, ����
∫
Ωoil

p dx = 0
��� Lagrange �����. �	�	
	�

b(w;u, p; v, q) :=ρ(∂tu, v)Ωoil + ρ((w · ∇)u, v)Ωoil + μ(∇u,∇v)Ωoil

− (p,∇ · v)Ωoil − (∇ · u, q)Ωoil ,

c(u; w; T, θ) :=ρcp(∂tT, θ)Ω + ρcp(u · ∇T, θ)Ωoil + (k∇T,∇θ)Ω

+
〈
hw3 + λ)T, θ

〉
∂Ω

,


� - ����� (2.3) ��	�Ǳ�� (u, p, T ) ∈ Y := H1
0 (Ωoil)3 ×L2

0(Ωoil)×H1(Ω), ��

b(u,u, p; v, q) = (ρgβ(T − Tref), v)Ωoil ,

c(u; T ; T, θ) = (Q, θ)Ω +
〈
hT 4

ref + λTref , θ
〉

∂Ω
.

(3.3)

3.3 ��������

�� (3.1) (	 (3.2)) 
 (3.3), ������ (2.1) ��	�, � (A, V,u, p, T ) ∈ X × Y

���
�����

a(T ; A, V ; φ, w) + η

(∫
Ω

A · φ dx +
∫

Ωcore

V w dx

)
=

∫
Ωcoil

Jext · φ dx, (3.4a)

b(u,u, p; v, q) = (ρgβ(T − Tref), v)Ωoil , (3.4b)

c(u;T ; T, θ) = (Q(E), θ)Ω +
〈
hT 4

ref + λTref , θ
〉

∂Ω
, (3.4c)

���� (3.4c) ���� Q ��� E = −∂tA −∇V ������
�.

4 ��������

��������
 (3.4) ��������, ��	��������������
��
��
��	
.

4.1 �����

��� Th ����� Ω ����� h ���
��	����, � Ωh ����� Ω
���, � T core

h �� Th ��� Ωcore ���, � Ωcore
h �� Ωh ���� Ωcore ���. �

�, ��� K ������������, � Pk(K) ����	��� K �������

k ������. 
�����, �����	�������� Xh := Nh × Sh:

Nh := {vh ∈ H0(curl; Ω) : vh|K ∈ (P1(K))3 + edge shape functions, ∀K ∈ Th}
Sh := {qh ∈ H1(Ωcore) : qh|K ∈ P1(K), ∀K ∈ T core

h }
(4.1)

��� Nédélec������
��� [22] . �����Nh � Sh ������� A� V .
�Dh = Ωh \Ωcore

h . ���	� (3.1), �����
���������
��	� Th,
� (Ah, Vh) ∈ Xh ��(

ν(T )∇× Ah, ∇× φh

)
Dh

+
(
ν(T )∇· Ah, ∇· φh

)
Dh

+
(

σ(T )(∂tAh + ∇Vh), φh + ∇wh

)
Ωcore

h

+ η
(
(Ah,φh)Ωh

+ (Vh, wh)Ωcore
h

)
= (Jext, φh) ∀ (φh, wh) ∈ Xh.

(4.2)
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�����Ǳ I = [0, Tend], ������ Euler ��������, ������ I ���

τi ���, 	�� tn = Σn
i τi, �� An = A(x, tn), 	����
���������

(
ν(Th)∇× An+1

h , ∇× φh

)
Dh

+
(
ν(Th)∇· An+1

h , ∇· φh

)
Dh

+
(

σ(Th)
(An+1

h − An
h

τn

+ ∇V n+1
h

)
, φh + ∇wh

)
Ωcore

h

+ η
(
(An+1

h , φh)Ωh
+ (V n+1

h , wh)Ωcore
h

)

=(Jn+1
ext , φ) ∀ (φh, wh) ∈ Xh.

(4.3)
�����������

(
ν ∇× An+1

h , ∇× φh

)
Dh

+
(
ν ∇· An+1

h , ∇· φh

)
Dh

+
(

σ(τ−1
n An+1

h + ∇V n+1
h ), φh + ∇wh

)
Ωcore

h

+ η
[
(An+1

h , φh)Ωh
+ (V n+1

h , wh)Ωcore
h

]

=(Jn+1
ext ,φ) + (στ−1

n An
h, φh + ∇wh)Ωcore

h
.

(4.4)
���, ����� - �����������. 
��������, ��� T oil

h ��

�	�������, � Ωoil
h ���� Ωoil ���. �	�
������

Vh := {vh ∈ H1
0 (Ωoil) : vh|K ∈ (P2(K))3 ∀K ∈ T oil

h },
Qh := {qh ∈ L2

0(Ωoil) : qh|K ∈ P1(K) ∀K ∈ T oil
h },

Wh := {θh ∈ H1(Ω) : θh|K ∈ P1(K) ∀K ∈ Th}.
(4.5)

����� Vh, Qh �Wh ������� u, p � T . �� (3.3), ���
�������

�����'�� (vh, qh, θh) ∈ (Vh, Qh, Wh), � (uh, ph, Th) ∈ (Vh, Qh, Wh) ���

ρ(∂tuh,vh)Ωoil
h

+ ρ((uh · ∇)uh, vh)Ωoil
h

+ μ(∇uh,∇vh)Ωoil
h

− (ph,∇ · vh)Ωoil
h

− (∇ · uh, qh)Ωoil
h

=ρgβ(Th − Tref , vh · eg)Ωoil
h

,

ρcp(∂tTh, θh)Ωh
+ ρcp(uh · ∇Th, θh)Ωoil

h
+ (k∇Th,∇θh)Ωh

+
〈
h(T 4

h − T 4
ref) + λ(Th − Tref), θh

〉
∂Ωh

=(Q, θh)Ωh
,

(4.6)
�� eg Ǳ��	�	�������.

���, ����� I = (0, Tend) ����� τ̃i ����, �� un = u(x, Σn
i τ̃i). ��

�� Euler ��, ��� Picard 	
������	
� (
� [23]), ��

ρ

(
un+1

h − un
h

τ̃n

, vh

)
Ωoil

h

+ ρ((un
h · ∇)un+1

h , vh)Ωoil
h

+ μ(∇un+1
h ,∇vh)Ωoil

h

− (pn+1
h ,∇ · vh)Ωoil

h
− (∇ · un+1

h , qh)Ωoil
h

= ρgβ(Tn+1
h − Tref , vh · eg)Ωoil

h
,

ρcp

(
Tn+1

h − Tn
h

τ̃n

, θh

)
Ωh

+ ρcp(un
h · ∇Tn+1

h , θh)Ωoil
h

+ (k∇Tn+1
h ,∇θh)Ωh

+ 〈h
(
(Tn

h )4 + 4(Tn
h )3(Tn+1

h − Tn
h ) − T 4

ref

)
+ λ(Tn+1

h − Tref), θh〉∂Ωh
= (Qn+1, θh)Ωh

.

(4.7)
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������������������ - ����
 (3.3) �������

ρ
(
τ̃−1
n un+1

h ,vh

)
Ωoil

h

+ ρ((un
h · ∇)un+1

h , vh)Ωoil
h

+ μ(∇un+1
h ,∇vh)Ωoil

h

− (pn+1
h ,∇ · vh)Ωoil

h
− (∇ · un+1

h , qh)Ωoil
h

=ρgβ(Tn+1
h − Tref , vh · eg)Ωoil

h
+ ρ

(
τ̃−1
n un

h, vh

)
Ωoil

h

,

ρcp

(
τ̃−1
n Tn+1

h , θh

)
Ωh

+ ρcp(un
h · ∇Tn+1

h , θh)Ωoil
h

+ (k∇Tn+1
h ,∇θh)Ωh

+ 〈(4h(Tn
h )3 + λ)Tn+1

h , θh〉∂Ωh

=
(
Qn+1 + ρcpτ̃

−1
n Tn

h , θh

)
Ωh

+ 〈3h(Tn
h )4 + hT 4

ref + λTref , θh〉∂Ωh
.

(4.8)
������, ��� Picard 	
��, ����� T 4 ����	�	
�, 	�����
�����	
�, �������� Taylor �
���.

4.2 �����

�������, ������������
�
���		�

, �
	���
������	������	�. ��, ��������	��Æ���
�����
�	�, �����Æ��
�

�����	�
. 
�����, ����	����
����, ���
�	
�������������	, ����	����	�	�
�����

���, 	�����������	.

4.2.1 ��������


� [15, 16], ������������ AVA 	�, ������Ǳ���Æ��
��, �	���Ǳ������, ���������	���
���������,
�����Æ���������� AVA ���, 	�������. ����	
	�
an+1

h (An+1
h , V n+1

h ;φh, wh) �
�

an+1
h (An+1

h , V n+1
h ; φh, wh) :=

(
ν ∇× An+1

h , ∇× φh

)
Dh

+
(
ν ∇· An+1

h , ∇· φh

)
Dh

+
(

σ(
An+1

h

τn

+ ∇V n+1
h ), φh + ∇wh

)
Ωcore

h

+ η
[
(An+1

h , φh)Ωh
+ (V n+1

h , wh)Ωcore
h

]
.

(4.9)

������	��� n ���������Ǳ�
� An
h, �� (An+1

h , V n+1
h ) ∈ Xh, ���

an+1
h (An+1

h , V n+1
h ; φh, wh) = (Jn+1

ext ,φ) + (σ
An

h

τn

, φh + ∇wh)Ωcore
h

, (4.10)

�� Jn+1
ext = 1

τn+1

∫ tn+1

tn Jextdt

��� Bn+1 ���� Ω ���Mn+1 ���������������. �����
	�	 Rn+1

time Ǳ���	�

Rn+1
time = Jn+1

ext − σχcore

An+1
h − An

h

τn+1

. (4.11)

Rn+1
ell = ΣKRn+1

ell,K Ǳ���	, Rn+1
ell,K Ǳ���	�

Rn+1
ell,K = J n+1

ext − [∇×
(
ν ∇× An+1

h

)
−∇

(
ν ∇· An+1

h

)
]
∣∣
K
− σ χcore ∇V n+1

h

∣∣
K

.
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Jn+1 = ΣeJ
n+1
e ,�K ∈ Mn+1 Ǳ������, hK ��K ������, he �� e ∈ Bn+1

���. ���	 e �����	�

Jn+1
e := [[ν∇× An+1

h × ne]]e + [[ν∇ · An+1
h ne]]e,

e = ∂K1 ∩ ∂K2.
(4.12)

�� νe �	 K2 �� K1 ��� e ������. �����	���� |||ϕ|||2Ω =(
ν ∇×ϕ, ∇×ϕ

)
D

+. 
����	, �����	���	�� ηn
time ���	�� ηn

space

�����	�� ηn
K�

ηn+1
time =

1
3
|||An+1

h − An
h|||2Ω ≈ C τn+1||Rn+1

time||2L2(Ω), ηn+1
space = ΣK∈Mn+1ηn+1

K ,

ηn+1
K =

1
2
h2

K‖Rn+1
ell,K‖2

L2(K) +
1
2

∑
e⊂∂K

he‖Jn+1
e ‖2

L2(e),
(4.13)

�� Ωe ����� e ∈ Bn ������, C Ǳ���� 0 ���.
��� TOLtime Ǳ��������	, ���
�

ΣN
n=1τnηn

time + 2(ΣN
n=1

∫ tn

tn−1

||Jext − Jn+1
ext ||L2(Ω)dt)2 ≤ TOLtime. (4.14)

������������������� τn+1, ���

ηn+1
time ≤

TOLtime

2T
,

1
τn+1

∫ tn+1

tn

||Jext − Jn+1
ext ||L2(Ω)dt ≤ 1

2T

√
TOLtime. (4.15)

���������������, � TOLspace Ǳ������	, �
������
���������� n + 1 ����
Ǳ�

ηn+1
space ≤

TOLspace

T
. (4.16)

����
�������. ��������, ���������������, �
�� TOLcoarse Ǳ������	, ������	���	��:

ηn+1
coarse =

1
τn

||In+1
H An+1

h − An+1
h ||2L2(Ω) + |||In+1

H An+1
h − An+1

h |||2Ω. (4.17)

�� In+1
H : Xn+1

h → Xn+1
H ��� H(curl) ����.

�� 3.3.1 
� (An−1
h , V n−1

h ) ∈ Xh, τn > 0. 
 Un
∗ := (An

∗ , V n
∗ ) Ǳ��������


��. �Mn
H Ǳ�Mn ������. 
 Un

h := (An
h, V n

h ), Un
H := (An

H , V n
H) ��Ǳ�


(4.10) ���Mn
H �Mn ���. 
��
��	
��

||Un
∗ − Un

H ||2τn,Ω ≤ ||Un
∗ − Un

h ||2τn,Ω + ||Un
h − In

HUn
h ||2τn,Ω. (4.18)

�� ||ϕ||τn,Ω := an
h(ϕ, ϕ), ���� ϕ ∈ X.

���� [16][Theorem 7.15] �����
, ���	����.



152 � � � � Vol. 46

�������	��	��, ������ Maxwell ��� AVA ��������
����������

Algorithm 2 Maxwell �� AVA �������
1: ����� TOLtime, TOLspace �� TOLcoarse ��� δ1 ∈ (0, 1), δ2 > 1, ��

θtime ∈ (0, 1). ��������� n − 1, ��Mn−1, ������ τn−1 ��

Un−1
h �

2: Mn := Mn−1, τn := τn−1, tn := tn−1 + τn

���� Euler ��, ���Un−1
h ��� (4.10) ����Un

h ����Mn ���

�����	�����.
3: while(4.15) ���

τn := δ1τn, tn := tn−1 + τn

����� Un−1
h ��� (4.10) ���� Un

h ����Mn ��������

	�����.
end while

4: while ηn
space > TOLspace/T

����Mn, ��������, ����ǱMn

��� Un−1
h ��� (4.10), �������� Un

h ����������	���

��.
while(4.15) ���

���� 3 ���.
end while

end while
5: if ηn

coarse ≤ TOLcoarse
T

then
����Mn, ��������, ����ǱMn, ��� Un−1

h ��� (4.10),
�������� Un

h .
end if

6: if ηn
time ≤ θtime

TOLtime
2T , 1

τn

∫ tn

tn−1 ||Jext − Jn+1
ext ||L2(Ω)dt ≤ 1

2T

√
θtimeTOLtime

then
τn := δ2τn

end if

������, ���� Euler ���, 
�����Ǳ δ1 = 0.5, δ2 = 2 �� θtime =
0.5. ��, ���
����	 TOLcoarse �������	 TOLspace, ��������
��	�����	 TOLtime ���Ǳ�������.

����, ����Ǳ�	��, ������	
���	��. ���
�����
��	���
, 	�


���������. �
�
�����	���
, ���
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�����. �����		�
�, �����	�������, �	�
���	��
�������	�, 	�������, 	���������	�������	��
Ǳ. ���
�����	���
, ����������, ���
, 
�������
��, �� 3.3.1 ����
����	���
�����������, ��	����
�����
�����
�������	. ���
�����	�����
, ��

, 
�"���������, �"��. �����������������.

4.2.2 � - ���������

�� Picard 	
���� Euler ����, ���������Ǳ n + 1 �� - ���
�������

ρ

(
un+1

h

τ̃n

, vh

)
Ωoil

h

+ ρ((un
h · ∇)un+1

h , vh)Ωoil
h

+ μ(∇un+1
h ,∇vh)Ωoil

h
− (pn+1

h ,∇ · vh)Ωoil
h

=ρgβ(Tn+1
h − Tref , vh · eg)Ωoil

h
+ ρ

(
un

h

τ̃n

, vh

)
Ωoil

h

,

(∇ · un+1
h , qh)Ωoil

h
= 0,

ρcp

(
Tn+1

h

τ̃n

, θh

)
Ωh

+ ρcp(un
h · ∇Tn+1

h , θh)Ωoil
h

+ (k∇Tn+1
h ,∇θh)Ωh

+ 〈(4h(Tn
h )3 + λ)Tn+1

h , θh〉∂Ωh

=
(

Q̄n+1 + ρcp
Tn

h

τ̃n

, θh

)
Ωh

+ 〈3h(Tn
h )4 + hT 4

ref + λTref , θh〉∂Ωh
,

(4.19)
�� Q̄n+1 = 1

τ̃n+1

∫ tn+1

tn
Q dt

� - ���������������������, ����	����, ����
���	��.

��	��� K ⊂ Ωoil , �����	���	 Rn+1
mom,K:

Rn+1
mom,K = ρ(

un+1
h − un

h

τ̃n+1

+ (un
h · ∇)un+1

h ) + ∇pn+1
h − μΔun+1

h − ρgβ(Tn+1
h − Tref)eg. (4.20)

���	 Rn+1
div,K := ∇ · un+1

h , ���	 Rn+1
T,K :

Rn+1
T,K = ρcp(

Tn+1
h − Tn

h

τ̃n+1

+ un
h · ∇Tn+1

h ) −∇ · (k∇Tn+1
h ) − Q̄n+1. (4.21)

���, ���	���	, ������� e = ∂K1 ∩ ∂K2, �� ne 	K2 → K1.

Jn+1
mom,e := [[μ(∇un+1

h )ne − pn+1
h ne]]e, Jn+1

T,e := [[k∇Tn+1
h · ne]]e. (4.22)


����	���	 Rn+1
bc �

Rn+1
bc = −k∇Tn+1

h · n − (h(Tn+1
h )4 − T 4

ref) − λ(Tn+1
h − Tref). (4.23)

�������	�	��. �����	���	�� ηn+1
k :

(ηn+1
K )2 =h2

K(||Rn+1
mom,K||2L2(K) + ||Rn+1

div,K)||2L2(K) + ||Rn+1
T,K )||2L2(K)

+ Σe⊂∂Khe(||Jn+1
mom,e)||2L2(e) + ||Jn+1

T,e )||2L2(e) + hK ||Rn+1
bc ||2L2(∂Ω∩∂K).

(4.24)
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���, ���	���Ǳ ηn+1
space := ΣK∈Mn+1ηn+1

k , ������	��Ǳ ηn+1
time, �


�ηn+1
time = ||un+1

h − un
h||2L2(Ω) + ||Tn+1

h − Tn
h ||2L2(Ω). 
����	���	��: ηn+1

coarse :=
1

τ̃n+1
||In+1

H Un+1
h − Un+1

h ||2L2(Ω) + ||In+1
H Un+1

h − Un+1
h ||2H1(Ω).

�	�	���, � - ������������������������, ���
�������	������, �����	����.

4.2.3 �����������

���������Maxwell �� AVA ����������� - ��������
���, �������	, �������Ǳ τn, ����Ǳ tn = Σn

i τi, � - ������
�Ǳ τ̃n, ����Ǳ tn = Σn

i τ̃n. ����
������� n ������������
���

Algorithm 3 �����������
1: ����� TOLtime, TOLspace �� TOLcoarse ��� δ1 ∈ (0, 1), δ2 > 1, ��

δ1δ2 = 1. ������M0 ���� U0
1,h = (A0, V 0), U0

2,h = (u0, p0, Tref), �
n = 1, t0 = 0

2: ���� T = Tref , ������� (4.10) ��� σ(T ), ν(T ). ��� - �����
�Ǳ τ̃1, ������������� τ1, ���� τ̃1 = c1δ

c2
2 τ1, �� c1, c2 �Ǳ�

��. ����� [0, τ̃1] ��Maxwell �� AVA ������� 2, �������
Ǳ U1

1,h = (A1
h, V 1

h ), ���������ǱM1, ����������� {τ1
n}.

� (A1
h, V 1

h ) ��, ���	�B1
h, E1

h, ���� [24] ��������, �����
���Q1,	��� Q̄1,�������� -������ (4.19), ����� τ̃1,�
�M1 Ǳ����, �������. ����	������, �������Ǳ
τ̃ ′
1, ����� (0, τ̃ ′

1), (τ̃
′
1, τ̃1) ���������. ���������, ����

�, ����� 2 ���
, �����, ���. ������ U1
2,h = (u1

h, p1
h, T 1

h ),
�����ǱM1,

3: � n ������Mn := Mn−1, τn := τn−1, τ̃n := τ̃n−1, ������ (tn−1, tn−1 +
τ̃n), ������Un−1

1,h , Un−1
2,h , � T n−1

h ������� (4.10), ��������
�� σ, ν. ������������� τn, ���� τ̃n = c1δ

c2
2 τn, �����Ǳ

t0 = tn−1, 	
��Ǳ tn−1 + τ̃n ��Maxwell �� AVA ������� 2, ���
����Ǳ Un

1,h = (An
h, V n

h ), ���������ǱMn, �����������
{τn

n }.
� (An

h, V n
h ) ��, ���	� Bn

h , En
h , ���� [24] ��������, ����

���� Qn, 	��� Q̄n, �������� - ������ (4.19), �����
τ̃n, ��Mn Ǳ����, �������. ����	������, ������
�Ǳ τ̃ ′

n, ����� (tn−1, (tn−1 + τ̃ ′
n), (tn−1 + τ̃ ′

n, tn−1 + τ̃n) ����������
�. ���������,�����, ����� 2 ���
, �����, ���.
������ Un

2,h = (un
h, pn

h, T n
h ), ����ǱMn.

4: � n := n + 1, REPEAT
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����������������, ����� Picard 	
����������
"���, ������������� Picard 	
�, ���������������
	
��Ǳ σ, ν, ����������������	 T , ������� σ, ν, ����
�	�������, ��������	
����, Ǳ����������, ����
������� �, �������������� - ������. ��� - ����
����, ����� Picard 	
��, ����
���	
��, Q ���� B, E �

���	
�, ������������������������	� Q �, ���
.
���������	
����������, Ǳ�������������.

������������� ��"�����, �
��	��
�� ����
	, �����������	��, ��	��������	�, �	���	. ���
�
���
, ��������������, ����������, �������
�, 	����������. ���������	
��������������, �
�Ǳ��������������, 
���������	��, �	�������
"����, �"����, ��������.

���	��������������, �������������	, ����
����Ǳ�������	������, ������	�������, ������
Æ�������	�
, �
�������Æ���	���, ��������Æ�
���	�������	��. ���������������Æ	�, ������
����
��	��������	���, �����
�����������	�
��, �������������	�������	
. �����������, ��
������	��, ���������������
����.

5 ��

����, ��
��	���������, �������������. ����
�����������, ���� Picard 	
���� - � - ��������
�Ǳ�
���� - �����������. ���������� AVA 	���������

���	, �	� Lagrange ��	�
���������	, ��� - ������,
������ Euler ���������. ��, �����������
	��, ���
�����, �
 PDE ��	��, ���������������
����, ���
����������������
�Æ��������	���
,  ������
��.
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ADAPTIVE FINITE ELEMENT METHOD FOR THE

ELECTROMAGNETIC � THERMAL � FLUID MULTIPHYSICS

COUPLED MODEL OF OIL-IMMERSED TRANSFORMERS
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Abstract: This study investigates the numerical solution of the coupled electromagnetic-

thermal-fluid multiphysics model inside oil-immersed power transformers. To reduce the

complexity of the actual geometric configuration, the transformer is simplified to a representative

three-dimensional single-phase structure. A Picard linearization strategy is employed to decouple

the strongly coupled system, thereby splitting the full multiphysics model into an alternating

iterative framework consisting of the electromagnetic A-V-A formulation and the thermo-fluid

coupled equations. Based on this decomposition, efficient solvers for each individual physical

field are developed by combining the backward Euler time discretization with an adaptive finite

element method, enabling the treatment of nonlinearities, coefficient jumps, and highly irregular

subdomains inherent in the model. Finally, these single-field adaptive solvers are incorporated into

the overall coupling procedure, yielding a unified adaptive finite element algorithm tailored for the

multiphysics system of oil-immersed transformers.

Keywords: oil-immersed transformer; Multiphysics coupling model; numerical simulation;

adaptive method; finite element method
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