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图上无界拉普拉斯算子非线性抛物方程解的存在性和爆破现象

朱立平, 黄大伟
(西安建筑科技大学理学院, 陕西 西安 710055)

摘要: 本文研究了局部有限图上无界拉普拉斯算子非线性抛物方程 ut = ∆u + h(x)f(u(x, t))

解的存在性和爆破问题. 首先利用巴拿赫不动点定理证明了温和解在短时间内的存在唯一性; 其次, 通

过巧妙地构造辅助函数, 在图满足多项式增长条件和 f 满足适当的条件下, 利用热核估计证明了温和

解会在有限时间内爆破. 推广了文献 [13] 的结果.
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1 引言

本文研究局部有限图 G(V, E) 上抛物方程

{
ut = ∆u + h(x)f(u(x, t)), (x, t) ∈ V × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ V.
(1.1)

温和解的存在唯一性和爆破现象, 这里 V 表示图 G 所有顶点的集合, E 表示图 G 所有边的

集合, ∆ 表示图 G 上的无界拉普拉斯算子. h(x) 是定义在 V 上的一个非负有界函数, 令

h0 = inf
x∈V

h(x), h1 = sup
x∈V

h(x).

初值 u0(x) 是有界, 非负, 非平凡的.
自 1966 年 Fujita[1] 在文献中给出 RN 上半线性热方程解发生爆破的临界指标之后, 越

来越多的中外学者开始关注抛物方程解的整体存在性与爆破现象的理论研究 [2–6]. 1988 年,
对于抛物方程初边值问题





ut = Lu + h(x, t)f(u), (x, t) ∈ D × (0, T ],

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, x ∈ D̄,

u(t, x) = 0, (x, t) ∈ ∂D × (0, T ].

(1.2)

这里 L 是区域 D ⊂ RN 上的一致椭圆算子. 当 f 满足适当条件时, Meier[2] 利用上下解方法,
结合比较原理, 证明了解在有限时间内爆破, 并得到了爆破时间的上界估计, 给出了更一般的
爆破条件.
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近年来, 图上离散抛物方程越来越多地被用来模拟人工智能, 生命科学, 信息传播等领域
中发生在复杂网络结构上的耦合动力学过程. 在热传导模拟中, 离散抛物方程用于描述复杂
几何结构的温度分布, 帮助优化散热设计; 在环境科学领域, 被用于模拟污染物在地下水中扩
散的时空演化, 为污染治理提供理论支持; 在社交网络信息传播领域, 将用户视为节点, 关注
关系被视为带权边, 用户对信息的知晓度视为节点上的状态量, 从而建立一个基于网络结构
和邻居交互的, 可计算的离散抛物方程模型. 又因为在科学计算与工程仿真中, 其具有便于计
算机求解, 同时保留原方程物理特性的优点, 因此关于图上离散抛物方程解的存在性和渐近
行为研究已成为众多学者研究的热点问题之一 [7–13].

2017 年在满足曲率维数条件 CDE′(n, 0) 和多项式体积增长条件的有限或局部有限连通
加权图上, Yong Lin 和 Yiting Wu[10] 针对半线性热方程

{
ut = ∆u + u1+α, (x, t) ∈ V × (0,+∞),

u(x, 0) = a(x), x ∈ V.
(1.3)

证明了对于有界, 非负, 非平凡初值, 若 0 < mα < 2, (1.3) 不存在非负全局解; 若mα > 2, 当
初值足够小时, 非负解是全局解. 2018 年, 作者 [11] 进一步研究了更具一般性的非线性抛物方

程

ut = ∆u + f(u(x, t)), (x, t) ∈ V × (0,+∞). (1.4)

当 f 满足适当条件时, 作者分别证明了初值问题和 Dirichlet 初边值问题的解会在有限时间
内发生爆破现象.

2024 年 Yang Liu[12] 利用 Banach 不动点定理, 证明了局部有限图上抛物方程
{

ut = ∆u + h(x)u1+α(x, t), (x, t) ∈ V × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ V
(1.5)

的解在短时间内是存在且唯一的. 在图 G 满足曲率维数条件 CDE′(n, 0) 和多项式体积增长
条件下, 作者利用热核估计证明得到了和文献 [10] 相同的结论.
在已有的相关研究基础上, 2025 年 Yong Lin[13] 等人研究了局部有限图上无界 Laplace

算子半线性热方程

{
ut = ∆u + u1+α(x, t), (x, t) ∈ V × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ V.
(1.6)

解的存在性与爆破现象. 为处理无界 Laplace 算子, 作者引入温和解避免交换半群 Pt 和∆ 的
运算顺序, 证明了温和解短时间内的存在唯一性. 此外, 通过引入图上一种新的内蕴度量, 得
到一个新的热核对角下界估计, 并由此证明了非负全局解是不存在的.
受上述文献启发, 本文借助于文献 [13] 给出的内蕴度量, 本文通过构造 Banach 空间, 利

用不动点定理证明局部有限图上无界拉普拉斯算子非线性抛物方程 (1.1) 温和解在短时间内
的存在性. 此外通过巧妙地构造辅助函数证明解在有限时间内发生爆破. 和文献 [13] 相比,
方程 (1.1) 中的非线性源项 h(x)f(u(x, t)) 更具有一般性, 从而结论具有更广泛的适用性.

2预备知识
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设 V 是图的顶点集, ω : V × V → [0,∞) 是一个权重函数, 且对于所有的 x, y ∈ V , 满足
对称性: ωxy = ωyx; 正定性: 当且仅当 x ∼ y 时有 ωxy > 0. µ : V → (0,∞) 是一个在 V 上的

正测度函数.
定义拉普拉斯算子如下

∆f(x) =
1

µ(x)

∑
y∼x

ωxy(f(y)− f(x)),

当且仅当 Dµ =

∑
y∼x

ωxy

µ(x)
< ∞ 时, 拉普拉斯算子∆ 是有界的.

本文中, 我们考虑无界拉普拉斯算子. 定义 Pt = et∆ 是与∆ 对应的半群算子. 此外有

Ptf(x) =
∑
y∈V

µ(y)p(t, x, y)f(y),

和

lim
t→0+

Ptf(x) = P0f(x) = f(x).

为处理无界拉普拉斯算子, 参考文献[13], 我们引入图上一种内蕴度量.
定义 2.1[13] 设距离函数 ρ : V × V → [0,∞) 满足对任意的 x ∈ V 有

∑
y∈V

ωxyρ
2(x, y) ≤

µ(x), 成立, 则称 ρ 是图上的一个内蕴度量. 此外若存在一个正常数 j, 使得

sup{ρ(x, y) | x, y ∈ V, x ∼ y} ≤ j,

我们称 ρ 是存在有限跳跃. 对于固定的点 x ∈ V , 基于内蕴度量 ρ 定义图上的球如下:

Bρ(x, r) = {y ∈ V : ρ(x, y) ≤ r},

这里 r ≥ 0, 如果球 Bρ(x, r) 具有有限基数, 则称 Bρ(x, r) 是一个有限球, 这时球的体积定义
为

Vρ(x, r) =
∑

y∈Bρ(x,r)

µ(y).

定义 2.2[13] 若存在常数 C > 0 和 r0 > 0, 使得对于所有的 x ∈ V 和 r ≥ r0 都有

Vρ(x, y) ≤ Crm,

这里m ∈ N+, 则称图 G 满足m 次多项式体积增长条件.
定义 2.3 若函数 u : V × [0, T ) → R 在 (0, T ) 上连续可微且一致有界, 对任意的

(x, t) ∈ V × [0, T ) 满足

u(x, t) = Ptu0(x) +
∫ t

0

Pt−sh(x)f(u(x, s)) ds, (2.1)

那么称 u 为方程 (1.1) 的一个温和解.
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引理 2.4[13] 设 G = (V, E) 是一个带内蕴度量 ρ 的加权图, 且 ρ 具有有限跳跃和有限球

性质. 若图满足m 次多项式体积增长条件, 那么对所有的 x ∈ V 和足够大的时间 t 有

p(t, x, y) ≥ 1
4Vρ(x, c

√
t log t)

,

其中 c >
√

m
2
.

下面我们给出一些图上热核的重要性质.
引理 2.5[14, 15] 对于 t, s > 0 和 x, y ∈ V , 都有
(1)p(t, x, y) 是对时间 t 连续的;
(2)p(t, x, y) = p(t, y, x);
(3)p(t, x, y) ≥ 0;
(4)

∑
y∈V

µ(y)p(t, x, y) ≤ 1;

(5)∂tp(t, x, z) = ∆yp(t, x, y) = ∆xp(t, x, y);
(6)

∑
z∈V

µ(z)p(t, x, z)p(s, z, y) = p(t + s, x, y);

(7)p(t, x, y) 在时间 t 上是非递增的.
定义 2.6 如果对于所有的 t > 0, x ∈ V 都有

∑
y∈V

µ(y)p(t, x, y) = 1.

则图 G = (V, E) 是随机完备的.
注 由文献[13] 可知, 如果对于足够大的 r, 图 G 满足m 次多项式体积增长条件, 那么 G

是随机完备的.

3主要结论

为了得到结论, 我们假设函数 f 满足以下条件:
(a1)f 在 [0,+∞) 上满足 Lipschitz 条件, L 为 Lipschitz 常数;
(a2)f 是有界函数且 f(0) = 0;
(a3) 对所有的 τ > 0 都有 f(τ) > 0;
(a4)f 在 [0,+∞) 上是凸函数;
(a5) 存在一个 r0 > 0, 当 r > r0 时,

∫ +∞
r

1
f(τ)

< ∞.
定理 3.1 假设 G = (V, E) 是一个局部有限连通图, 函数 f 满足条件 (a1)− (a3) 那么对

于任意的有界初值, (1.1) 存在唯一的温和解.
证 首先定义 Banach 空间

Xt = {u : V × [0, T ] → R},

其范数定义为

||u||Xt
= sup

V×[0,T ]

|u|.
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对于任意的 u ∈ Xt, 我们证明算子

D(u)(x, t) =
∑
y∈V

µ(y)p(t, x, y)u0(y) +
∫ t

0

∑
y∈V

µ(y)p(t− s, x, y)h(y)f(u(y, s)) ds,

在闭球 B(u0, A||u0||Xt
) 上是一个压缩映射, 其中

B(u0, A||u0||Xt
) = {u ∈ Xt : ||u− u0||Xt

≤ A||u0||Xt
},

这里 A > 2.
首先, 我们证明算子 D(u)(x, t) 关于时间 t 连续, 对任意的 t1, t2 ∈ [0, T ] 和 x ∈ V, 由于

∑
y∈V

µ(y)p(t, x, y) ≤ 1,

所以
∣∣∣∣∣
∫ t2

t1

∑
y∈V

µ(y)p(t− s, x, y)h(y)f(u(y, s)) ds

∣∣∣∣∣

≤h1

∣∣∣∣∣
∫ t2

t1

∑
y∈V

µ(y)p(t− s, x, y)
(
f(u(y, s))− f(0)

)
ds

∣∣∣∣∣

≤h1

∣∣∣∣∣
∫ t2

t1

∑
y∈V

µ(y)p(t− s, x, y)L‖u‖Xt
ds

∣∣∣∣∣
≤h1L‖u‖Xt

|t2 − t1|
≤h1L(A + 1)‖u0‖Xt

|t2 − t1|.

又因为
∑
y∈V

µ(y)p(t, x, y)u0(y) 关于时间 t 连续, 结合上式可知算子 D(u)(x, t) 关于时间

t 连续.
其次, 证明 D(u)(x, t) 是闭的. 对于任意的 u ∈ B(u0, A||u0||Xt

), 有

|D(u)(x, t)− u0| ≤ |D(u(x, t))|+ ||u0||Xt
≤ 2||u0||Xt

+ h1L(A + 1)||u0||Xt
T ≤ A||u0||Xt

,

其中

T ≤ A− 2
h1L(A + 1)

,

所以有 D(u)(x, t) ∈ B(u0, A||u0||Xt
).

最后, 证明算子 D(u)(x, t) 是一个压缩映射, 对于任意 u, v ∈ B(u0, A||u0||Xt
),

|D(u)−D(v)|(x, t) ≤
∫ t

0

∑
y∈V

µ(y)p(t− s, x, y)h(y)|f(u((y, s)))− f(v((y, s)))|ds

≤ h1

∫ t

0

∑
y∈V

µ(y)p(t− s, x, y)|f(u((y, s)))− f(v((y, s)))|ds

≤ h1LT ||u− v||Xt
.
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这里 h1LT < 1.
所以由压缩映射原理可知积分方程




u(x, t) =
∑
y∈V

µ(y)p(t, x, y)u0(y) +
∫ t

0

∑
y∈V

µ(y)p(t− s, x, y)h(y)f(u(y, s)) ds,

(t, x) ∈ [0, T ]× V,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ V.

(3.1)

存在唯一解 u ∈ B(u0, A||u0||Xt
), 即方程 (1.1) 存在唯一温和解.

定理 3.2 假设 G(V, E) 是一个局部有限连通加权图, 图上的内蕴度量 ρ 具有有限跳跃和

有限球性质, 存在一个顶点 x0 ∈ V , 使得初值 u0(x0) > 0, 函数 f 满足 (a1)− (a5). 令

F (r) =
∫ +∞

r

1
h0f(τ)

dτ,

如果存在一个实数 δ 且 0 < 2
δ+1

< 1, 使得

F (t−1) ≤ t
2

m(δ+1) . (3.2)

那么 (1.1) 的非负温和解 u 在有限时间内爆破.
证 我们利用反证法来证明定理 3.2: 假设方程 (1.1) 存在一个非负温和解 u, 定义

Jt(x, s) = Pt−s(u(·, s)(x)) =
∑
y∈V

µ(y)p(t− s, x, y)u(y, s),

Kt(s, x) = Pt−s(h(x)f(u(x, s))) =
∑
y∈V

µ(y)p(t− s, x, y)h(y)f(u(y, s)).

令

ηk =

{
1, x ∈ Bρ(x0, k),

0, x /∈ Bρ(x0, k),

由 ηk 的定义可得

Pt−s(Ps−τh(x)f(u(x, τ))) · ηk ≤ Pt−s(Ps−τh(x)f(u(x, τ))) · ηk+1,

Pt−s

(
Ps−τh(x)f(u(x, τ))

) · ηk ≤ Pt−τh(x)f(u(x, τ))

≤ h1|f(u)− f(0)|
≤ h1L(A + 1)‖u0‖Xt

,

根据单调收敛定理可得, 当 k →∞ 时

Pt−s(Ps−τh(x)f(u(x, τ))) · ηk → Pt−τh(x)f(u(x, τ))),

从而根据控制收敛原理得
∫ s

0

Pt−s(Ps−τh(x)f(u(x, τ)) · ηk dτ) →
∫ s

0

Pt−τh(x)f(u(x, τ)) dτ.
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类似地, 当 k →∞ 时

Pt−s(
∫ s

0

Ps−τh(x)f(u(x, τ)) dτ · ηk) → Pt−s(
∫ s

0

Ps−τh(x)f(u(x, τ)) dτ),

又因为

Pt−s(
∫ s

0

Ps−τh(x)f(u(x, τ)) dτ · ηk) =
∫ s

0

Pt−s(Ps−τh(x)f(u(x, τ)) · ηk dτ),

根据极限的唯一性有

Pt−s(
∫ s

0

Ps−τh(x)f(u(x, τ)) dτ) =
∫ s

0

Pt−τh(x)f(u(x, τ)) dτ.

由 (2.1) 式可得

Jt(x, s) = Pt(u0)(x) +
∫ s

0

Kt(x, τ) dτ,

对上式关于 s 求导

∂sJt(x, s) = Kt(x, s) = Pt−sh(x)f((u)(x, s)) ≥ h0Pt−sf(u(x, s)),

利用 Jensen’s 不等式和图 G 的随机完备性, 可以得到

Pt−sf(u(x, s)) =
∑
y∈V

µ(y)p(t− s, x, y)f(u(y, s))

≥ f

(∑
y∈V

µ(y)p(t− s, x, y)u(y, s)

)

= f(Pt−su(x, s)),

即有

∂sJt(x, s) ≥ h0f(Jt(x, s)). (3.3)

考虑如下辅助函数：

Q(s) =
F (Jt(x, 0))− F (Jt(x, s))

h0

=
∫ Jt(x,s)

Jt(x,0)

1
h0f(τ)

dτ, (3.4)

由于 u 是一个非负温和解, 由 (3.1), 对于任意的 (x, t) ∈ V × [0, T ), 有

u(x, t) ≥ µ(x0)p(t, x, x0)u0(x0) +
∫ t

0

∑
y∈V

µ(y)p(t− s, x, y)h(y)f(u(y, s)) ds,

当 t > 0 时, p(t, x, x0) > 0, u0(x0) > 0, f 非负, 所以

∫ t

0

∑
y∈V

µ(y)p(t− s, x, y)h(y)f(u(y, s)) ds ≥ 0,
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从而 u(x, t) > 0, 因此 Jt(x, s) > 0. 由 (3.4) 式可知, 对任意的 s ∈ [0, t), 有 Q′(s) =
∂sJt(x, s) 1

h0f(Jt(x,s))
≥ 1, 易知 Q(0) = 0, 对任意 0 < ε < t, 利用中值定理得到

Q(t− ε)−Q(0)
t− ε

= Q′(s), s ∈ (0, t− ε),

进而有

Q(t− ε) ≥ t− ε. (3.5)

因为对于任意 s > 0 都有 f(s) > 0, 故 F (Jt(x, s)) > 0, 所以有

F (Jt(x, 0)) > F (Jt(x, 0))− F (Jt(x, t− ε)) = Q(t− ε) ≥ t− ε,

让 ε → 0, 就有

F

(∑
y∈V

µ(y)p(t− s, x, y)u0(y, s)

)
> t.

当 r0 > 0, r ≥ r0, x ∈ V 时, 由多项式增长条件 Vρ(x, r) ≤ Crm 有

p(t, x, x) ≥ 1
4Ccm

(
t

1
2 log t

)−m

,

进而 ∑
y∈V

µ(y)p(t− s, x, y)u0(y) ≥ µ(x)p(t, x, x)u0(x) ≥ C̃
(
t

1
2 log t

)−m

,

这里 C̃ = µ(x)a(x)
4Ccm > 0, 由于 F 在 (0,+∞) 上严格递减, 因此

F

(
C̃

(
t

1
2 log t

)−m
)

> t. (3.6)

另一方面, 当 δ > 0 时 lim
t→+∞

C̃−
1
m log t

t
δ
2

= 0, 所以存在一个 t1 > 0, 当 t > t1 时, 有

C̃− 1
m t

1
2 log t < t

δ+1
2 , 进而当 t > t1 时, 由 (3.2) 式有

F

(
C̃

(
t

1
2 log t

)−m
)

< F
(
t
−m(δ+1)

2

)
< t.

与 (3.6) 式矛盾.
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THE EXISTENCE OF SOLUTIONS AND BLOW-UP

PHENOMENON TO THE PARABOLIC EQUATION FOR

UNBOUNDED LAPLACIANS ON THE GRAPHS

ZHU Liping, HUANG Dawei

(College of Science, Xi’an University of Architecture and Technology, Xi’an 710055, China)

Abstract: In this paper, we study the existence and blow-up of solutions to a

nonlinear parabolic equation with unbounded Laplace operators on locally finite graphs:

ut = ∆u + h(x)f(u(x, t)). First, the existence and uniqueness of mild solutions in a short time

interval are established using the Banach fixed-point theorem. Then, by skillfully constructing

auxiliary functions and under appropriate conditions concerning polynomial growth of the graph

and the nonlinearity f , the finite-time blow-up of mild solutions is proved via heat kernel estimates.

These results extend those in the literature [13].

Keywords: unbounded Laplacians operator; blow-up; parabolic equation
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