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摘要: 本文研究了 Banach 空间上的凸泛函四重不等式, 该不等式联系于 Banach 空间中的凸

泛函的几何性质及凸函数的光滑性条件. 具体地, 研究了凸函数 f 满足一定条件下的单调性和凹凸性,

并在 1 ≤ p ≤ 2 时的 p 一致光滑 Banach 空间上, 建立了四重不等式, 即对任意 y, z, k, w ∈ X, 有

f(‖y − k‖) + f(‖z − w‖) ≤ f(‖y − w‖) + f(‖w − k‖) + Cf(‖z − k‖) + Cf(‖y − z‖).

并且给出了该结论在 Lp 空间和非交换的 Lp 空间以及某些内插空间上的应用. 这一工作是 Enflo关于

圆度不等式及 Schötz 在 Hilbert 空间上的凸泛函四重不等式在 Banach 空间框架下的推广.
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1 引言

为了回答 Lindenstrauss 在文献 [1] 中提出的猜想, 即当 p1 6= p2, 1 ≤ p1, p2 ≤ 2 时,
无限维的 Lp1(µ) 和 Lp2(µ) 不是一致同胚的, Enflo 在文献 [2] 中引入了度量空间中“圆
度”(roundness) 的几何概念：设 (X, d) 是度量空间, 集合 < ⊂ [0,∞). 对任意 p ∈ < 以及任
意 y, z, k, w ∈ X, 满足如下的四重不等式

dp (y, k)− dp (y, w)− dp (z, k) + dp (z, w) ≤ dp (k, w) + dp (y, z) . (1.1)

我们称集合 < 的上确界为 (X, d) 的圆度.
在任何度量空间中, 当 p = 1 时, 根据三角形不等式, (1.1) 式总成立. 若 X 是 Hilbert

空间且 p = 2, 通过平行四边形法则也容易得到 (1.1)式. Enflo 在文献 [2] 中证明了 Lp 空间

(1 ≤ p ≤ 2) 的圆度正好为 p. 这使得不同 p 值的 Lp 空间在一致同胚映射下无法满足小于

p1/p2 阶的 Lipschitz 条件, 从而证明当 1 ≤ p1 6= p2 ≤ 2 时 Lp1(µ) 和 Lp2(µ) 空间不是同构
的, 给出了 Lindenstrauss 猜想的肯定回答. 随后 Enflo 对圆度及其推广概念做了一系列研究,
如在文献 [3] 中, Enflo 证明了若 Banach 空间的圆度为 p, 则当 1 ≤ q ≤ p, 不等式 (1.1) 成立.
并指出对一般的度量空间, 该性质不成立. 利用圆度的概念, Enflo 还刻画了拓扑群和 Banach
空间结构之间的关系 (参见文献 [2–5]). 我们注意到, Lennard 等研究了 Banach 空间的圆度
概念与几何概念余型之间的关系 [6]; 他们还证明了当 2 < p < ∞ 时, Lp 空间具有圆度 p′, 其
中 1/p + 1/p′ = 1 [7].
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事实上, 圆度及其推广概念在度量几何的研究中起着重要作用. Enflo 的工作已被大量
扩展到许多其他特殊类别的度量空间, 例如, 超度量空间 [6, 8–11], 测地空间 [12, 13] 以及 p

型度量空间 [6, 8, 9, 14] 等. 值得注意的是, 在 Banach 空间的设定下, 圆度与其他几何概念
紧密地联系在一起, 包括 Banach 空间的型和余型、一致光滑性和一致凸性. 如前所述, Enflo
关于圆度的第一项工作是关于经典的 Lp 空间, 这些空间具有丰富的几何性质. Enflo 在 [15]
中还证明了, Banach 空间X 具有圆度 p0 > 1 当且仅当X 对于某个 p > 1 是 p 一致光滑的.
在文献 [16] 中, Amini-Harandi 证明了如果 Banach 空间具有大于 1 的最大圆度, 那么它是一
致光滑的；另一方面, 如果它的最小余圆度是有限的, 那么它是一致凸的.
最近, 在论文 [17] 中, Schötz 推广了 Hilbert 空间上的四重不等式, 建立在平行四边形法

则和Cauchy-Schwarz不等式上,他将 (1.1)式中的 dp 替换成 f(d),这里的 f 是任一具有凹导

数的非负非减的凸函数 (见下面的命题 1.1). 实际上这一不等式在任何满足 Cauchy-Schwarz
不等式的度量空间上成立, 包括所有的 CAT(0) 空间. Schötz[18] 指出这一不等式可以应用到

证明这些度量空间中广义 Fréchet 均值的收敛速率问题.
设 S 是具有凹导数的非负、单调增加的凸函数构成的集合, 且 S0 = {f ∈ S : f (0) = 0}.

在 [17] 中, Schötz 在内积空间中的关键结果如下：
命题 1.1 [17] 设 (V, 〈·, ·〉) 是一个内积空间, d 是由内积诱导的距离, 且 f ∈ S0. 则对任

意 y, z, k, w ∈ V , 有

f (d (y, k))− f (d (y, w))− f (d (z, k)) + f (d (z, w)) ≤ f (d (k, w)) + f (d (y, z)) . (1.2)

最新的文献 [19] 中指出命题 1.1 中的集合 S 中的函数 f 等价于 f 是非减、凸且 3 凹的,
并且相关概念已被广泛研究 (参见 [20–23]), 并且作者把该不等式推广到一般的 Banach 空间
框架下.
在 Banach 空间中有诸多反映几何性质的不等式, 如 Clarkson 不等式, Hanner 不等式,

Pisier 的 p 光滑模和 q 凸性模不等式等. 在 [6] 中, Lennard 从 [2] 推导出具有圆度 p 的

Banach 空间具有 p 型. 显然, 在 Banach 空间的框架下 (1.2) 是否成立与 Banach 空间的几
何性质密切相关. 此外, 我们也必须考虑凸函数 f 满足的合适条件. 在本文中, 我们主要讨论
了 p 一致光滑的 Banach 空间上的凸泛函不等式, 主要结果如下.
定理 1.2 设 1 ≤ p ≤ 2. 设 f : [0,∞) → R 是非负、非减且凸的函数, 且 t 7→ f(t)/tp 是

非增的. 设 Banach 空间 (X, ‖ · ‖) 是 p 一致光滑的. 那么存在 C > 0, 使得对于任意四个点
y, z, k, w ∈ X, 有

f (‖y − k‖)+f (‖z − w‖) ≤ f (‖y − w‖)+f (‖w − k‖)+Cf (‖z − k‖)+Cf (‖y − z‖) . (1.3)

定理 1.2 中 f 满足的条件保证了结论的成立, 我们将在第二节详细证明涉及该凸函数
的泛函不等式. 由于我们的结果联系于 Banach 空间的几何性质, 我们将在第三节介绍涉及
Banach 空间几何性质的概念和不等式, 并证明本文的主要结果及其它一些相关结论.

2 一致光滑的凸函数

本节我们阐述一些关于凹 (或凸) 函数的有用性质. 首先, 若函数 f : [0,∞) → R 满足对
任意 x, y ∈ [0,∞), 有 f(x + y) ≤ f(x) + f(y), 则称函数 f 是次可加的.
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下面的引理是关于凹函数的一个基本事实.
引理 2.1 设 f : [0,∞) → R 是凹函数, 且 a, b ∈ (

0,∞)
, a ≥ b. 那么对于 x ≥ 0, 函数

x 7→ f (a + x) + f (b− x) 是非增的. 此外, 若 f(0) ≥ 0, 则 f 是次可加的.
以下关于凹函数的泛函不等式的引理在 Schötz[17] 工作中至关重要. 为了内容的完整性,

我们将给出一个更详细的证明.
引理 2.2 设 f : [0,∞) → R 是非负、非减且凹的函数. 取 x1, · · · , x6 ∈ [0,∞), 并假设

max (x1, x2, x3, x4) ≤ max (x5, x6) 且 x5 + x6 ≤ x1 + x2 + x3 + x4. 那么

f
(
x5

)
+ f

(
x6

)
≤ f

(
x1

)
+ f

(
x2

)
+ f

(
x3

)
+ f

(
x4

)
. (2.1)

证 我们假设 x1 ≥ x2 ≥ x3 ≥ x4 且 x5 ≤ x6. 根据条件 max (x1, x2, x3, x4) ≤
max (x5, x6), 必然有 x1 ≤ x6. 接下来我们考虑两种情形.
情形一: x5 ≤ x1. 在这种情形下, 我们有 x5 ≤ x1 ≤ x6. 我们将 x5 增大到 x

′
5, 同时将 x6

减小到 x
′
6, 并且保持 x5 + x6 = x

′
5 + x

′
6, 直到 x

′
5 或者 x

′
6 与某个 xj , 1 ≤ i ≤ 4 相等.

然后, 我们去掉这个相等的点, 由于 x5 + x6 ≤ x1 + x2 + x3 + x4 这个条件, 剩下的点可
以表示为 x1

5 ≤ x1 + x2 + x3. 根据引理 2.1, 我们有

f
(
x5

)
+ f

(
x6

)
≤ f

(
x
′
5

)
+ f

(
x
′
6

)
.

因为 f 是非减且次可加的, 结合上述不等式, 则得到不等式

f
(
x5

)
+ f

(
x6

)
≤ f

(
x1

)
+ f

(
x2

)
+ f

(
x3

)
+ f

(
x4

)
.

情形二: x5 > x1. 则有 x1 < x5 ≤ x6. 令 s := (xs + x6)/2. 由 f 的凸性, 可得

f (x5) + f (x6) ≤ 2f (s) .

再次利用本引理的条件可得 x1 ≤ s, 2s ≤ x1 + x2 + x3 + x4. 接下来, 只需证明

2f
(
s
)
≤ f

(
x1

)
+ f

(
x2

)
+ f

(
x3

)
+ f

(
x4

)
.

现在, 我们考虑在闭区间 [0, s] 上的凹函数 f . 如果 s− x1 ≥ x4, 根据引理 2.1, 我们得到

f
(
x1

)
+ f

(
x2

)
+ f

(
x3

)
+ f

(
x4

)
≥ f

(
x1 + x4

)
+ f

(
x2

)
+ f

(
x3

)
+ f

(
0
)

.

由于 x2 ≤ s, 2s ≤ x1 + x2 + x3 + x4, 则 s− (
x1 + x4

) ≤ x3. 因此

f
(
x1 + x4

)
+ f

(
x3

)
≥ f

(
s
)

+ f
(
x1 + x3 + x4 − s

)
.

此外, 显然 s− x2 ≤ x1 + x3 + x4 − s , 故

f
(
x1 + x3 + x4 − s

)
+ f

(
x2

)
≥ f

(
s
)

+ f
(
x1 + x2 + x3 + x4 − 2s

)
≥ f

(
s
)

+ f
(
0
)

.

结合以上三个不等式, 可以得到

2f
(
s
)

+ 2f
(
0
)
≤ f

(
x1

)
+ f

(
x2

)
+ f

(
x3

)
+ f

(
x4

)
.
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如果 s − x1 ≤ x4, 我们可以在区间 d0, se 上进行与上述类似的讨论. 那么同样可以得到
上述不等式. 因此, 由 f(0) ≥ 0 可以得出结论.
利用 Schötz 的巧妙想法, 我们可以将前面的引理推广到更一般的情形.
引理 2.3 设 f : [0,∞) → R 是非负、非减且凹的函数. 取 x1, · · · , xn, y1, y2 ∈ [0,∞),

并假设max (x1, · · · , xn) ≤ max (y1, y2) 且 y1 + y2 ≤ x1 + · · ·+ xn. 那么

f
(
y2

)
+ f

(
y1

)
≤ f

(
x1

)
+ f

(
x2

)
+ · · ·+ f

(
xn

)
. (2.2)

证 我们始终假设 x1 ≥ x,≥ · · · ≥ xn 且 y1 ≥ y2.
当 n = 2 时, 根据条件, 设 y1 ≥ x1 ≥ x2 ≥ y2 , 因此我们有 y1 − x1 ≤ x2 − y2. 则这

个结果可以直接从引理 2.1 得出. 当 n = 3 时, 如同前面的引理一样, 我们只讨论情形二, 即
x1 ≤ y2. 由于 s := (y1 + y2)/2, 可得 s− x1 ≤ x3, s− x2 ≤ x1 + x3 − s. 因此

f (x1) + f (x2) + f (x3) ≥ f (s) + f (x2) + f (x1 + x3 − s)

≥f (s) + f (s) + f (x1 + x2 + x3 − 2s) ≥ 2f (s) + f (0) ≥ f (y2) + f (y1)
.

对于任意给定的 n > 4,我们仍然只讨论 x1 ≤ y2 的情况. 故 2s = y1 +y2 ≤ x1 + · · ·+xn.
设m = inf {k : x1 + xn + xn−1 · · ·+ xk < s, 3 ≤ k ≤ n}. 则这样的设定意味着 x1 +xn +

· · ·+ xm + xm−1 ≥ s. 我们反复应用引理 2.1, 然后得到以下不等式

f
(
x1

)
+ f

(
xn

)
+ · · ·+ f

(
xm

)
≥ f

(
x1 + xn + · · ·+ xm

)
+

(
n−m + 1

)
f

(
0
)

. (2.3)

由于 xm−1 ≥ s− (x1 + xn + · · ·+ xm), 我们有

f (x1 + xn + · · ·+ xm) + f (xm−1) ≥ f (s)− f (x1 + xn + · · ·+ xm − s) . (2.4)

我们进一步考虑以下两种情形.
情形一: s− x2 ≤ x1 + xn + · · ·+ xm − s. 结合不等式 (2.3) 和 (2.4), 可以得到

f (x1) + f (x2) + · · ·+ f (xn)

≥f (x1) + f (x2) + f (xm−1) + f (xm) + · · ·+ f (xn)

≥f (x2) + f (x1 + xn + · · ·+ xm−1 − s) + f (s) + (n−m + 1) f (0)

≥2f (s) + f (x1 + xn + · · ·+ xm−1 − s) + (n−m + 1) f (0)

≥2f (s) + (n−m + 2) f (0) ≥ 2f (s) ≥ f (y2) + f (y1) .

情形二: s− x2 ≥ x1 + xn + · · ·+ xm − s. 在这种情形下, 有

f (x2) + f (x1 + xn + · · ·+ xm−1 − s) ≥ f (x1 + x2 + xn + · · ·+ xm−1 − s) + f (0) . (2.5)

此外, 由于 x1 + · · ·+ xn ≥ 2s, 我们可以在 xi 中找到一个最大的数的下标 3 ≤ i ≤ n, 记为 l,
使得

x1 + x2 + xn · · ·+ xl ≥ 2s ,
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这意味着 x1 + x2 + xn + · · ·+ xl+2 < 2s. 基于此, 结合不等式 (2.3, 2.4 和 2.5), 则可得

f (x1) + f (x2) + · · ·+ f (xn)

≥f (x1) + f (x2) + f (xl) + · · ·+ f (xm−1) + · · ·+ f (xn)

≥f (xl) + · · ·+ f (x1 + x2 + xn + · · ·+ xm−1 − s) + f (s) + (n−m + 2) f (0)

≥f (xl) + f (x1 + x2 + xn + · · ·+ xl+1 − s) + f (s) + (n− l + 2) f (0)

≥2f (s) + f (x1 + x2 + xn + · · ·+ xl − s) + (n− l + 2) f (0)

≥2f (s) + (n− l + 3) f (0) ≥ f (y2) + f (y1) .

至此, 引理 2.3 得证.
引理 2.3 建立的泛函不等式在我们的证明中起到关键作用. 从一个凸函数出发, 在一定

条件下, 它和幂函数的复合函数可以构造一个新的凹函数, 具体反映为如下引理.
引理 2.4 设 1 ≤ p < ∞, f : [0,∞) → R 是非负、非减的凸函数. 若 t 7→ f (t)/tp 是非增

的, 则 t 7→ f(t1/p), t ∈ [0,+∞), 是非负、非减且凹的.
证 由于 f : [0,∞) → R 是非负且非减的, 显然 t 7→ f(t1/p), t ∈ [0,+∞) 是非负且非减

的. 我们知道, 若 f
(
t1/p

)
/t 关于 t 是非增的且 f(0) ≥ 0, 则 t 7→ f

(
t1/p

)
是凹的. 通过变量代

换, 容易得到 f
(
t1/p

)
/t 关于 t 是非增的当且仅当 t 7→ f (t)/tp 是非增的. 故该引理得证.

注 2.5 在引理 2.4 中, f (t)/tp 是非增的条件反映了凸函数 f 与 t 7→ tp 之间的比较, 我
们可以称该函数 f 是 p 一致光滑的. 如果假设函数 f 是一阶或二阶可微的, 那么我们还有以
下推论 2.6 和推论 2.8.
推论 2.6 设 f : [0,∞) 7→ R 是非负、非减的凸函数, 且 t 7→ f ′(t)/tp−1 非增, 那

t 7→ f
(
t1/p

)
是非负、非减且凹的.

证 按照引理 2.4 的证明思路, 我们只需要证明 t 7→ d
dt

f
(
t1/p

)
是非增的. 由于

d

dt
f

(
t1/p

)
=

1
p
f ′

(
t1/p

)
t1/p−1.

再通过变量代换 t = up 可得结论成立.
当函数 f 二阶可微时, 以上结论可以在更强的条件下成立, 该条件联系于通常定义的

Orlicz 函数的上行指标. 在此, 我们给出 Orlicz 函数的相关定义.
定义 2.7 若函数 Φ : [0,+∞) → [0,+∞) 满足以下条件, 则称其为 Orlicz 函数,

• Φ 是连续的、凸的且非减的函数, 且 Φ(0) = 0；

• lim
t→0+

Φ(t)
t

= 0, 且 lim
t→+∞

Φ(t)
t

= +∞.

通常对 Φ 函数, 令 pΦ = supt>0
tΦ′(t)
Φ(t)

, 称 pΦ 为 Φ 的上行指标. 利用上行指标概念, 我们
有如下推论.
推论 2.8 设 f : [0,∞) → R 是非负、非减且二阶可微的. 那么若 pf ′ ≤ p − 1, 则

t 7→ f
(
t1/p

)
是非负、单调递增且凹的.

证 令 φ(t) = f
(
t1/p

)
. 我们有

φ′(t) =
1
p
f
′
(t1/p)t1/p−1.
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则

φ
′′
(t) =

1
p

(
1
p
f
′′
(t1/p)t2/p−2 +

(
1
p
− 1

)
f
′
(t1/p)t1/p−2

)

=
t1/p−2

p

(
1
p
f
′′
(t1/p)t1/p −

(
p− 1

p

)
f
′
(t1/p)

)

=
t1/p−2(p− 1)

p2

(
1

(p− 1)
f
′′
(t1/p)t1/p − f

′
(t1/p)

)
.

由 f ′(0) ≥ 0 以及 pf ′ ≤ p− 1 , 则有

1
p− 1

f ′′
(

t1/p

)
t1/p ≤ f ′

(
t1/p

)
.

至此, 证明完毕.
注 2.9 满足以上条件的具体例子如 tα, (1 + xα)1/α − 1 (α ≤ p) 等. 引理 2.4 给出的凸

函数条件是我们的主要定理 1.2 中凸函数满足的主要条件, 而推论 2.6 和 2.8 分别给出了在
一阶可微和二阶可微情形更具体的条件.

3 主要结果及证明

我们的主要结果建立了 Banach 空间几何性质与凸泛函的四重不等式之间的联系. 在这
一小节, 我们首先介绍一些与 Banach 空间几何性质相关的概念. 这些几何概念主要参考 [24]
(也可参考 Pisier 专著 [25] 中的第 10 章). 然后, 给出我们的一些主要结果和证明.
设 1 ≤ p ≤ 2. 我们称一个 Banach 空间 (X, ‖ · ‖) 是 p 一致光滑的, 当且仅当存在 A > 0

使得

∀u, v ∈ X, ‖u‖p + A ‖v‖p ≥ ‖u + v‖p + ‖u− v‖p

2
. (3.1)

如果取 A ≥ 1, 则容易看到当 Banach 空间X 具有圆度 p 时, 那么X 是 p 一致光滑的. Enflo
给出了一个逆命题 [15] : 如果 Banach 空间 X 是 p 一致光滑的, 那么 X 的圆度大于 1.
设 2 ≤ q < +∞. 我们称 Banach 空间 X 是 q 一致凸的, 当且仅当存在 A > 0 使得

∀u, v ∈ X,
‖u‖q + ‖v‖q

2
≥

∥∥∥u + v

2

∥∥∥
q

+ A−1
∥∥∥u− v

2

∥∥∥
q

. (3.2)

众所周知, 一致光滑性与一致凸性是对偶的. 那么, 对于 1 < p ≤ 2 ≤ q < +∞, q = p/(p− 1),
Banach 空间 X 是 p 一致光滑的当且仅当它的对偶空间 X∗ 是 q 一致凸的 [15].
为了阐明 Banach 空间的几何性质, 我们经常考察具体的例子 X = Lp (Ω, σ, µ), 简记为

Lp, 其中 (Ω, σ, µ) 是任意测度空间.
以下引理中给出的不等式反映了 Lp 空间上一致光滑性和一致凸性的一些基本事实, 这

些不等式通常被称为 Clarkson 不等式.
引理 3.1 [26] 设 1 < p ≤ 2 ≤ q < +∞, 则我们有

∀u, v ∈ Lp, 2p−1
(‖u‖p

p + ‖v‖p
p

) ≤ ‖u + v‖p
p + ‖u− v‖p

p ; (3.3)

∀u, v ∈ Lq, 2q−1
(‖u‖q

q + ‖v‖q
q

) ≥ ‖u + v‖q
q + ‖u− v‖q

q . (3.4)
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注 3.2 当 1 ≤ p ≤ 2 时, Lp 空间是一致光滑的; 当 2 ≤ q ≤ +∞ 时, Lp 空间是一致凸

的. 我们的第一个主要结果定理 1.2 是关于 p 一致光滑 Banach 空间上的四重不等式 (1.3).
与 Clarkson 不等式相关, 我们关于 Lp 空间的主要结果如下.
定理 3.3 设 1 ≤ p ≤ 2. 设 f : [0,∞) → R 是非负、非减的凸函数, 且 t 7→ f(t)/tp 是非

增的. 那么对于任意四个点 y, z, k, w ∈ Lp, 有

f
(‖y − k‖p

)
+ f

(‖z − w‖p

) ≤ f
(‖y − w‖p

)
+ f

(‖w − k‖p

)
+ f

(‖z − k‖p

)
+ f

(‖y − z‖p

)
.

(3.5)
注 3.4 不等式 (3.5) 中对凸函数 f 的设定对应于 Schötz 在 [17] 的主要定理中对函数 f

设定的条件 (Schötz 证明了函数 t 7→ f
(
t1/2

)
是非负、非减且凹的), 由引理 2.4, 我们可以得

出函数 t 7→ f
(
t1/p

)
也是非负、非减且凹的. 最简单的例子是 f(t) = tα, α ≤ p. 如果我们进

一步要求函数 f 是一阶或二阶可微的, 那么我们可以给出 f 满足的更具体的条件, 见推论 2.6
和推论 2.8.
定理 3.3 的证明参考 [17, Theorem 3] 的证明思路, 其证明思想来源于 [3, Proposition

4.2].
定理 3.3 的证明 设 u, v ∈ Lp (Ω). 取

x1 = x2 = ‖u + v‖p
p , x3 = x4 = ‖(u− v)/2‖p

p , x5 = ‖u‖p
p , x6 = ‖v‖p

p .

实际上, 以 (0, (u + v)/2, u, (u− v)/2) 为顶点构成了一个平行四边形, 而对角线为 u 和 v.
容易看到, 该平行四边形最大的边长一定小于最大的对角线长, 即得 max (x1, x2, x3, x4) ≤
max (x5, x6).
根据引理 3.1, 即对任意 u, v ∈ L

p
(Ω) , 1 < p ≤ 2, 有

2p−1
(‖u‖p

p + ‖v‖p
p

) ≤ ‖u + v‖p
p + ‖u− v‖p

p ,

则得

‖u‖p
p + ‖v‖p

p ≤ 2
(∥∥∥u + v

2

∥∥∥
p

p
+

∥∥∥u− v

2

∥∥∥
p

p

)
.

这对应于 x5 + x6 ≤ x1 + x2 + x3 + x4. 至此, 我们给出了引理 2.2 的条件. 故根据引理 2.2, 得

f
(‖u‖p

)
+ f

(‖v‖p

) ≤ 2

(
f

(∥∥∥u + v

2

∥∥∥
p

)
+ f

(∥∥∥u− v

2

∥∥∥
p

))
. (3.6)

根据Minkowski 不等式, 对于任意 x ∈ X, 有

∥∥∥u + v

2

∥∥∥
p
≤ ‖v + x‖p + ‖u− x‖p

2
, 有

∥∥∥u− v

2

∥∥∥
p
≤ ‖x‖p + ‖u− v − x‖p

2
.

由于 f 是非减且凸的, 则得到

f

(∥∥∥u + v

2

∥∥∥
p

)
≤ f

(‖v + x‖p + ‖u− x‖p

2

)
≤ 1

2
(
f

(‖v + x‖p

)
+ f

(‖u− x‖p

))
, (3.7)
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并且

f

(∥∥∥u− v

2

∥∥∥
p

)
≤ f

(‖x‖p + ‖u− v − x‖p

2

)
≤ 1

2

(
f

(‖x‖p

)
+ f

(‖u− v − x‖p

) )
. (3.8)

综合以上不等式 (3.9), (3.7) 和 (3.8), 得

f
(‖u‖p

)
+ f

(‖v‖p

) ≤ f (‖v + x‖p) + f (‖u− x‖p) + f (‖x‖p) + f (‖u− v − x‖p) .

最后, 我们再将上面的结果推广到任意四个点 y, z, k, w ∈ Lp, 通过在上述不等式中选
取特定值 u = k − y, v = z − w 以及 x = k − z, 得到如下结果

f
(‖y − k‖p

)
+ f

(‖z − w‖p

) ≤ f
(‖y − w‖p

)
+ f

(‖w − k‖p

)
+ f

(‖z − k‖p

)
+ f

(‖y − z‖p

)
.

定理 3.3 得证.
注 3.5 除了经典的 Lp 空间, 实际上还有其他一些重要的空间也具有 Clarkson 不等式

的类似形式. 例如, 某些非交换 Lp(M) 空间和也满足 Clarkson 不等式 (参见 Pisier 和 Xu 的
[27], 至少是 Schatten p- 类 Sp ). 我们在这里再提及一个通过复插值方法得到的 Banach 空
间. 设 B 是 Banach 空间, H 等距同构于一个 Hibert 空间, (B,H)θ 0 < θ < 1 是由 B 和 H

经内插方法得到的 Banach 空间 (参见 Pisier [28]). 我们可以看到, 当 1/p = θ/1 + (1− θ)/2,
即 q = 2/θ 时, 这样的空间 X 满足 Clarkson 不等式 (3.3) 和 (3.4). 因此, 空间 (B,H)θ 具有

定理 3.3 中相同的结论.
接下来我们来证明本文的主要定理 1.2.
定理 1.2 的证明 由于 X 是 p 一致光滑的, 则有不等式 (3.1), 即存在常数 A > 0, 使得

对任意 u, v ∈ X, 有

‖u‖p + ‖v‖p ≤ 2

(∥∥∥u + v

2

∥∥∥
p

+ A

∥∥∥∥∥
u− v

2

∥∥∥∥∥

p)
.

设 C = [A] + 1, 并取

x1 = x2 =
∥∥∥u + v

2

∥∥∥
p

, x3 = · · · · · · = x2C+2 =
∥∥∥u− v

2

∥∥∥
p

, y1 = ‖u‖p
, y2 = ‖v‖p

.

由于函数 f 是非负、非减的凸函数, 且 t 7→ f (t)/tp 是非增的, 由引理 2.4 得出 t 7→
f

(
t1/p

)
是非负、单调递增且凹的. 再根据引理 2.3, 得

f (‖u‖) + f (‖v‖) ≤ 2

(
f

(∥∥∥u + v

2

∥∥∥
)

+ Cf

(∥∥∥u− v

2

∥∥∥
))

. (3.9)

接下来类似于定理 3.3 的证明, 建立在 f 是非减, 凸的且次可加的条件下, 由上式并对任
意 x ∈ X, 我们有

f(‖u‖) + f(‖v‖) ≤ f(‖v + x‖) + f(‖u− x‖) + Cf(‖x‖) + Cf(‖u− v − x‖).
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而对任意四个点 y, z, k, w ∈ X, 选取特定值 u = k− y, v = z −w 以及 x = k− z, 由上式即
得

f (‖y − k‖) + f (‖z − w‖) ≤ f (‖y − w‖) + f (‖w − k‖) + Cf (‖z − k‖) + Cf (‖y − z‖) .

定理 1.2 证明完毕.

注 3.6 定理 1.2 和定理 3.3 实际上都联系于 Banach 空间的 p 一致光滑性条件, 此时
1 ≤ p ≤ 2. 而当 2 ≤ q < ∞ 时, Lq(Ω) 空间和非交换的 Lq(M) 空间都是 q 一致凸的. 并有如
下估计 (参见 Pisier 和 Xu 在专著 [27] 中的 Theorem 5.3(ii)). 也就是说, 建立在下面的一个
重要引理的基础上, 可以证明 q 一致凸的 Banach 空间 Lq(M) 是 2 一致光滑的.
引理 3.7 设 q ∈ [2,∞), 存在常数 Cq, Cq 仅仅依赖于 q, 则

(
‖x + y‖2

q + ‖x− y‖2
q

2

) 1
q

≤
(
‖x‖2

q + Cq ‖y‖2
q

) 1
2

, x, y ∈ Lq(M)

由此我们可以得到以下不等式.

‖x + y‖2
q + ‖x− y‖2

q

2
≤ ‖x‖2

q + Cq ‖y‖2
q .

建立在以上结论上, 类似于定理 1.2 和定理 3.3 的证明, 或直接建立在命题 1.1 (参见 [17]
中 Schötz 的 Theorem 3) 的基础上, 可以得到如下的 2 一致光滑性的结论.
推论 3.8 设 q ∈ [2,∞) 且 f : [0,∞) → R 是非负、非减且凸的函数使得 f(0) = 0. 则

存在常数 Cq > 0, 使得对任意 y, z, k, w ∈ Lq(M), 有

f
(‖y − k‖q

)
+f

(‖z − w‖q

) ≤ f
(‖y − w‖q

)
+f

(‖w − k‖q

)
+Cqf

(‖z − k‖p

)
+Cqf

(‖y − z‖q

)
.

4 结语

该文完成了在 Banach 空间上对四重不等式的证明, 它推广了 Enflo的圆度不等式 [2,3]

及 Schötz 在 Hilbert 空间上的凸泛函四重不等式 [17]. 一方面, 我们明确了不等式的成立联系
于 Banach 空间的几何性质, 特别地, 我们的主要结论紧密联系于 Banach 空间的 p 一致光滑

性. 另一方面, 我们凸泛函不等式的成立也密切联系于凸函数的一致光滑性, 我们借助函数及
其导数满足的凸凹性, 推导出关键引理, 其在定理证明中发挥关键作用. 具体联系于交换和非
交换的 Lp 空间, 建立在 Clarkson 不等式上, 推导出更具体的结果, 非富了 Lp 空间理论内涵.
研究成果在理论上有助于深化对 Banach 空间理解, 并为凸几何提供解决问题新支持.
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d’Analyse Mathématique, 1979, 35(1): 264–281.

GEOMETRIC PROPERTIES OF BANACH SPACES AND THE

QUADRUPLE INEQUALITY FOR CONVEX FUNCTIONALS

XIE Zi-xiu , MA Tao

(School of Mathematics and Statistics, Central South Minzu University, Wuhan 430074, China)

Abstract: In this paper, we delve into the quadruple inequality for convex functionals in

Banach spaces. This inequality is intricately linked to the geometric characteristics of convex func-

tionals within Banach spaces and the smoothness conditions of convex functions. Specifically, we

explore the monotonicity and concavity-convexity of the convex function f under specific condi-

tions. For a p-uniformly smooth Banach space with 1 ≤ p ≤ 2, we establish a quadruple inequality.

Precisely, for any y, z, k, w ∈ X, the following inequality holds:

f(‖y − k‖) + f(‖z − w‖) ≤ f(‖y − w‖) + f(‖w − k‖) + Cf(‖z − k‖p) + Cf(‖y − z‖).

Furthermore, we present the applications of this conclusion in Lp spaces, non - commutative Lp

spaces, and certain interpolation spaces. This research represents a generalization of the roundness

inequality and Schötz’s quadruple inequality for convex functionals on Hilbert spaces.

Keywords: The geometry of banach spaces; quadruple inequality; p-uniform smoothness;

Clarkson’s inequality; Convex functional
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