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摘要: 本文研究一类具有强阻尼和对数非线性源项的 p-Laplacian型波动方程的初边值问题.使

用 Galerkin方法,借助对数 Sobolev不等式,势阱理论和 Sobolev嵌入定理,证明了弱解的整体存在唯一

性,得到了爆破的最佳条件和能量以多项式衰减的估计,推广了 p = 2情形的结果.
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1 引言

本文研究如下具有强阻尼和对数非线性源项的 p-Laplacian型波动方程的初边值问题




utt + ∆pu−∆ut = |u|p−2u ln |u|, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ],

(1.1)

其中 Ω ⊂ Rn(n ≥ 1)是一个具有光滑边界 ∂Ω的有界区域, ∆pu = −div(|∇u|p−2∇u), u0(x) ∈
W 1,p(Ω), u1 ∈ L2(Ω),指数 p满足

(H) 2 < p < +∞, n ≤ p; 2 < p ≤ np

n− p
, n > p.

非线性波动方程可用来描述物理学和其他应用科学中的许多现象,如粘弹性力学和量子

力学理论 [1, 2],目前关于其解的性质已有许多文献,例如 [3–5].考虑如下 p-Laplacian型波动方

程的初边值问题




utt + ∆pu = |u|r−2u, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ],

(1.2)

由势阱法可定义方程 (1.2)的势阱深度 d = inf
u∈N

J(u),其中 J(u) = 1
p
‖∇u‖p

p + 1
r
‖u‖r

r , I(u) =

‖∇u‖p
p − ‖u‖r

r ,N = {u ∈ W 1,p
0 \{0}|I(u) = 0, ‖∇u‖p 6= 0}, 当 p = 2, r > 2 时,在文献 [6]
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中, Payne和 Sattinger使用势阱法研究了在 J(u0) < d, I(u0) > 0的情况下整体解的存在性,

Ball[7] 和 Tsutsumi[8] 得到了在 J(u0) < d, I(u0) < 0的情况下解的爆破结果.若源项为对数项,

Lian[9] 等人使用势阱法考虑了全局解的存在性以及解的 L2 范数在无穷远处爆破. 当 p > 2
时,文献 [10, 11]证明了在 J(u0) < d, I(u0) > 0时方程整体解的存在性,再通过构造辅助泛

函得出解在有限时刻的爆破结果. Ibrahim和 Lyaghfouri[12] 得到了解的 L2 范数在有限时刻爆

破. 当非线性项拓展为对数非线性项时, Ye[13] 等人通过势阱法及对数 Sobolev不等式证明了

方程整体解的存在性,并用凸方法得到了解的 L2范数在有限时刻爆破.

对于问题




utt + ∆pu−∆ut = f(u), (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ],

(1.3)

其中 f ∈ C1, |f(u)| ≤ c|u|r, |u| ≥ 1, 1 ≤ r < 5p
2(3−p)

,定义方程 (1.3)的能量泛函为

E(t) :=
1
2
‖ut(t)‖2

2 +
1
p
‖∇u(t)‖p

p −
∫

Ω

F (u(t))dx,

其中 F (u) =
∫ u

0
f(s)ds. 当 2 < p < 3时, Pei[14] 研究了在 3维情况下局部解和整体解的存在

性以及在 E(0) ≥ 0时解的爆破性.当 p ≥ 2时, Chen[15]等人使用Galerkin方法证明了解的存

在性,得到了解以多项式衰减的估计.若源项为对数非线性项,当 p = 2时, Di[16] 等人利用势

阱法考虑了全局解的存在唯一性,解的衰减估计以及解爆破的上下界. Ma[17] 得到了解以指数

衰减的估计和解在无穷时刻爆破.若源项为非线性项,当 2 < p < 3时, Zu[18]在 3维情况下对
上述结果进行推广得出在不同的初始能量下弱解在有限时刻爆破的上界及下界.

受文 [16]的启发,本文进一步考虑 p > 2时解的存在性,衰减估计和爆破情况,并结合文

献 [18]中得到解的衰减估计的方法,对数 Sobolev不等式,势阱理论和 Sobolev嵌入定理,使

用 Galerkin方法得到本文结论.

为了说明本文的主要结果，下面引入能量泛函

E(t) := E(u, ut) =
1
2
‖ut‖2 +

1
p
‖∇u‖p

p +
1
p2
‖u‖p

p −
1
p

∫

Ω

|u|p ln |u| dx, (1.4)

E(0) =
1
2
‖u1‖2 +

1
p
‖∇u0‖p

p +
1
p2
‖u0‖p

p −
1
p

∫

Ω

|u0|p ln |u0| dx, (1.5)

J(u) =
1
p
‖∇u‖p

p +
1
p2
‖u‖p

p −
1
p

∫

Ω

|u|p ln |u| dx, (1.6)

I(u) = ‖∇u‖p
p −

∫

Ω

|u|p ln |u| dx, (1.7)

下面的定理为本文的主要结论.

定理 1.1 假设 (H)成立, u0 ∈ W 1,p
0 (Ω), u1 ∈ L2(Ω), 0 < E(0) < d,I(u0) > 0,那么问题

(1.1)存在唯一整体解 u(x, t)满足 u ∈ L∞(0,∞;W 1,p
0 ), ut ∈ L2(0,∞;W 1,2

0 ).
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定理 1.2 假设 u0, u1, p 满足定理 1.1, u(x, t) 是问题 (1.1)的解, 则存在一个正常数

C = C(u0, u1),使得能量泛函 E(t)满足以下多项式衰减估计

E(t) ≤ C(1 + t)−p/(p−2), ∀t ≥ 0. (1.8)

定理 1.3 假设 (H) 成立, u0 ∈ W 1,p
0 (Ω), u1 ∈ L2(Ω),

∫
Ω

u0u1dx > 0, 0 < E(0) < d,

I(u0) < 0,则问题 (1.1)的弱解在有限时间 T ∗内爆破,即

lim
t→T∗−


‖u‖2 +

t∫

0

‖∇u‖2
dt


 = +∞. (1.9)

且时间 T ∗的上限如下

T ∗ ≤ 2bη2 + 2 ‖u0‖2
2

(p− 2)bη + (p− 2)
∫
Ω

u0u1dx− 2 ‖∇u0‖2
2

, (1.10)

其中 b = d− E(0) > 0, η > max
{

0,
2‖u0‖2−(p−2)

∫
Ω u0u1dx

b(p−2)

}
.

2 预备知识

首先,我们介绍一些将在整篇论文中使用的定义和引理.

为了方便,本文中所提到的 C 是一个不依赖于未知函数的正常数,在不同地方其具体

值可能不同.我们定义这些符号 W 1,p
0 (Ω) = W 1,p

0 , L2(Ω) = L2, ‖u‖Lp(Ω) = ‖u‖p, ‖u‖L2(Ω) =

‖u‖ , (u, v) =
∫

Ω

uvdx, u, v ∈ W 1,p
0 .

为了证明方程解的整体存在性，还需定义泛函

N = {u ∈ W 1,p
0 \{0}|I(u) = 0, ‖∇u‖p 6= 0}, (2.1)

根据 (1.6), (1.7),

J(u) =
1
p
I(u) +

1
p2
‖u‖p

p , (2.2)

定义集合

W = {u ∈ W 1,p
0 |J(u) < d, I(u) > 0} ∪ {0}, (2.3)

V = {u ∈ W 1,p
0 |J(u) < d, I(u) < 0}, (2.4)

以及定义势阱深度

d = inf{sup
λ>0

J(λu)|u ∈ W 1,p
0 \{0}, ‖∇u‖p 6= 0} = inf

u∈N
J(u). (2.5)

在本文中,我们考虑问题 (1.1)的弱解 u(x, t),其定义如下. 在不造成混淆的情况下,我们

有时会用 u(t)来表示 u(x, t).
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定义 2.1 (弱解) 若 u(0) = u0 ∈ W 1,p
0 , ut(0) = u1 ∈ L2,且 u ∈ L∞(0, T ;W 1,p

0 ), ut ∈

L2(0, T ;W 1,2
0 ),满足 (ut(t), v)+

∫ t

0

(|∇u|p−2∇u,∇v
)
dt+(∇u,∇v) =

t∫

0

(|u|p−2u ln |u|, v)
dt+

(u1, v) + (∇u0,∇v) ,∀v ∈ W 1,p
0 .则称 u(x, t)是问题 (1.1)在 Ω× (0, T )的弱解.

下面给出需要在定理证明过程中用到的引理.

引理 2.4 [19]设 p满足 1 ≤ p < n,对一切 u ∈ H1
0 ,有

‖u‖q ≤ C‖∇u‖p, (2.6)

其中 q满足如下关系 {
2 ≤ q < +∞, 如果2 ≤ n ≤ p;

2 ≤ q < np
n−p

, 如果2 < p < n.

引理 2.5 [20][Lp-对数 Sobolev不等式] 若 u ∈ H1
0 ,有

∫

Ω

|u|p ln |u| dx ≤ ‖u‖p
p ln ‖u‖p +

(p− 2)a2

4π
‖u‖p

p +
a2

2π
‖∇u‖p

p −
n

p
(1 + ln a) ‖u‖p

p , (2.7)

其中 a > 0是一个常数.

引理 2.6 [21]假设 E(t)是一非增长函数,常数 q ≥ 0, γ > 0,满足

∞∫

S

Eq+1(t)dt ≤ γ−1Eq(0)E(S), ∀S ≥ 0. (2.8)

则有

E(t) ≤ E(0)(
1 + q

1 + qγt
)1/q, ∀t ≥ 0, q > 0, (2.9)

E(t) ≤ E(0)e1−γt, ∀t ≥ 0, q = 0. (2.10)

引理 2.7 [22]假设 ρ是一个正常数,则有

φp log φ ≤ e−1

ρ
φp+ρ, ∀φ ≥ 1, (2.11)

|φp log φ| ≤ (eρ)−1, ∀0 < φ < 1. (2.12)

引理 2.8 [23]假设 G(t)是一个正的二次可微函数,对 ∀t > 0,满足

G(t)G
′′
(t)− (1 + α)(G′(t))2 ≥ 0, (2.13)

其中 α > 0.若 G(t) > 0, G′(t) > 0,则 ∃T ∗ ≤ G(0)
αG′(0) ,使得

lim
t→T∗−

G(t) = ∞. (2.14)
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同时,给出势阱深度 d和势阱的一些性质.

引理 2.9 若 ∀u ∈ W 1,p
0 , ‖u‖p 6= 0,有

(1) lim
λ→0+

J(λu) = 0, lim
λ→+∞

J(λu) = −∞；
(2) ∃λ∗ > 0,使得 d

dλ
J(λu)|λ=λ∗ = 0；且 J(λu)在 0 < λ < λ∗ 单调递增,在 λ∗ < λ < +∞单

调递减；

(3) 当 0 < λ < λ∗时, I(λu) > 0,而 λ∗ < λ < +∞时, I(λu) < 0,且 I(λ∗u) = 0.

证 (1)由 J(λu)的定义,对 ∀u ∈ W 1,p
0 ,有

J(λu) =
λp

p
‖∇u‖p

p −
λp

p

∫

Ω

|u|p ln |u| dx− λp

p
‖u‖p

p lnλ +
λp

p2
‖u‖p

p .

则 (1)成立.

(2)对 J(λu)求导,可得

d

dλ
J(λu) = λp−1(‖∇u‖p

p −
∫

Ω

|u|p ln |u| dx−
∫

Ω

|u|p ln |λ| dx).

令 d
dλ

J(λu) = g(λ),有

d

dλ
g(λ) = (p− 1)λp−2(‖∇u‖p

p −
∫

Ω

|u|p ln |u| dx−
∫

Ω

|u|p ln |λ| dx)− λp−2 ‖u‖p
p .

若 d
dλ

J(λu)|λ=λ∗ = 0,则

λ∗ = exp(
‖∇u‖p

p −
∫
Ω

|u|p ln |u| dx

‖u‖p
p

).

且有 d
dλ

g(λ)|λ=λ∗ = −λp−2 ‖u‖p
p < 0.满足 J(λu)在 0 < λ < λ∗ 单调递增,在 λ∗ < λ < +∞

单调递减.

(3)由 I(λu)的定义,对 ∀u ∈ W 1,p
0 ,有

I(λu) = λp(‖∇u‖p
p −

∫

Ω

|u|p ln |u| dx−
∫

Ω

|u|p ln |λ| dx).

因此, I(λ∗u) = λ∗ d
dλ∗J(λ∗u) = 0.

引理 2.10 假设 u ∈ W 1,p
0 , ‖∇u‖p 6= 0,则有 d ≥ M ,其中M = 1

p2 (2π)
n
2 e

2(n+p)−p2

2 .

证 由引理 2.9和 (1.6),可得

sup
λ≥0

J(λu) = J(λ∗u) =
1
p2
‖λ∗u‖p

p ,

由引理 2.5,令 a =
√

2π,可知

I(λu) = λp ‖∇u‖p
p −

∫

Ω

|λu|p ln |λu| dx ≤ ‖λu‖p
p (

n

p
ln
√

2πe− ln ‖λu‖p −
p− 2

2
).

又由 I(λ∗u) = 0可知 (n
p

ln
√

2πe− ln ‖λ∗u‖p− p−2
2

) ≤ 0,从而得到 ‖λ∗u‖p
p ≥ (2π)

n
2 e

2(n+p)−p2

2 .

因此，根据 d的定义，可得 d ≥ M > 0.
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3 解的全局存在唯一性

在这一节中,我们将证明弱解的全局存在性和唯一性.

证明定理 1.1 证明解的整体存在性分为三个步骤. 首先, 第一步,构造近似解. 假设

{wj}∞j=1为W 1,p
0 中的一组基,且 wj 是满足狄利克雷边界条件的 Laplace算子的特征函数,即

{
−∆wj = λjwj , x ∈ Ω,

wj = 0, x ∈ ∂Ω.
(3.1)

同时 {wj}∞j=1 在 L2 中是标准正交的, Ev 是由 {w1, w2, · · · , wj}张成的线性子空间. 接下来,

构造问题 (1.1)的近似解 um(x, t) =
m∑

i=1

gjm(t)wj , gjm(t) ∈ C2[0, T ],∀T > 0, 其中未知函数

gjm(t)满足以下关系

(umt(t), wj) +

t∫

0

(|∇um(t)|p−2∇um(t),∇wj

)
dt + (∇um,∇wj)

=

t∫

0

(|um|p−2um ln |um|, wj

)
dt + (u1m, wj) + (∇u0m,∇wj) .

(3.2)

其初值条件为: um(0) = u0m, umt(0) = u1m.由于W 1,p
0 在 L2中稠密,则初值条件满足

u0m =
m∑

i=1

gjm(0)wj =
m∑

i=1

αjm(t)wj → u0(x)在W 1,p
0 中,m →∞, (3.3)

u1m =
m∑

i=1

gjmt(0)wj =
m∑

i=1

βjm(t)wj → u1(x)在L2中,m →∞. (3.4)

因此,根据常微分方程中的 Picard迭代法,问题 (3.2)-(3.4)在 [0, tm], 0 < tm < T 中存在一个

局部解 um(t).
第二步,为了证明解的整体存在性，需要对构造的近似解 um(x, t)进行先验估计.先对

(3.2)关于 t求导,然后在其两边同时乘以 gjmt,得到

(umtt, umt) +
(|∇um|p−2∇um,∇umt

)
+ (∇um,∇umt) =

(|um|p−2um ln |um|, umt

)
. (3.5)

对 (3.5)关于 j 从 1到m求和,并在 [0, t]上进行积分,得到

E(um, umt) +

t∫

0

‖∇umt‖2
dτ = E(u0m, u1m) < M ≤ d. (3.6)

接下来,证明

(um, umt) ∈ W, ∀t ≥ 0. (3.7)
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假设 (3.7)不成立,即存在最小时间 t∗,使得 (um, umt) ∈ ∂W ,即有

E(um(t∗), umt(t∗)) = d, (3.8)

或者

I(um(t∗)) = 0. (3.9)

由 (3.6)可以知道, (3.8)显然不成立.若 (3.9)成立,根据 d的定义,可以得到E(um(t∗), umt(t∗)) >

J(um(t∗)) ≥ d,这也是不成立的.因此,由 (3.6)和 (3.7)可以得到

1
2
‖umt‖2 +

1
p2
‖um‖p

p +

t∫

0

‖∇umt‖2
dτ < E(u0m, u1m) < M ≤ d. (3.10)

则有

‖umt‖2
< 2M, (3.11)

‖um‖p
p < Mp2, (3.12)

t∫

0

‖∇umt‖2
dτ < M. (3.13)

根据 (1.6), (1.7),引理 2.5,令 a =
√

π,整理可得

‖∇um‖p
p = 2I(um) + 2

∫

Ω

|um|p ln |um| dx− ‖∇um‖p
p

= 2pJ(um)− ‖∇um‖p
p −

2
p
‖um‖p

p + 2
∫

Ω

|um|p ln |um| dx

≤ 2pJ(um)− 2
p
‖um‖p

p +
p− 2

2
‖um‖p

p −
n

p
(lnπe2) ‖um‖p

p + 2 ln ‖um‖p ‖um‖p
p

≤ 2pM +
(p− 2)p2

2
M + 2pM ln(Mp2)

≤ CM . (3.14)

根据 (∆pu, v) = (|∇u(t)|p−2∇u(t),∇v),由 (3.14)和 Hölder不等式,可得

‖∆pu‖W−1,p′ ≤ ‖∇u‖p−1
p ≤ Cp−1

M . (3.15)

第三步,对近似解 um取极限.由估计 (3.11)− (3.15)可知,存在一个函数列 {um}的子序
列 (仍记为 {um})和函数 u,使得

um
∗
⇀ u在L∞

(
0,∞;W 1,p

0

)
中, (3.16)

umt ⇀ u在L2
(
0,∞;W 1,2

0

)
中, (3.17)

∆pum
∗
⇀ χ在L∞

(
0,∞;W−1,p′

)
中. (3.18)
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其中 χ = ∆pu(证明见 [13]).利用 Aubin– Lions– Simon[24]引理和上式可知

um → u在C([0,∞);L2)中, (3.19)

|um|p−2um ln |um| a.e.−−→ |u|p−2u ln |u|, Q = [0,∞)× Ω. (3.20)

因此,令 Ω1 = {x ∈ Ω| |um(x, t)| ≤ 1} ,Ω2 = {x ∈ Ω| |um(x, t)| ≥ 1},通过引理 2.4,引理 2.7

和 (3.14),得到∫

Ω

∣∣φ(m)
∣∣p′dx =

∫

x∈Ω1

∣∣φ(m)
∣∣p′dx +

∫

x∈Ω2

∣∣φ(m)
∣∣p′dx

≤ (e(p− 1))−p′ |Ω|+ (eµ)−p′
∫

x∈Ω2

|um|(p−1+µ)p′
dx

≤ (e(p− 1))−p′ |Ω|+ (eµ)−p′C(p−1+µ)p′ ‖∇um‖(p−1+µ)p′

2

≤ (e(p− 1))−p′ |Ω|+ (eµ)−p′C(p−1+µ)p′
(

2pM

p− 2

)
(p− 1 + µ)p′

2
. (3.21)

其中 φ(m) = |um|p−2um ln |um|，p′ = p
p−1

.由 (3.20), (3.21)有

|um|p−2um ln |um| ∗
⇀ |u|p−2u ln |u|在L∞(0,∞;Lp′)中. (3.22)

令m →∞,根据 (3.2)得到

(ut(t), w) +

t∫

0

(|∇u(t)|p−2∇u(t),∇w
)
dt + (∇u,∇w)

=

t∫

0

(|u|p−2u ln |u|, w)
dt + (u1, w) + (∇u0,∇w) ,∀w ∈ W 1,p

0 .

且由 (3.3)和 (3.4)知道 u满足初值条件.因此 u是问题 (1.1)的全局弱解.

接下来,证明解的唯一性. 假设 u, v 是问题 (1.1)的两个解,令 W (t) = ut(t) − vt(t),且
u(0) = v(0), ut(0) = vt(0), z = u− v,则由问题 (1.1)可得

Wt + ∆pu−∆pv −∆W = f(u)− f(v). (3.23)

其中 f(u) = |u|p−2
u ln |u| , u ∈ R. 接下来,将方程 (3.23)与W 做内积,并关于 t积分,整理化

简得到

‖W (t)‖2 + 2

t∫

0

‖∇W (s)‖2
ds + 2

t∫

0

∫

Ω

(|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v)∇Wdxdτ

=

t∫

0

∫

Ω

(|u|p−2
u ln |u| − |v|p−2

v ln |v|)Wdxdτ

=

t∫

0

∫

Ω

((p− 1)(|u + θv|p−2 ln |u + θv|) + |u + θv|p−2)zWdxdτ
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=

t∫

0

∫

Ω

(p− 1)(|u + θv|p−2 ln |u + θv|)zWdxdτ +

t∫

0

∫

Ω

(|u + θv|p−2)zWdxdτ

=I1 + I2. (3.24)

其中 0 < θ < 1.由 Poincaré不等式,令 Uε = εu + (1− ε)v, 0 ≤ ε ≤ 1,可以得到

|∇Uε(τ)| ≤ |∇u(τ)|+ |∇v(τ)| , (3.25)

|∇z(τ)| ≤
τ∫

0

|∇W (s)|ds. (3.26)

因此利用 Hölder不等式和 Sobolev不等式可将 (3.24)右边第一项化简为

I1 =

t∫

0

∫

Ω

(p− 1)(|u + θv|p−2 ln |u + θv|)zWdxdτ

≤ (p− 1)

t∫

0

(
∫

Ω

∣∣∣|u + θv|p−2 ln |u + θv|
∣∣∣
n

)dx)
1
n ‖z‖ 2n

n−2
‖W‖dτ. (3.27)

且由引理 2.7,可以得到
∫

Ω

∣∣∣|u + vθv|p−2 ln |u + θv|
∣∣∣
n

)dx ≤ (e(p− 2)−n) |Ω|+ C(eµ)−n(
2pM

p− 2
)

(µ+p−2)n
2 . (3.28)

其中 µ > 0.将 (3.28)代入 (3.27)可得

I1 ≤ C

t∫

0

‖∇W (s)v‖2
ds. (3.29)

同理, (3.24)右边第二项可化简为

I2 =

t∫

0

∫

Ω

(|u + θv|p−2)zWdxdτ ≤
t∫

0

‖u + θv‖p−2
n(p−2) ‖z‖ 2n

n−2
‖W‖ dτ

≤ C

t∫

0

‖∇u + θ∇v‖p−2 ‖∇z‖ ‖W‖ dτ ≤ C

t∫

0

‖∇W (s)‖2
ds. (3.30)

(3.24)左边第三项利用 Hölder不等式可化简为

t∫

0

∫

Ω

∣∣∣(|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v)∇W
∣∣∣dxdτ ≤

t∫

0

∫

Ω

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

d

dε
(|∇Uε|p−2∇Uε)dε

∣∣∣∣∣∣
|∇W |dxdτ

≤ (p− 1)

t∫

0

∫

Ω

1∫

0

|∇Uε|p−2∇z(τ) |∇W |dεdxdτ = I3.

(3.31)
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因此,可得

I3 ≤ C

t∫

0

∫

Ω

τ∫

0

(|∇u(τ)|p−2 + |∇v(τ)|p−2) |∇W (τ)| |∇W (s)|dxdsdτ

≤ C

t∫

0

τ∫

0

(‖∇u(τ)‖p−2
p + ‖∇v(τ)‖p−2

p ) ‖∇W (s)‖ ‖∇W (τ)‖ dxdsdτ

≤ C

t∫

0

τ∫

0

‖∇W (s)‖ ‖∇W (τ)‖ dsdτ ≤ C(

t∫

0

‖∇W (s)‖ ds)2

≤ Ct

t∫

0

‖∇W (s)‖2
ds. (3.32)

由 (3.29), (3.30)和 (3.32)可得

‖W (t)‖2 + 2

t∫

0

‖∇W (s)‖2
ds ≤ Ct

t∫

0

(‖∇W (s)‖2)ds. (3.33)

因此,由 (3.33)可知, ∃T1 > 0,使得

W (t) = 0, 0 ≤ t ≤ T1. (3.34)

即 u = v,则问题 (1.1)存在唯一的整体弱解.

4 能量衰减估计

在本节中,通过给定一些适当的条件,建立了问题 (1.1)的能量的多项式衰减估计.

证明定理 1.2 根据方程 (1.1),可以得到

d

dt
E(t) + ‖∇ut‖2 = 0, ∀t ≥ 0. (4.1)

即 E(t)在 [0,∞)上是一个非递增函数.假设 q = (p− 2)/p > 0,将方程 (1.1)两端与 Eq(t)u(t)
做内积,得到

∫ T

S

Eq(t)
∫

Ω

u
(
utt −∆pu−∆ut − |u|p−2

u ln |u|
)

dxdt = 0, ∀T > S ≥ 0. (4.2)

将等式 (4.2)中的每一项分别展开,有
∫ T

S

Eq(t) (u, utt) dt = Eq(t) (u, ut)|TS

−
∫ T

S

(
qEq−1(t)E′(t) (u, ut) + Eq(t)‖ut(t)‖2

)
dt,

−
∫ T

S

Eq(t) (u, ∆pu) dt =
∫ T

S

Eq(t) ‖∇u(t)‖p
p dt,
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−
∫ T

S

Eq(t) (u, ∆ut) dt =
∫ T

S

Eq(t) (∇u,∇ut) dt,

−
∫ T

S

Eq(t)
(
u, |u|p−2

u ln |u|
)

dt =
∫ T

S

Eq(t)
∫

Ω

|u|p ln |u|dt. (4.3)

由 (4.2)可得

p

∫ T

S

Eq+1(t)dt = −Eq(t) (u, ut)|TS + q

∫ T

S

Eq−1(t)E′(t) (u, ut)dt

+ (1 +
p

2
)
∫ T

S

Eq(t)‖ut(t)‖2
dt−

∫ T

S

Eq(t) (∇u,∇ut) dt

+
1
p

∫ T

S

Eq(t) ‖u(t)‖p
p dt = G1 + G2 + G3 + G4 + G5. (4.4)

根据引理 2.4, (1.4)和 (4.1),

‖∇ut(t)‖ ≤ (−E′(t))1/2, ‖∇u(t)‖p ≤ pE1/p(t), ∀t ≥ 0. (4.5)

|Eq(t) (u, ut)| ≤ Eq(t) ‖u(t)‖ ‖ut(t)‖ ≤ CEq(t)‖∇u(t)‖p ‖ut(t)‖ ≤ CEq+1+1/p(t). (4.6)

因为 E(t)是一个非增长函数,则 G1可化简为

|G1| ≤ CEq+1+1/p(S), ∀T ≥ S ≥ 0. (4.7)

同理,可把 G2, G3, G4, G5化简,

|G2|

≤C

∫ T

S

Eq−1(t) |E′(t)| ‖u(t)‖ ‖ut(t)‖ dt ≤ C

∫ T

S

Eq+1/p(t) |E′(t)| dt ≤ CEq+1+1/p(S).
(4.8)

|G3| ≤ C

∫ T

S

Eq(t)‖∇ut(t)‖2
dt = C

∫ T

S

Eq(t)(−E′(t))dt ≤ CEq+1(S). (4.9)

|G4| ≤ C

∫ T

S

Eq(t) ‖∇u(t)‖ ‖∇ut(t)‖ dt ≤ C

∫ T

S

Eq+1/p(t)(−E′(t))1/2dt (4.10)

≤
∫ T

S

Eq+1(t)dt + C

∫ T

S

Eq+2/p−1(t)(−E′(t))dt ≤
∫ T

S

Eq+1(t)dt + CEq+2/p(S).

|G5| ≤ C

∫ T

S

Eq(t) ‖∇u(t)‖p
p dt ≤ CEq+1(S). (4.11)

于是由 (4.4)和 G2, G3, G4, G5的估计,可得
∫ T

S

Eq+1(t)dt ≤ C(Eq+1+1/p(S) + Eq+1(S) + Eq+2/p(S))

≤ CE(S)(Eq+1/p(S) + Eq(S) + Eq+2/p−1(S))

≤ CE(S)Eq(0)(E1/p(0) + 1 + E2/p−1(0)).

(4.12)
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令 T →∞，对 ∀T ≥ S ≥ 0,可以得到
∫ ∞

S

Eq+1(t)dt ≤ γv−1E(S)Eq(0), ∀S ≥ 0. (4.13)

因此,根据引理 2.6,可得

E(t) ≤ E(0)
(

1 + q

1 + qγvt

)1/q

≤ CE(0)(1 + t)−p/(p−2). (4.14)

于是问题 (1.1)的能量是以多项式衰减的.

5 解爆破的最佳条件

在本节中,我们考虑了 (u0, u1) ∈ V 的弱解在有限时间内爆破的结果,并给出了问题 (1.1)

爆破时间的上限.

引理 5.11 假设 (u0, u1) ∈ V，E(0) < d,则对 ∀t ∈ [0, T )，(u, ut) ∈ V ,且满足

‖u‖p
p ≥ p2d, ∀t ∈ [0, T ). (5.1)

证 假设在 t = t0 时, (u, ut) /∈ V . 即存在一列 {tn}, 当 tn → t−0 , 有 I(u(tn)) < 0,

E(tn) < d.利用 ‖·‖W 1,p
0
的弱下半连续性,可得

I(u(t0)) < lim
n→∞

inf I(u(tn)) < 0, E(t0) < lim
n→∞

inf E(tn) < d. (5.2)

由于 (u(t0), ut(t0)) /∈ V ,则有 I(u(t0)) = 0或者 E(u(t0)) > d. 但 E(u(t0)) > d与 (5.2)矛盾;

且若 I(u(t0)) = 0,根据 d的定义,得到 E(u(t0)) > d,与 (5.2)矛盾.即 (u, ut) ∈ V .因此,根据

引理 2.9和 (u, ut) ∈ V ,

d ≤ J(λ∗u) < J(u) <
1
p2
‖u‖p

p . (5.3)

证明定理 1.3 这个定理将利用 Levine的凹性论证理论来证明.假设 u是问题 (1.1)的全

局弱解,则 T ∗ = ∞.对任一 T > 0, b > 0, η > 0,定义 G(t)

G(t) = ‖u‖2 +
∫ t

0

‖∇u‖2
dτ + (T − t)‖∇u0‖2 + b(t + η)2. (5.4)

首先, G(t)关于 t求一阶导,有

G′(t) = 2
∫

Ω

uutdx + 2
∫ t

0

∫

Ω

∇u · ∇utdxdτ + 2b (t + η) . (5.5)

G(t)关于 t求二阶导,有

G′′(t) =2‖ut‖2 + 2
∫

Ω

uttudx− 2
∫

Ω

u∆utdx + 2b
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=2‖ut‖2 + 2
∫

Ω

u
[−∆pu + |u|p−2u ln |u|] dx + 2b

=2‖ut‖2 − 2 ‖∇u‖p
p + 2

∫

Ω

|u|p ln |u|dx + 2b

=2‖ut‖2 − 2I(u) + 2b. (5.6)

化简 G′′(t)可得

G′′(t) =2‖ut‖2 − (2pE(t)− p‖ut‖2 − 2
p
‖u‖p

p) + 2b

≥(p + 2)‖ut‖2 − 2pE(0) +
2
p
‖u‖p

p + 2p

t∫

0

‖∇uτ‖2 dτ + 2b

≥(p + 2)‖ut‖2 + 2p(d− E(0)) + 2p

t∫

0

‖∇uτ‖2 dτ + 2b.

(5.7)

由 b的定义, p > 2,可得

G′′(t) ≥ (p + 2)
[
‖ut‖2

2 +
∫ t

0

‖∇uτ‖2 dτ + b

]
. (5.8)

根据 (5.5),有

(G′(t))2 =4
[
(u, ut) +

∫ t

0

∫

Ω

∇u · ∇utdxdτ + b (t + η)
]2

(5.9)

=4(u, ut)
2 + 8 (u, ut)

∫ t

0

∫

Ω

∇u · ∇utdxdτ + 8b (u, ut) (t + η)

+ 4
(∫ t

0

∫

Ω

∇u · ∇utdxdτ

)2

+ 8b(t + η)
∫ t

0

∫

Ω

∇u · ∇utdxdτ + 4b2(t + η)2.

由 Cauchy-Schwarz不等式和 Young不等式,得到 (G′(t))2的估计为

(G′(t))2

≤4(‖u‖2‖ut‖2 + 2 ‖u‖ ‖ut‖
(∫ t

0

‖∇u‖2 dτ

) 1
2
(∫ t

0

‖∇uτ‖2 dτ

) 1
2

+ 2b(t + η) ‖u‖ ‖ut‖

+
∫ t

0

‖∇u‖2 dτ

∫ t

0

‖∇uτ‖2 dτ + 2b(t + η)
(∫ t

0

‖∇u‖2 dτ

) 1
2
(∫ t

0

‖∇uτ‖2 dτ

) 1
2

+ b2(t + η)2)

≤4(‖u‖2

(
‖ut‖2 +

∫ t

0

‖∇uτ‖2 dτ

)
+

∫ t

0

‖∇u‖2 dτ

(
‖ut‖2 +

∫ t

0

‖∇uτ‖2 dτ

)

+ b

(
‖u‖2 +

∫ t

0

‖∇u‖2 dτ

)
+ b(t + η)2

(
‖ut‖2 +

∫ t

0

‖∇uτ‖2 dτ

)
+ b2(t + η)2)

=4
(
‖u‖2 +

∫ t

0

‖∇u‖2 dτ + b(t + η)2
)(

‖ut‖2 +
∫ t

0

‖∇uτ‖2 dτ + b

)
. (5.10)
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根据 (5.4), (5.8)和 (5.10),计算化简得到

G(t)G′′(t)− p + 2
4

(G′(t))2 ≥(p + 2)(T − t)‖∇u0‖2

[
‖ut‖2 +

∫ t

0

‖∇uτ‖2 dτ + b

]
≥ 0,

t ∈ [0, T ].
(5.11)

由 η的定义,则有

G(0) = ‖u0‖2
2 + T‖∇u0‖2 + bη2 > 0, (5.12)

G′(0) = 2 (u0, u1) + 2bη > 0. (5.13)

因此,根据引理 2.8,∃T ∗ > 0,满足

T ∗ ≤ 4G(0)
(p− 2)G′(0)

=
2bη2 + 2‖u0‖2 + 2T‖∇u0‖2

(p− 2)(bη + (u0, u1))
. (5.14)

即有

T ∗ ≤ T (η) =
2bη2 + 2 ‖u0‖2

2

(p− 2)bη + (p− 2)
∫
Ω

u0u1dx− 2 ‖∇u0‖2
2

. (5.15)

且 lim
t→T∗−

G(t) = ∞,与假设矛盾.故定理 1.3得证.
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GLOBAL EXISTENCE AND BLOW-UP FOR WAVE EQUATION OF
P-LAPLACIAN TYPE WITH STRONG DAMPING AND LOGARITHMIC

NON-LINEAR SOURCES

JIANG Rong, WANG Fan

(School of Mathematics, Southwest Jiaotong University, Chengdu 611756, China)

Abstract: In this paper, we study the initial boundary value problem of a class ofp-Laplacian wave

equations with strong damping and logarithmic nonlinear source terms. By means of Galerkin method, Loga-

rithmic Sobolev inequality, potential well theory and Sobolev embedding theorem, we prove the uniqueness of

the global existence of the weak solution, obtain the optimal conditions for blow-up and the estimation of the

energy decay by polynomial of weak solutions, which generalize the results for the case ofp = 2.
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