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摘要: 本文利用有限群 G 中某些给定子群的几乎 SΦ- 嵌入性质刻画了有限群的 p- 幂零性, 得

到有限群的新的结构特征. 此外, 还得到两个新的判断一个有限群是否属于给定包含超可解群类的可

解饱和群系的判别准则.
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1 引言

本文所提到的群都是有限群, 所用符号和术语也都是标准的, 对于未提到的概念读者可
参考文献 [1–4] 等.
研究子群与群本身之间的关系一直是有限群论研究的重点课题之一. 早期 Kegel [5] 就提

出了 s- 拟正规子群的概念, 设 H 是有限群 G 的一个子群, 如果 H 与 G 的任意 Sylow 子群

P 都满足 HP = PH (即 H 和 P 的乘积是可交换的), 则称 H 是 G 的 s- 拟正规子群. 群 G

的子群 H 在 G 中是 s- 拟正规嵌入的, 如果对于 |H| 的每一个素因子 p, 使得 H 的 Sylow p-
子群也是 G 的某个 s- 拟正规子群的 Sylow p- 子群. 以这两个概念为基础, 再结合及其相关
的概念, 如 c-正规子群, SΦ-嵌入子群等 (见文献 [6–8] ), 在文章 [9]中, 作者给出了几乎 SΦ-
嵌入子群的概念: 设 H 是有限群 G 的一个子群, 如果 G 有一个正规子群 N , 使得 HN 在 G

中是 s- 拟正规的, 并且 H ∩N ≤ Φ(H)HseG, 其中 HseG 是 H 在 G 中的所有 s- 拟正规嵌入
子群生成的子群, 则称 H 在 G 中是几乎 SΦ- 嵌入子群. 通过研究有限群中某些子群的几乎
SΦ- 嵌入性质, 作者得到了关于有限群的 p- 幂零性和超可解性的一些新的判别准则. 例如作
者得到: 设 F 是一个包含 U 的可解饱和群系, 且 G 有一个可解正规子群 E, 使得 G/E ∈ F.
如果 F (E) 的每个非循环 Sylow 子群的所有极大子群要么是几乎 SΦ- 嵌入的, 要么在 G 中

有超可解的补, 那么 G ∈ F, 其中 U 表示所有超可解群构成的群类.
对此我们考虑如果 F (E) 或 F ∗(E) 中的所有 Sylow 子群的每个阶为 pm 的子群在群中

都是几乎 SΦ- 嵌入的, 其中 p 是一个素数, m 是一个固定的正整数, 那么有限群的结构又如
何呢? 本文将深入研究此类问题, 我们进一步得到了一些与 p- 幂零性相关的必要和充分条
件.
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在本节我们列出后面主要定理的证明过程中所要用到的部分重要引理.

引理 2.1 [9, 引理 2.6] 设 H ≤ K 是 G 的子群, N 是 G 的一个正规子群, 那么
(1) H 在 G 中是几乎 SΦ- 嵌入的当且仅当 G 有一个正规子群 N1, 使得HN1 在 G 中是

s- 拟正规的, HG ≤ N1 且 H ∩N1 ≤ Φ(H)HseG;
(2) 如果 H 在 G 中是几乎 SΦ- 嵌入的, 那么 H 在K 中也是几乎 SΦ- 嵌入的;
(3) 假设 N ≤ H, 如果 H 在 G 中是几乎 SΦ- 嵌入的, 那么 H/N 在 G/N 中也是几乎

SΦ- 嵌入的. 此外, 如果 N ≤ Φ(H), 那么逆命题也成立;
(4) 如果H 在 G 中几乎 SΦ- 嵌入的, 且 (|H|, |N |) = 1, 那么HN/N 在 G/N 中也是几

乎 SΦ- 嵌入的.

引理 2.2 [9, 命题 3.2] 设 N 是 G 的一个正规子群, 使得 G/N 是 p- 幂零的, 其中 p

是 |G| 的最小素因子. 假设 N 中任意阶为 p 或 4 的循环子群 ( 如果 N 的 Sylow 2- 子群是
非交换群 ) 在 G 中是几乎 SΦ- 嵌入的, 那么 G 是 p- 幂零的.

引理 2.3 [2, 定理 3.4.11] 设 G 是一个极小非幂零群, 则
(1) |G| = pmqn, 这里 p 和 q 是两个不同的素数, m 和 n 是正整数. G 有一个正规 Sylow

p- 子群 P 和循环 Sylow q- 子群;
(2) P/Φ(P ) 是 G 的主因子;
(3) 如果 P 是交换群, 那么 P 是初等交换群.

引理 2.4 [10, 附录 C, 定理 6.3] 设 p 是一个素数, P 是群 G 的一个正规 p- 子群, 并
且 G/CG(P ) 是一个 p- 群, 那么 P ≤ Z∞(G).

引理 2.5 [11, 7.2.2] 设 G 为非平凡群, p 为 |G| 的最小素因子. 假设 G 的 Sylow p-
子群是循环的, 则 G 是 p- 幂零群.

引理 2.6 [12, 定理 B] 设 F 是一个群系, E 是有限群 G 的正规子群, 并且满足
F ∗(E) ≤ ZF(G), 则 E ≤ ZF(G).

引理 2.7 [13, 定理 3.3] 设 F 是包含 U 的可解饱和群系, E 是有限群 G 的正规子群,
使得 G/E ∈ F 且 E ≤ ZU(G), 则 G ∈ F.

引理 2.8 [3, Chapter X 13] 设 G 是一个群, 若 G 的广义 Fitting 子群 F ∗(G) 是可解
群, 则 F ∗(G) = F (G).

3 主要结论

定理 3.9 设 p 是有限群 G 的阶的一个素因子, P 是 G 的一个 Sylow p- 子群. 假设
存在 P 的一个子群 D, 满足 1 < |D| < |P |, 且 P 中任意阶为 |D| 的子群都是 G 的一个几

乎 SΦ- 嵌入子群. 进一步, 如果 |D| = 2, 且 P 中任意阶为 4 的循环子群都是 G 的一个几乎

SΦ- 嵌入子群, 那么 G 是 p- 幂零的.

证 假设定理不成立, 且设 G 为一个极小阶的反例. 我们通过以下步骤进行证明.
(1) Op′(G) = 1.
假设 Op′(G) 6= 1. 容易看出 POp′(G)/Op′(G) 是 G/Op′(G) 的 Sylow p- 子群, 而由引理

2.1(4) 可知, POp′(G)/Op′(G) 的任意阶为 |D| 的子群都是 G/Op′(G) 的几乎 SΦ- 嵌入子群.
此外, 当 |D| = 2 时, POp′(G)/Op′(G) 的 4 阶循环子群也有同样的结论, 这说明 G/Op′(G)
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也满足定理的条件. 因此, 由 G 的极小性可知, G/Op′(G) 是 p- 幂零的. 从而易知 G 也是幂

零的, 矛盾.
(2) 设K 是 G 的一个真子群, 且 L ∈ Sylp(K), 使得 |L| ≥ |D|, 那么K 是 p- 幂零的.
显然, |D| ≤ |L| ≤ |P |, 因此 L 的任意阶为 |D| 的子群都是 G 的几乎 SΦ- 嵌入子群.

由引理 2.1(2) 可知, L 的任意阶为 |D| 的子群都是 K 的几乎 SΦ- 嵌入子群. 同理, 如果
|D| = 2, 也有 L 的任意阶数为 4 的循环子群都是K 的几乎 SΦ- 嵌入子群. 再由 G 的极小性

可知, K 也是 p- 幂零的.
(3) |D| > p.
假设 |D| = p, 则 G 的任意 p 阶子群都是 G 的几乎 SΦ- 嵌入子群, 若 p = 2, 则 G 的任

意 4 阶循环子群都是 G 的几乎 SΦ- 嵌入子群, 由于 G 不是 p- 幂零, 由引理 2.2 可知, p = 2
且 P 是 2 阶或 4 阶循环群. 根据 Burnside p- 幂零准则可知, G 是 p- 幂零, 矛盾.

(4) 设 N 是 G 的一个真正规子群, 则 N ≤ P .
设G1 = PN . 假设G1 6= G, 则由 (2) 式可知, G1 是 p- 幂零的, 因此, N 是 p- 幂零的, 并

且由 (1) 可知 N ≤ P .
假设 G1 = G, 则 G/N = PN/N ∼= P/(P ∩N), 故 G/N 是一个 p- 群. 设M 是 G 的一

个正规子群, 满足 N ≤ M , 且 |G : M | = p, 显然, M ∩ P 是 P 的极大子群. 应用 (2) 和 (3)
的结论, 可得M 是 p- 幂零的. 因此, 我们由 (1) 可得 N ≤ M ≤ P .

(5) 设 N 是 G 的一个极小正规子群, 则 |N | < |D|.
假设 |N | ≥ |D|, 令 H 是 N 中的 |D| 阶子群. 由假设, 存在 G 的一个正规子群 N0 使得

HN0 是 s- 拟正规的, 且H ∩N0 ≤ Φ(H)HseG. 若 N0 = G, 则显然H 是 G 的 s- 拟正规嵌入
子群; 若 N0 < G, 由 (4) 可知, N0 ≤ P , 再由 N 的极小正规性可知, 或者 N ∩N0 = 1, 或者
N ≤ N0. 如果N ∩N0 = 1, 则N ∩HN0 = H(N ∩N0) = H, 从而H 是 G 的 s- 拟正规子群;
如果 N ≤ N0, 则 H = H ∩N ≤ H ∩N0 ≤ Φ(H)HseG, 易知 H = HseG, 故 H 是 G 的 s- 拟
正规嵌入子群. 在以上情形下, H 为 s- 拟正规或 s- 拟正规嵌入子群. 再由 [14, 定理 3.6], 从
而 G 是一个幂零群, 矛盾, 故有 |N | < |D|.

(6) 设 N 是 G 的极小正规子群, 则 G/N 是 p- 幂零群.
由 (4) 和 (5), 可得 N ≤ P 和 |N | < |D|. 由引理 2.1(3) 可知, P/N 的任意阶为 |D|

|N | 的子

群都是 G/N 的几乎 SΦ- 嵌入子群, 则由 G 的极小性可知, G/N 是 p- 幂零的.
(7) 最后的矛盾.
设 N 是 G 的极小正规子群, M 是 G 的包含 N 的一个子群, 且满足M/N = Op′(G/N).

由 (6) 可知, G/N 是 p- 幂零的, 进而可得 G/M 是一个 p- 群. 另一方面, 又由 (4) 可知
M ≤ P , 这说明 G 是一个 p- 群, 矛盾, 这就完成了定理的证明.

定理 3.10 设 G 是不含四元数群 Q8 的群, 并且 G 的任意 2 阶子群都是 G 的几乎

SΦ- 嵌入子群, 则 G 是 2- 幂零群.

证 假设定理不成立, 设G 是一个极小阶反例. 令 L 是G 的任意一个真子群, 因为G 是

不含四元数群 Q8 的群, 所以 L 也是不含四元数群 Q8 的群. 此外根据假设, L 的任意 2 阶子
群都是 G 的几乎 SΦ- 嵌入子群. 由引理 2.1(2), L 的任意 2 阶子群都是 L 的几乎 SΦ- 嵌入
子群. 因此, L 满足该定理的条件, 并且由 G 的极小性可知 L 是 2- 幂零的. 由此可得 G 是极

小非 2- 幂零群.
设 P ∈ Syl2(G), 由假设, P 的任意 2 阶子群都是 G 的几乎 SΦ- 嵌入子群. 假设 P 不是
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初等交换群, 由引理 2.3(3), 则 P 不是交换群. 由于 G 是不含四元数群 Q8 的群, 由 [15, 定理
56.1], 任意非交换不含四元数群 Q8 的 2- 群都有一个极大特征子群. 由于 P 正规于 G, 则存
在 P 的一个极大子群 P1, 使得 P1 E G. 注意到 Φ(P ) ≤ P , 且由引理 2.3 (2), 则 P/Φ(P ) 是
G 的一个主因子, 于是有 Φ(P ) = P1. 这说明 P 是一个循环群, 进而是交换群, 矛盾. 现假设
P 是初等交换群, 特别地, P 没有 4 阶的循环子群, 由定理 3.9, 我们得到 G 是 2- 幂零的, 矛
盾, 定理证毕.

定理 3.11 设 p 是一个素数, P 是有限群 G 的一个非平凡正规 p- 子群. 假设存在 P

的一个子群 D, 且 1 < |D| < |P |, 使得 P 中任意阶为 |D| 的子群都是 G 的几乎 SΦ- 嵌入子
群. 如果 p = 2, |D| = 2 且 P 含有四元数群 Q8, 则进一步假设 P 中任意阶为 4 的循环子群
都是 G 的几乎 SΦ- 嵌入子群, 那么 P ≤ Z∞(G).

证 设 q 是 |G| 的一个素因子, 且 q 6= p, 设 Q 是 G 的一个 Sylow q- 子群. 令H = PQ.
由于 P 在 G 中是正规的, 所以H 是 G 的子群. 注意到 P 是H 的一个 Sylow p- 子群. 根据
引理 2.1(2), P 中任意阶为 |D| 的子群都是 H 的几乎 SΦ- 嵌入子群. 如果 p = 2, |D| = 2,
且 P 含有四元数群 Q8 的群, 那么 P 中任意阶为 4 的循环子群都是 H 的几乎 SΦ- 嵌入子
群. 定理 3.9 和定理 3.10 表明 H 是 p- 幂零的, 于是 H = P × Q, 因此我们有 Q ≤ CG(P ).
由于 q 是 |G| 的任意一个不同于 p 的素数因子, 所以 Op(G) ≤ CG(P ). 因此, G/CG(P ) 是一
个 p- 群. 再由引理 2.4 可得 P ≤ Z∞(G).

定理 3.12 设 F 是包含 U 的可解饱和群系, E 是群 G 的一个非平凡正规子群, 使
得 G/E ∈ F. 对 E 的每一个 Sylow 子群 P , 假设 P 循环或者存在 P 的子群 D 使得

1 < |D| < |P |, 并且 P 的任意阶为 |D| 的子群都是 G 的几乎 SΦ- 嵌入子群. 如果 p = 2,
|D| = 2 且 P 是含有四元数群Q8 的群, 则进一步假设 P 的任意阶为 4 的循环子群都是G 的

几乎 SΦ- 嵌入子群, 则 G ∈ F.

证 假设定理不成立, 我们设 (G,E) 是使得 |G|+ |E| 最小的一个反例.

设 p 是 |E| 的最小素因子, 我们断言 E 是 p- 幂零的. 如果 E 的 Sylow p- 子群 P 是循

环群, 则由引理 2.5 即可得出 G 是 p- 幂零的, 矛盾. 现假设 P 不是循环群, 则 P 有子群 D,
使得 1 < |D| < |P | , 并且 P 的任意阶为 |D| 的子群都是 G 的几乎 SΦ- 嵌入子群. 此外, 如
果 p = 2, |D| = 2, 且 P 是含有四元数群 Q8 的群, 则 P 的任意阶为 4 的循环子群都是 G 的

SΦ- 嵌入子群. 应用引理 2.1(2)、定理 3.9 和定理 3.10, 可得 E 是 p- 幂零的.

假设Op′(E) 6= 1. 由引理 2.1(4) 可知, (G/Op′(E), E/Op′(E)) 满足定理的假设. 因此, 由
(G,E) 的极小性, 可知 G/Op′(E) ∈ F. 因此, (G,Op′(E)) 也满足该定理的假设, 从而 G ∈ F,
矛盾, 因此 Op′(E) = 1.

以下证明 E ≤ ZU(G). 由于 E 是 p- 幂零的且 Op′(E) = 1, 可得 E = P . 如果 P 是循

环的, 则显然有 E = P ≤ ZU(G). 如果 P 不是循环的, 那么由定理的假设以及定理 3.11, 有
E = P ≤ Z∞(G). 因此 E ≤ ZU(G). 再由引理 2.7 可得 G ∈ F, 矛盾. 定理证毕.

定理 3.13 设 F 是包含 U 的可解饱和群系, E 是有限群 G 的一个非平凡正规子群,
使得 G/E ∈ F. 对 F ∗(E) 的每一个 Sylow 子群 P , 假设 P 循环或者存在 P 的子群 D 使得

1 < |D| < |P |, 并且 P 的任意阶是 |D| 的子群都是 G 的几乎 SΦ- 嵌入子群. 如果 p = 2,
|D1| = 2 且 P 含有四元数群 Q8, 则进一步假设 P 的任意阶数为 4 的循环子群都是 G 的几

乎 SΦ- 嵌入子群, 则 G ∈ F.
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证 令 p1 < · · · < ps 为 |F ∗(E)| 不同的素数因子, pi 为 F ∗(E) 的 pi 阶子群. 与定
理 3.12 的证明类似, 我们容易得到 F ∗(E) 是 p1- 幂零的, 这里 p1 是 |F ∗(E)| 的最小素因
子. 令 N1 = Op′1(F

∗(E)), 可得 F ∗(E)/N1
∼= P1. 若 F ∗(E) 不是 p1- 群, 则 G 的 Sylow p2-

子群 P2 在 Sylp2(N1) 中, 同样可以证明 N1 是 p2- 幂零群. 再令 N2 = Op′2(N1), 类似可得
N1/N2

∼= P2.
重复上面的操作, 容易看到群 G 有一个超可解型的 Sylow 塔, 即存在 F ∗(E) 的正规子

群链 F ∗(E) = N0 > N1 > · · · > Ns = 1, 使得对任意的 1 ≤ i ≤ s, 都有 Ni−1/Ni
∼= Pi. 由此

可知, F ∗(E) 是可解的. 进一步由引理 2.8 可得 F ∗(E) = F (E).
由于 F (E) 是幂零的, 且 Pi ∈ Sylpi

(F (E)), 1 ≤ i ≤ s. 因此 Pi 是 F (E) 的特征子群. 因
为 F (E) E G, 所以 Pi E G. 如果 Pi 是循环群, 则 Pi ≤ ZU(G). 如果 Pi 不是循环群, 则由
定理的假设以及定理 3.11 可得 Pi ≤ Z∞(G), 进而 Pi ≤ ZU(G). 由于 i 是任意选取的, 因此
F (E) ≤ ZU(G). 最后再应用引理 2.6 和引理 2.7 , 可得 G ∈ F.

4 一些应用

推论 4.14 [16, 定理 2] 设 E 是 G 的可解正规子群, G/E 是 G 的超可解商群. 若
F (E) 的 Sylow 子群的所有极大子群在 G 中 c- 正规, 则 G 为超可解群.

推论 4.15 [17, 定理 4.2] 设 G 为群, E 为 G 的超可解正规子群且 G/E 为超可解商

群. 假设 F (E) 的每个 Sylow 子群的所有极大子群在 G 中是 s- 拟正规的, 则 G 为超可解群.

推论 4.16 [18, 定理 2] 设 G 为可解群, H 为正规子群, 使得 G/H 超可解. 若 F (H)
的 Sylow 子群的所有极大子群都在 G 中是 s- 拟正规嵌入的, 则 G 为超可解群.

推论 4.17 [19, 定理 1] 设 F 是包含 U 的饱和群系, E 是 G 的可解正规子群, 使得
G/E ∈ F. 若 F (E) 的 Sylow 子群的所有极大子群都是 G 中的 c- 正规子群, 则 G ∈ F.

推论 4.18 [20, 定理 3] 设 G 为奇数阶群. 若 G 的所有素数阶子群在 G 中正规, 则 G

为超可解群.

推论 4.19 [21, 定理 4.2] 若 G 的每个素数阶子群或 4 阶循环子群在 G 中 c- 正规, 则
G 为超可解群.

推论 4.20 [22, 定理 3.1] 若 G 的每个素数阶子群和 4 阶循环子群在 G 中 s- 拟正规,
则 G 为超可解群.

推论 4.21 [16, 定理 3] 设 G 为可解群, E 为 G 的正规子群, 使得 G/E 是超可解群.
若 F (E) 的所有素数阶子群在 G 中 c- 正规, 则 G 为超可解群.

推论 4.22 [23, 定理 3.4] 设 F 是包含 U 的饱和群系, 如果 GF 的所有极小子群和所有

4 阶循环子群在 G 中 c- 正规, 则 G ∈ F.

推论 4.23 [9, 定理 1.4] 设 F 是包含 U 的可解饱和群系. 假设 G 有一个可解正规子群

E, 使得 G/E ∈ F. 如果 F (E) 的每个非循环 Sylow 子群的所有极大子群要么是几乎 SΦ- 嵌
入的, 要么在 G 中具有一个超可解补, 则 G ∈ F.

推论 4.24 [9, 定理 1.5] 设 F 是包含 U 的可解饱和群系. E 是 G 的正规子群, 使得
G/E ∈ F. 假设 X = E 或 X = F ∗(E). 如果对于 X 的每个非循环 Sylow 子群 P , P 的每个

素数阶或 4 阶 ( 如果 X 的 Sylow 2- 子群是非交换群 ) 循环子群在 G 中几乎 SΦ- 嵌入或有
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超可解补, 则 G ∈ F.
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Abstract: In this paper, we investigate the structure of a finite group G under the

assumption that some subgroups of G are nearly SΦ-embedded, and a new characterization of

p-nilpotence of finite groups will be obtained. Moreover, we will obtain two criteria for a finite

group to lie in a given solvably saturated formation containing the class of finite supersolvable

groups.
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