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摘要: 本文研究了一类中心循环的有限 p- 群的多项式自同构, 给出了这类有限 p- 群的多项式

自同构群的结构.
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1 引言

本文涉及的群都是有限群, 采用的符号和术语都是标准的, 参照 [1].
设 α 是群 G 的自同构, 如果对于任意的 x ∈ G, 存在整数 ε1, ε2, · · · , εk 和 G 中元素

v0, v1, · · · , vk, 使得
α(x) = v0x

ε1v1 · · · vk−1x
εkvk,

那么称 α 是 G 的多项式自同构. 因为 α(1) = 1, 所以多项式自同构可以写成如下形式

α(x) = (u−1
1 xε1u1) · · · (u−1

k xεkuk).

不难发现内自同构是多项式自同构. 有限群 G 的所有的多项式自同构构成的集合记为

PAut(G). 可以验证 PAut(G) 是 G 的自同构群 Aut(G) 的正规子群, 且有下面的正规群列

1 E Inn(G) E PAut(G) E Aut(G).

群的多项式自同构的研究主要有两方面. 一方面, 研究多项式自同构与其它自同构的联
系和区别. 如 Frohlich [2] 给出了非交换有限单群的自同构是多项式自同构, Endimioni [3] 指

出了 n 次对称群 Sn 的自同构是多项式自同构; 另一方面, 确定给定群的 PAut(G) 的结构.
如 Schweigert 在 [4] 中证明了如果 G 是有限可解群, 那么 PAut(G) 是可解群.
众所周知, 如果群G的正规子群G1, G2, · · · , Gn, 满足 i) G = G1G2 · · ·Gn, ii) [Gi, Gj ] =

1 (i 6= j), iii) Gi ∩
∏

j 6=i Gj = ζG (1 ≤ i ≤ n), 那么称 G 是 G1, G2, · · · , Gn 的中心积, 记为

G = G1 ◦G2 ◦ · · · ◦Gn.

Bornand 在 [5] 里用中心积给出了一类中心循环的有限 p- 群, 即

X3(pm) ◦X3(pm) ◦ · · · ◦X3(pm)︸ ︷︷ ︸
n

◦Zpm+r ,
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其中 n ≥ 1, m ≥ 1, r ≥ 0 且

X3(pm) = 〈x, y |xpm

= ypm

= 1, [x, y]p
m

= 1, [x, [x, y]] = [y, [x, y]] = 1〉.

王玉雷等在 [6] 中确定了上述群的自同构群. 本文研究了这类中心循环的有限 p- 群的多项式
自同构, 得到了下面的结果.
定理 1.1 设 G = X3(pm) ◦X3(pm) ◦ · · · ◦X3(pm)︸ ︷︷ ︸

n

◦Zpm+r , 其中 p 是奇素数, n ≥ 1,

m ≥ 1, r ≥ 0, 则 PAut(G)/Inn(G) ∼= Zpr .
定理 1.2 设G = X3(2m) ◦X3(2m) ◦ · · · ◦X3(2m)︸ ︷︷ ︸

n

◦Z2m+r , 其中 n ≥ 1, m ≥ 1, r ≥ 0, 则

(i) 当 r = 0 或 1 时, PAut(G) = Inn(G).

(ii) 当 r ≥ 2 时, PAut(G)/Inn(G) ∼= Z2r−1 .

2 预备知识

由 [1] 的定理 5.3.5 容易得到下面的引理 2.1.
引理 2.1 设 G 是幂零类 ≤ 2 的幂零群, 则对于 x, y ∈ G, 有 (xy)n = xnyn[y, x]

n(n−1)
2 ,

其中 n 是整数.
引理 2.2 设 G = X3(pm) ◦X3(pm) ◦ · · · ◦X3(pm)︸ ︷︷ ︸

n

◦Zpm+r , 其中 n ≥ 1, m ≥ 1, r ≥ 0 且

X3(pm) = 〈x, y |xpm

= ypm

= 1, [x, y]p
m

= 1, [x, [x, y]] = [y, [x, y]] = 1〉.

如果 α 是 G 的一个如下形式的多项式自同构

α(x) = (u−1
1 xε1u1)(u−1

2 xε2u2) · · · (u−1
k xεkuk),

那么

(i) 当 p 是奇素数时, ε1 + ε2 + · · ·+ εk ≡ 1 (mod pm).

(ii) 当 p = 2 时, ε1 + ε2 + · · ·+ εk ≡ 1 (mod 2m+1).

证 因为 G 的幂零类是 2, 所以对于 x ∈ G, 有

α(x) = (u−1
1 xε1u1)(u−1

2 xε2u2) · · · (u−1
k xεkuk)

= xε1 [xε1 , u1]xε2 [xε2 , u2] · · ·xεk [xεk , uk]

= xε1+ε2+···+εk [xε1 , u1][xε2 , u2] · · · [xεk , uk]

= xε1+ε2+···+εk [x, uε1
1 uε2

2 · · ·uεk

k ].

因此 α(x) = xε[x, u], 其中 ε = ε1 + ε2 + · · ·+ εk, u = uε1
1 uε2

2 · · ·uεk

k .
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注意到 α(xy) = α(x)α(y), 我们有 (xy)ε = xεyε. 再根据引理 2.1 可知

xεyε[y, x]
ε(ε−1)

2 = xεyε.

从而

y−εx−εxεyε[y, x]
ε(ε−1)

2 = 1.

进而

[y, x]
ε(ε−1)

2 = 1.

因为 G
′
= 〈ypr〉 的阶数是 pm, 所以

ε(ε− 1)
2

≡ 0 (mod pm).

当 p 是奇素数时, ε ≡ 1 (mod pm) 或者 ε ≡ 0 (mod pm). 如果 ε ≡ 0 (mod pm), 那么对于
任意的 1 6= g ∈ G

′ ≤ ζG,
α(g) = gε[g, u] = [g, u] = 1,

矛盾于 α 的核是 1. 因此 ε ≡ 1 (mod pm).
当 p = 2 时, ε ≡ 1 (mod 2m+1) 或者 ε ≡ 0 (mod 2m+1). 如果 ε ≡ 0 (mod 2m+1), 不妨设

ε = 2m+1k, 其中 k 是整数, 则对于任意的 1 6= h ∈ G
′
,

α(h) = hε[h, u] = h2m2k[h, u] = (h2m

)2k[h, u] = [h, u] = 1.

矛盾, 舍去 ε ≡ 0 (mod 2m+1). 因此 ε ≡ 1 (mod 2m+1).

3 定理 1.1的证明

由 [6] 可知 G 有生成元 x1, x2, · · · , x2n, y, 且 xpm

i = 1(1 ≤ i ≤ 2n), ypm+r

= 1, 并满足

[x2i−1, x2i] = ypr

, 1 ≤ i ≤ n

[x2i−1, xj ] = 1, j 6= 2i

[x2i, xl] = 1, l 6= 2i− 1

任取 α ∈ PAut(G), 存在整数 ε1, ε2, · · · , εk 和 G 中元素 ut = (Π2n
j=1x

at,j

j )ybt (1 ≤ t ≤
k, 0 ≤ at,j < pm, 0 ≤ bt < pm+r), 使得

α(x2i−1) = (u−1
1 xε1

2i−1u1)(u−1
2 xε2

2i−1u2) · · · (u−1
k xεk

2i−1uk)

= xε1
2i−1[x

ε1
2i−1, u1]xε2

2i−1[x
ε2
2i−1, u2] · · ·xεk

2i−1[x
εk

2i−1, uk]

= xε1
2i−1[x

ε1
2i−1, (Π

2n
j=1x

a1,j

j )yb1 ] · · ·xεk

2i−1[x
εk

2i−1, (Π
2n
j=1x

ak,j

j )ybk ]

= xε1
2i−1[x

ε1
2i−1,Π

2n
j=1x

a1,j

j ] · · ·xεk

2i−1[x
εk

2i−1,Π
2n
j=1x

ak,j

j ]

= xε1
2i−1[x

ε1
2i−1, x

a1,2i

2i ] · · ·xεk

2i−1[x
εk

2i−1, x
ak,2i

2i ]

= xε1
2i−1y

ε1a1,2ip
r

xε2
2i−1y

ε2a2,2ip
r · · ·xεk

2i−1y
εkak,2ip

r

= xε1+ε2+···+εk

2i−1 y(ε1a1,2i+ε2a2,2i+···+εkak,2i)p
r

,
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α(x2i) = (u−1
1 xε1

2iu1)(u−1
2 xε2

2iu2) · · · (u−1
k xεk

2iuk)

= xε1
2i [x

ε1
2i , u1]xε2

2i [x
ε2
2i , u2] · · ·xεk

2i [x
εk

2i , uk]

= xε1
2i [x

ε1
2i , (Π

2n
j=1x

a1,j

j )yb1 ] · · ·xεk

2i [x
εk

2i , (Π
2n
j=1x

ak,j

j )ybk ]

= xε1
2i [x

ε1
2i ,Π

2n
j=1x

a1,j

j ] · · ·xεk

2i [x
εk

2i ,Π
2n
j=1x

ak,j

j ]

= xε1
2i [x

ε1
2i , x

a1,2i−1
2i−1 ] · · ·xεk

2i [x
εk

2i , x
ak,2i−1
2i−1 ]

= xε1
2iy

−ε1a1,2i−1pr

xε2
2iy

−ε2a2,2i−1pr · · ·xεk

2iy
−εkak,2i−1pr

= xε1+ε2+···+εk

2i y−(ε1a1,2i−1+ε2a2,2i−1+···+εkak,2i−1)p
r

,

和

α(y) = (u−1
1 yε1u1)(u−1

2 yε2u2) · · · (u−1
k yεkuk) = yε1+ε2+···+εk .

根据引理 2.2 得到

α(x2i−1) = x2i−1y
(ε1a1,2i+ε2a2,2i+···+εkak,2i)p

r

,

α(x2i) = x2iy
−(ε1a1,2i−1+ε2a2,2i−1+···+εkak,2i−1)p

r

,

α(y) = yµ,

其中 1 ≤ µ ≤ (pr − 1)pm + 1. 又 ζG 的阶数是 pm+r, 故

α(x2i−1) = x2i−1y
µ2i−1pr

,

α(x2i) = x2iy
µ2ip

r

,

α(y) = yµ,

其中 0 ≤ µ2i−1, µ2i < pm, 1 ≤ µ ≤ (pr − 1)pm + 1.
设集合

A =








1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
a1 a2 · · · a2n a




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ≤ ai < pm, a ε 〈pm + 1〉且a ε Zpm+r





.

下证 A ∼= (Zpm ⊕ Zpm ⊕ · · · ⊕ Zpm︸ ︷︷ ︸
2n

)o Zpr . 记

A1 =








1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
a1 a2 · · · a2n 1




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ≤ ai < pm





,
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则 A1 是 GL(2n + 1,Zpm) 的一个子群. 通过定义

Υ(




1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
a1 a2 · · · a2n 1




) = (a1, a2, · · · , a2n),

构造 A1 到 Zpm ⊕ Zpm ⊕ · · · ⊕ Zpm︸ ︷︷ ︸
2n

的群同态 Υ, 可知 A1
∼= Zpm ⊕ Zpm ⊕ · · · ⊕ Zpm︸ ︷︷ ︸

2n

. 记

A2 =








1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 a




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a ε 〈pm + 1〉且a ε Zpm+r





.

容易验证 A2
∼= Zpr . 又因为 A = A1A2, A1 E A,A1 ∩A2 = 1, 所以 A = A1 oA2, 即

A ∼= (Zpm ⊕ Zpm ⊕ · · · ⊕ Zpm︸ ︷︷ ︸
2n

)o Zpr .

注意到多项式自同构 α 在基 {x1, x2, · · · , x2n, y} 下的 2n + 1 阶方阵是



1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
µ1 µ2 · · · µ2n µ




,

显然此方阵属于 A. 因此考虑群同态

Ψ : PAut(G) → A

σ 7→




1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
ε1 ε2 · · · ε2n ε




其中




1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
ε1 ε2 · · · ε2n ε



是 σ 在基 {x1, x2, · · · , x2n, y} 下的方阵. 由同态定理可得

PAut(G) ∼= A,
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进而 PAut(G)/Inn(G) ∼= Zpr .

4 定理 1.2的证明

由 [6] 可设 G 有生成元 x1, x2, · · · , x2n, y, 且 x2m

i = 1(1 ≤ i ≤ 2n), y2m+r

= 1, 同时有

[x2i−1, x2i] = y2r

, 1 ≤ i ≤ n

[x2i−1, xj ] = 1, j 6= 2i

[x2i, xl] = 1, l 6= 2i− 1

任取 α ∈ PAut(G), 存在整数 ε1, ε2, · · · , εk 和 G 中元素 ut = (Π2n
j=1x

at,j

j )ybt (1 ≤ t ≤
k, 0 ≤ at,j < 2m, 0 ≤ bt < 2m+r), 使得

α(x2i−1) = (u−1
1 xε1

2i−1u1)(u−1
2 xε2

2i−1u2) · · · (u−1
k xεk

2i−1uk)

= xε1
2i−1[x

ε1
2i−1, x

a1,2i

2i ] · · ·xεk

2i−1[x
εk

2i−1, x
ak,2i

2i ]

= xε1+ε2+···+εk

2i−1 y(ε1a1,2i+ε2a2,2i+···+εkak,2i)2
r

,

α(x2i) = (u−1
1 xε1

2iu1)(u−1
2 xε2

2iu2) · · · (u−1
k xεk

2iuk)

= xε1
2i [x

ε1
2i , x

a1,2i−1
2i−1 ] · · ·xεk

2i [x
εk

2i , x
ak,2i−1
2i−1 ]

= xε1+ε2+···+εk

2i y−(ε1a1,2i−1+ε2a2,2i−1+···+εkak,2i−1)2
r

,

和

α(y) = (u−1
1 yε1u1)(u−1

2 yε2u2) · · · (u−1
k yεkuk) = yε1+ε2+···+εk .

当 r = 0 时, 由引理 2.2 知

α(x2i−1) = x2i−1y
(ε1a1,2i+ε2a2,2i+···+εkak,2i),

α(x2i) = x2iy
−(ε1a1,2i−1+ε2a2,2i−1+···+εkak,2i−1),

α(y) = y.

又 ζG 的阶数是 2m, 故
α(x2i−1) = x2i−1y

η2i−1 ,

α(x2i) = x2iy
η2i ,

α(y) = y,

其中 0 ≤ η2i−1, η2i < 2m.
考虑 GL(2n + 1,Z2m) 的一个子群

B =








1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
b1 b2 · · · b2n 1




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ≤ bi < 2m





.
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不难证明 B ∼= Z2m ⊕ Z2m ⊕ · · · ⊕ Z2m︸ ︷︷ ︸
2n

. 因为多项式自同构 α 在基 {x1, x2, · · · , x2n, y} 下的

方阵属于 B, 所以构造群同态

Γ : PAut(G) → B

τ 7→




1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
λ1 λ2 · · · λ2n 1




其中




1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
λ1 λ2 · · · λ2n 1



是 τ 在基 {x1, x2, · · · , x2n, y} 下的方阵. 由同态定理可得

PAut(G) ∼= B ∼= Inn(G).

当 r ≥ 1 时, 根据引理 2.2 可得

α(x2i−1) = x2i−1y
(ε1a1,2i+ε2a2,2i+···+εkak,2i)2

r

,

α(x2i) = x2iy
−(ε1a1,2i−1+ε2a2,2i−1+···+εkak,2i−1)2

r

,

α(y) = yϑ,

其中 1 ≤ ϑ ≤ (2r−1 − 1)2m+1 + 1. 又 ζG 的阶数是 2m+r, 故

α(x2i−1) = x2i−1y
ϑ2i−12

r

,

α(x2i) = x2iy
ϑ2i2

r

,

α(y) = yϑ,

其中 0 ≤ ϑ2i−1, ϑ2i < 2m, 1 ≤ ϑ ≤ (2r−1 − 1)2m+1 + 1. 由此可以看到当 r = 1 时, ϑ = 1, 这
与 r = 0 的情形一样. 因此 r = 1 时, PAut(G) = Inn(G). 下面只需考虑 r ≥ 2 的情形即可.
记 GL(2n + 1,Z2m) 的一个子群

C1 =








1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
c1 c2 · · · c2n 1




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ≤ ci < 2m





.
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可知 C1
∼= Z2m ⊕ Z2m ⊕ · · · ⊕ Z2m︸ ︷︷ ︸

2n

. 再考虑集合

C2 =








1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 c




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c ε 〈2m+1 + 1〉且c ε Z2m+r





.

易证 C2
∼= Z2r−1 . 记

C =








1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
c1 c2 · · · c2n c




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ≤ ci < 2m, c ε 〈2m+1 + 1〉且c ε Z2m+r





,

则 C = C1 o C2, 从而 C ∼= (Z2m ⊕ Z2m ⊕ · · · ⊕ Z2m︸ ︷︷ ︸
2n

)o Z2r−1 .

构造群同态

Φ : PAut(G) → C

θ 7→




1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
ξ1 ξ2 · · · ξ2n ξ




其中




1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0
ξ1 ξ2 · · · ξ2n ξ



是 θ 在基 {x1, x2, · · · , x2n, y} 下的方阵. 由同态定理可得

PAut(G) ∼= C,

从而 PAut(G)/Inn(G) ∼= Z2r−1 .
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Abstract: In this paper, the polynomial automorphisms of a class of finite p-groups with a
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p-groups is determined.

Keywords: polynomial automorphism; finite p-group; inner automorphism

2010 MR Subject Classification: 20D15; 20D45


