
Vol. 45 ( 2025 )
No. 2

数 学 杂 志
J. of Math. (PRC)

两类周期为 pq 的四元序列在 F4 上的线性复杂度

颜霏霏 1, 柯品惠 2

(1. 福建师范大学数学与统计学院, 福建 福州 350117)
(2. 分析数学及应用教育部重点实验室 (福建师范大学), 福建 福州 350117)

摘要: 本文研究了两类周期为 pq 的四元序列在 F4 上的线性复杂度和极小多项式. 利用 [10,

12] 中的方法, 证明了这两类序列在 F4 上具有高的线性复杂度, 从而可以抵抗 Berlekamp-Massey 算

法的攻击.
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1 引言

伪随机序列在码分多址、流密码等领域有广泛应用 [1−3]. 二元序列和四元序列是实际应
用中的首选序列. 相关性和复杂度是伪随机序列的两个重要指标. 在密码学的相关应用中, 要
求使用的序列具有较高的线性复杂度. 通过符号替换, 可建立 Z4 上的四元序列和 F4 上的四

元序列的一一对应关系. 因此, 考察四元序列在 Z4 和 F4 上的线性复杂度是探究四元序列优

劣的必要步骤. 根据 Berlekamp-Massey 算法 [4−5] 以及 Reeds-Sloane 算法 [6] 可知, 使用的
四元序列在 F4 和 Z4 上的线性复杂度至少要达到其周期的一半.
基于经典分圆类和广义分圆类构造的伪随机序列具有较高的复杂度, 近年来受到学者们

的关注 [7−12]. 逆 Gray 映射是构造四元序列的一种常用方法 [13]. 文 [9] 利用广义分圆二元序
列和逆 Gray 映射构造了一类具有良好自相关性质的四元序列. 文 [10] 确定了文 [9] 中构造
的四元序列在 F4 和 Z4 上的线性复杂度, 并对已有构造进行了改进. 文 [12] 由逆 Gray 映射
构造了一类新的周期为 pq 的四元序列, 使用与文 [10] 中相似的方法确定了新序列在 F4 上的

线性复杂度, 并确定了该序列的 4-adic 复杂度. 文 [11] 分别基于Whiteman 广义分圆序列和
Ding-Helleseth 广义分圆序列给出了两类周期为 pq 的四元序列, 并计算了序列在 Z4 上的线

性复杂度.
较之模 4 剩余类环 Z4, 四阶有限域 F4 有更好的代数结构, 注意到 Z4 和 F4 上序列的性

质定义和分析方法是不相同的. 关于四元序列在 F4 上的复杂度, 文 [14] 考虑了具有优自相
关性质的偶数周期四元序列在 F4 上的线性复杂度. 文 [15] 考虑了一类基于交织方法构造的
四元序列在 F4 上的线性复杂度, 该序列的周期也是 pq, 其中 p 和 q 是不同的奇素数. 本文将
分析文 [11] 中两类序列在 F4 上的线性复杂度和极小多项式. 本文的其余部分组织如下. 第 2
节介绍相关的基本概念以及一些必要的记号. 第 3 节确定文 [11] 中第一类四元序列在 F4 上
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的线性复杂度和极小多项式. 第 4 节确定文 [11] 中第二类四元序列在 F4 上的线性复杂度和

极小多项式. 第 5 节对文章进行总结.

2 预备知识

设 p 和 q 是两个不同的奇素数, 且 N = pq. 定义 P = {p, 2p, . . . , (q − 1) p}, Q =
{q, 2q, . . . , (p− 1) q}, Z∗N 表示剩余类环 ZN 中所有可逆元素组成的集合. 易知 ZN = {0} ∪
P ∪ Q ∪ Z∗N . 由中国剩余定理, 有 ZN

∼= Zp × Zq, 对应的同构映射为 f (t) = (t1, t2), 其中
t ≡ t1 (mod p), t ≡ t2 (mod q). 文中

( ·
·
)
表示勒让德符号.

逆 Gray 映射 φ = [a, b] 定义为

φ [0, 0] = 0, φ [0, 1] = 1, φ [1, 1] = 2, φ [1, 0] = 3.

定义二元序列 si, i = 1, 2, 3 如下：

s1 (t) =





1, 若t ∈ P ;

0, 若t ∈ {0} ∪Q;
1−( t

p)( t
q )

2
, 若 t ∈ Z∗N .

s2 (t) =





1, 若t ∈ P ;

0, 若t ∈ {0} ∪Q;
1−( t

q )
2

, 若 t ∈ Z∗N .

s3 (t) =





1, 若t ∈ P ;

0, 若t ∈ {0} ∪Q;
1−( t

p)
2

, 若 t ∈ Z∗N .

利用逆 Gray 映射, 文 [11] 定义了第一类四元序列 s′ (t) 和第二类四元序列 s′′ (t) 如下：

s′ (t) = φ [s1 (t) , s2 (t)] . (1)

s′′ (t) = φ [s2 (t) , s3 (t)] . (2)

设 Ai, Bi, i = 0, 1 分别表示模 p 和模 q 的平方剩余及非平方剩余, A2 = B2 = {0}. 设
Fk,l = f−1 (Ak ×Bl) , k, l = 0, 1, 2. 则 ZN =

⋃2

k,l=0 Fk,l. 那么, 序列 s′ (t) 和 s′′ (t) 可以分别
地表示为：

s′ (t) =





0, 若t (mod N) ∈ F0,0 ∪ F0,2 ∪ F1,2 ∪ {0} ;

1, 若t (mod N) ∈ F1,1;

2, 若t (mod N) ∈ F0,1 ∪ F2,0 ∪ F2,1;

3, 若t (mod N) ∈ F1,0.

(3)

s′′ (t) =





0, 若t (mod N) ∈ F0,0 ∪ F0,2 ∪ F1,2 ∪ {0} ;

1, 若t (mod N) ∈ F1,0;

2, 若t (mod N) ∈ F1,1 ∪ F2,0 ∪ F2,1;

3, 若t (mod N) ∈ F0,1.

(4)
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定义四阶有限域 F4 = {0, 1, µ, µ2}, 其中 µ 满足 µ2 = µ + 1, 即 F4 是 F2 上以 1, µ 为基

的向量空间. 若 s = (s (0) , s (1) , . . . ,s (N − 1))是 F4 上的周期为N 的四元序列, 则序列 s 的

生成多项式为Ms (x)=
∑N−1

t=0 s (t) xt, 其极小多项式ms (x) 的计算公式为

ms (x) =
xN − 1

gcd (xN − 1,Ms (x))
. (5)

序列 s 的线性复杂度 LC (s) 为

LC (s) = N − deg
(
gcd

(
xN − 1,Ms (x)

))
. (6)

设 t 是 4 模N 的阶, 即 t 是满足 4t ≡ 1(mod N) 的最小正整数. 假设 ξ 是 F4t 的本原元,
则 ξ

4t−1
N 的阶为 N . 记 α = ξ

4t−1
N . 因此 F4t 是 xN − 1 的分裂域. 由 (6) 可得

LC (s) = N − deg
(
gcd

(
xN − 1,Ms (x)

))

= N − | {v|Ms (αv) = 0, v = 0, 1, . . . , N − 1} |. (7)

设 β = αaq, γ = αbp, 其中 a, b 是满足 aq + bp = 1 的整数. 即 β 和 γ 分别为 F4t 上的 p

次和 q 次本原单位根. 设 R2 (x) =
∑

i∈A0
xi 且 T2 (x) =

∑
i∈B0

xi. 易知 R2 (1) = (p− 1) /2,
T2 (1) = (q − 1) /2.
引理 1 [16] (1) 若 p ≡ ±1 (mod 8) 或 q ≡ ±1 (mod 8), 则

R2 (βv) =

{
1, 若v (mod p) ∈ A0,

0, 若v (mod p) ∈ A1.
且 T2 (γv) =

{
1, 若v (mod q) ∈ B0,

0, 若v (mod q) ∈ B1.

(2) 若 p ≡ ±3 (mod 8) 或 q ≡ ±3 (mod 8), 则

R2 (βv)=

{
µ, 若v (mod p) ∈ A0,

µ + 1, 若v (mod p) ∈ A1.
且 T2 (γv)=

{
µ, 若v (mod q) ∈ B0,

µ + 1, 若v (mod q) ∈ B1.

3 第一类四元序列在 F4 上的线性复杂度和极小多项式

为计算序列在 F4 上的线性复杂度, 分别把 (3), (4) 式定义的 Z4 上的序列修改为 F4 上

的序列, 即令 0 = 0, 1 = 1, 2 = µ + 1, 3 = µ. 在不引起混淆的情况下, 把修改后的序列记为
U ′ 和 U ′′.
易知, F4 上的序列 U ′ 的生成多项式为

MU ′ (αv)=
∑

t (mod N)∈F1,1

αvt + (µ + 1)
∑

t (mod N)∈F0,1∪F2,0∪F2,1

αvt + µ
∑

t (mod N)∈F1,0

αvt.

设 θ 和 η 分别表示模 p 和模 q 的本原根. 由 F1,1 = f−1 (A1 ×B1) = {aqt1 + bpt2|t1 ∈
A1, t2 ∈ B1}, 可得

∑

t (mod N)∈F1,1

αvt =
∑

t1∈A1

∑
t2∈B1

αvaqt1+vbpt2 =
∑
i∈A0

(αaq)vθi
∑
j∈B0

(
αbp

)vηj
= R2

(
βvθ

)
T2 (γvη) .
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对其余情形 Fi,j , i, j ∈ {0, 1, 2} 类似可证. 综上, 有

MU ′ (αv)=R2

(
βvθ

)
T2 (γvη)+(µ + 1)(R2 (βv) T2 (γvη) + T2 (γv)+T2 (γvη))

+µR2

(
βvθ

)
T2 (γv) . (8)

将 R2 (1) = (p− 1) /2, T2 (1) = (q − 1) /2 带入 (8) 中有MU ′ (1) = 0. (9)

引理 2 设 U ′ (t) 是 (3) 定义的序列在 F4 上对应的四元序列, MU ′ (x) 是其生成多项式.
则

(1) MU ′ (αv) =

{
µ + 1, 若 v ∈ P 且 p (mod 4) ≡ 1,

1, 若 v ∈ P 且 p (mod 4) ≡ −1.

(2)MU ′ (αv) =

{
0, 若 v ∈ Q 且 q (mod 4) ≡ 1,

µ + 1, 若 v ∈ Q 且 q (mod 4) ≡ −1.

证 设 v ∈ P , 则 R2 (βv) = (p− 1) /2, R2

(
βvθ

)
= (p− 1) /2. 若 p (mod 4) ≡ 1,

则 R2 (βv) = 0 且 R2

(
βvθ

)
= 0. 由 (8) 可得 MU ′ (αv) = (µ + 1)(T2 (γv) + T2 (γvη)). 由

引理 1, T2 (γvη) =
∑

i∈B0
γvηi =

∑
i∈B1

γvi = T2 (γv) + 1, 则 MU ′ (αv) = µ + 1. 若
p (mod 4) ≡ −1, 则 R2 (βv) = 1 且 R2

(
βvθ

)
= 1. 由 (8) 可得 MU ′ (αv) = T2 (γvη) +

(µ + 1)(T2 (γvη) + T2 (γv) + T2 (γvη))+µT2 (γv) = T2 (γvη)+T2 (γv). 由 T2 (γvη) = T2 (γv)+1
可得, MU ′ (αv) = 1. v ∈ Q 的情形类似可证.

引理 3 记号同上. 若 v ∈ Z∗N , 则

MU ′ (αv)=





R2

(
βθ

)
T2 (γη)+(µ + 1)(R2 (β) T2 (γη) + T2 (γ) + T2 (γη))+µR2

(
βθ

)
T2 (γ) ,

若v ∈ F0,0;

R2 (β) T2 (γ)+(µ + 1)
(
R2

(
βθ

)
T2 (γ) + T2 (γ) + T2 (γη)

)
+µR2 (β)T2 (γη) ,

若v ∈ F1,1;

R2 (β)T2 (γη)+(µ + 1)
(
R2

(
βθ

)
T2 (γη) + T2 (γ) + T2 (γη)

)
+ µR2 (β) T2 (γ) ,

若v ∈ F1,0;

R2

(
βθ

)
T2 (γ) +(µ + 1)(R2 (β) T2 (γ) + T2 (γ) + T2 (γη))+ µR2

(
βθ

)
T2 (γη) ,

若v ∈ F0,1.

证 若 v ∈ F0,0, 则 v (mod p) ∈ A0 且 v (mod q) ∈ B0, 则 R2

(
βvθ

)
=

∑
i∈A0

βvθi =∑
i∈A0

βθi = R2

(
βθ

)
, T2 (γvη) =

∑
i∈B0

γvηi =
∑

i∈B0
γηi = T2 (γη), T2 (γv) =

∑
i∈B0

γvi =∑
i∈B0

γi = T2 (γ) 且 R2 (βv) =
∑

i∈A0
βvi =

∑
i∈A0

βi = R2 (β). 则由 (8), MU ′ (αv) =
R2

(
βθ

)
T2 (γη) + (µ + 1)(R2 (β) T2 (γη) + T2 (γ) + T2 (γη)) + µR2

(
βθ

)
T2 (γ). 其余情形类似

可证.

引理 4 记号同上, 则
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(1) 若 p (mod 8) ≡ ±1, 当 q (mod 8) ≡ ±1 或 q (mod 8) ≡ ±3, 则

MU ′ (αv) =





µ + 1, 若v ∈ F0,0,

µ, 若v ∈ F1,1,

1, 若v ∈ F1,0,

0, 若v ∈ F0,1.

或MU ′ (αv) =





1, 若v ∈ F0,0,

0, 若v ∈ F1,1,

µ + 1, 若v ∈ F1,0,

µ, 若v ∈ F0,1.

(2) 若 p (mod 8) ≡ ±3, 当 q (mod 8) ≡ ±1 或 q (mod 8) ≡ ±3, 则

MU ′ (αv) =





µ, 若v ∈ F0,0,

µ + 1, 若v ∈ F1,1,

0, 若v ∈ F1,0,

1, 若v ∈ F0,1.

或MU ′ (αv) =





0, 若v ∈ F0,0,

1, 若v ∈ F1,1,

µ, 若v ∈ F1,0,

µ + 1, 若v ∈ F0,1.

证 对不同的情形,证明方法是类似的,因此只证明 p (mod8) ≡ ±1且 q (mod8) ≡ ±1的
情形. 当 p (mod8) ≡ ±1且 q (mod8) ≡ ±1时,由引理 1和引理 3,若 v ∈ F0,0,则MU ′ (αv) =
0 + (µ + 1)(0 + 1 + 0) + µ × 0 = µ + 1; 若 v ∈ F1,1, 则MU ′ (αv) = 1 + (µ + 1)(0 + 0 + 1) +
µ × 0 = µ; 若 v ∈ F1,0, 则 MU ′ (αv) = 0 + (µ + 1)(0 + 1 + 0) + µ × 1 = 1; 若 v ∈ F0,1, 则
MU ′ (αv) = 0 + (µ + 1)(1 + 0 + 1) + µ× 0 = 0.
定理 1 记号同上. 记 H1 (x) =

∏
t∈F0,0

(x− αt), H2 (x)=
∏

t∈F1,1
(x− αt), H3 (x) =∏

t∈F1,0
(x− αt), H4 (x) =

∏
t∈F0,1

(x− αt) 且 Q (x) =
∏

t∈Q (x− αt). 则 U ′ (t) 的线性复杂
度 LC (U ′ (t)) 和极小多项式mU ′ (x) 如下：
(1) 若 p (mod 8) ≡ ±1 且 q (mod 8) ≡ 1, 则

LC (U ′ (t)) =
3pq − 3p + q − 1

4
,mU ′ (x) =

xpq − 1
(x− 1) H4 (x) Q (x)

;

(2) 若 p (mod 8) ≡ ±1 且 q (mod 8) ≡ −1, 则

LC (U ′ (t)) =
3pq + p + q − 5

4
,mU ′ (x) =

xpq − 1
(x− 1) H4 (x)

;

(3) 若 p (mod 8) ≡ ±1 且 q (mod 8) ≡ 3, 则

LC (U ′ (t)) =
3pq + p + q − 5

4
,mU ′ (x) =

xpq − 1
(x− 1) H2 (x)

;

(4) 若 p (mod 8) ≡ ±1 且 q (mod 8) ≡ −3, 则

LC (U ′ (t)) =
3pq − 3p + q − 1

4
,mU ′ (x) =

xpq − 1
(x− 1) H2 (x) Q (x)

;

(5) 若 p (mod 8) ≡ ±3 且 q (mod 8) ≡ 1, 则

LC (U ′ (t)) =
3pq − 3p + q − 1

4
,mU ′ (x) =

xpq − 1
(x− 1) H3 (x) Q (x)

;
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表 1 p 和 q 取不同值时序列 U ′ (t) 的线性复杂度

p q LC (U ′ (t)) LC (U ′ (t)) 满足 pq

17 11 146 3pq + p + q − 5/4 187
17 41 520 3pq − 3p + q − 1/4 697
31 29 658 3pq − 3p + q − 1/4 899
19 17 232 3pq − 3p + q − 1/4 323
59 19 859 3pq + p + q − 5/4 1121

(6) 若 p (mod 8) ≡ ±3 且 q (mod 8) ≡ −1, 则

LC (U ′ (t)) =
3pq + p + q − 5

4
,mU ′ (x) =

xpq − 1
(x− 1) H3 (x)

;

(7) 若 p (mod 8) ≡ ±3 且 q (mod 8) ≡ 3, 则

LC (U ′ (t)) =
3pq + p + q − 5

4
,mU ′ (x) =

xpq − 1
(x− 1) H1 (x)

;

(8) 若 p (mod 8) ≡ ±3 且 q (mod 8) ≡ −3, 则

LC (U ′ (t)) =
3pq − 3p + q − 1

4
,mU ′ (x) =

xpq − 1
(x− 1) H1 (x) Q (x)

.

证 当 p (mod 8) ≡ ±1 且 q (mod 8) ≡ 1 时, 由引理 4, 有 | {v|v ∈ Z∗N ,MU ′ (αv) = 0} | =
(p−1)(q−1)

4
,又由引理 2,有 | {v|v ∈ P, MU ′ (αv) = 0} | = 0, | {v|v ∈ Q,MU ′ (αv) = 0} | = p−1.

结合式 (9), 可得线性复杂度为 LC (U ′ (t)) = pq − (p−1)(q−1)
4

− (p− 1) − 1 = 3pq−3p+q−1
4

, 且
极小多项式为mU ′ (x) = xpq−1

(x−1)H4(x)Q(x)
. 其余情形类似可证.

利用Magma 程序, 验证了取不同参数时 U ′ (t) 的线性复杂度, 见表 1. 结果与定理 1 结
论一致.

4 第二类四元序列在 F4 上的线性复杂度和极小多项式

本节计算序列 U ′′ 在 F4 上的线性复杂度. 与第 2 节类似, 同样用 U ′′ 表示该序列在 F4 上

的对应. 记号同上. 此时 U ′′ 的生成多项式为

MU ′′ (αv)=
∑

t (mod N)∈F1,0

αvt + (µ + 1)
∑

t (mod N)∈F1,1∪F2,0∪F2,1

αvt + µ
∑

t (mod N)∈F0,1

αvt.

由 F1,0 = f−1 (A1 ×B0) = {aqt1 + bpt2|t1 ∈ A1, t2 ∈ B0}, 可得
∑

t (mod N)∈F1,0

αvt =
∑

t1∈A1

∑
t2∈B0

αvaqt1+vbpt2 =
∑
i∈A0

(αaq)vθi
∑
j∈B0

(
αbp

)vj
= R2

(
βvθ

)
T2 (γv) .
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对其余情形 Fi,j , i, j ∈ {0, 1, 2} 类似可证. 综上, 有

MU ′′ (αv)=R2

(
βvθ

)
T2 (γv)+(µ + 1)

(
R2

(
βvθ

)
T2 (γvη)+T2 (γv)+T2 (γvη)

)
+µR2 (βv) T2 (γvη) .

(10)

将R2 (1) = (p− 1) /2, T2 (1) = (q − 1) /2带入 (10)中有MU ′′ (1) = 0. (11)
引理 5 设 U ′′ (t) 是 (4) 定义的序列在 F4 上对应的四元序列, MU ′′ (x) 是其生成多项式.

则

(1) MU ′′ (αv) =

{
µ + 1, 若 v ∈ P 且 p (mod 4) ≡ 1,

µ, 若 v ∈ P 且 p (mod 4) ≡ −1.

(2) MU ′′ (αv) =

{
0, 若 v ∈ Q 且 q (mod 4) ≡ 1,

µ, 若 v ∈ Q 且 q (mod 4) ≡ −1.

证 设 v ∈ P , 则 R2 (βv) = (p− 1) /2, R2

(
βvθ

)
= (p− 1) /2. 若 p (mod 4) ≡ 1, 则

R2 (βv) = 0 且 R2

(
βvθ

)
= 0. 由 (10) 可得 MU ′′ (αv) = (µ + 1)(T2 (γv) + T2 (γvη)). 由

引理 1, T2 (γvη) =
∑

i∈B0
γvηi =

∑
i∈B1

γvi = T2 (γv) + 1, 则 MU ′′ (αv) = µ + 1. 若
p (mod 4) ≡ −1, 则 R2 (βv) = 1 且 R2

(
βvθ

)
= 1. 由 (10) 可得 MU ′′ (αv) = T2 (γv) +

(µ + 1)(T2 (γvη) + T2 (γv) + T2 (γvη)) + µT2 (γvη) = µ (T2 (γv) + T2 (γvη)). 由 T2 (γvη) =
T2 (γv) + 1 可得, MU ′′ (αv) = µ. v ∈ Q 的情形类似可证.
引理 6 记号同上. 若 v ∈ Z∗N , 则

MU ′′ (αv)=





R2

(
βθ

)
T2 (γ)+(µ + 1)

(
R2

(
βθ

)
T2 (γη) + T2 (γ) + T2 (γη)

)
+µR2 (β)T2 (γη) ,

若v ∈ F0,0;

R2 (β) T2 (γη)+(µ + 1)(R2 (β)T2 (γ) + T2 (γ) + T2 (γη))+µR2

(
βθ

)
T2 (γ) ,

若v ∈ F1,1;

R2 (β) T2 (γ)+(µ + 1)(R2 (β)T2 (γη) + T2 (γ) + T2 (γη))+µR2

(
βθ

)
T2 (γη) ,

若v ∈ F1,0;

R2

(
βθ

)
T2 (γη)+(µ + 1)

(
R2

(
βθ

)
T2 (γ) + T2 (γ) + T2 (γη)

)
+µR2 (β) T2 (γ) ,

若v ∈ F0,1.

证 若 v ∈ F0,0, 则 v (mod p) ∈ A0 且 v (mod q) ∈ B0, 则 R2

(
βvθ

)
=

∑
i∈A0

βvθi =∑
i∈A0

βθi = R2

(
βθ

)
, T2 (γvη) =

∑
i∈B0

γvηi =
∑

i∈B0
γηi = T2 (γη), T2 (γv) =

∑
i∈B0

γvi =∑
i∈B0

γi = T2 (γ) 且 R2 (βv) =
∑

i∈A0
βvi =

∑
i∈A0

βi = R2 (β). 则由 (10), MU ′′ (αv) =
R2

(
βθ

)
T2 (γ) + (µ + 1)

(
R2

(
βθ

)
T2 (γη) + T2 (γ) + T2 (γη)

)
+ µR2 (β)T2 (γη). 其余情形类似

可证.
引理 7 记号同上, 则

(1) 若 p (mod 8) ≡ ±1, 当 q (mod 8) ≡ ±1 或 q (mod 8) ≡ ±3, 则

MU ′′ (αv) =





µ + 1, 若v ∈ F0,0,

0, 若v ∈ F1,1,

µ, 若v ∈ F1,0,

1, 若v ∈ F0,1.

或MU ′′ (αv) =





µ, 若v ∈ F0,0,

1, 若v ∈ F1,1,

µ + 1, 若v ∈ F1,0,

0, 若v ∈ F0,1.
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(2) 若 p (mod 8) ≡ ±3, 当 q (mod 8) ≡ ±1 或 q (mod 8) ≡ ±3, 则

MU ′′ (αv) =





0, 若v ∈ F0,0,

µ + 1, 若v ∈ F1,1,

1, 若v ∈ F1,0,

µ, 若v ∈ F0,1.

或MU ′′ (αv) =





1, 若v ∈ F0,0,

µ, 若v ∈ F1,1,

0, 若v ∈ F1,0,

µ + 1, 若v ∈ F0,1.

证 对不同的情形, 证明方法是类似的, 因此只证明 p (mod 8) ≡ ±1 且 q (mod 8) ≡ ±1
的情形. 当 p (mod 8) ≡ ±1 且 q (mod 8) ≡ ±1 时, 由引理 1 和引理 6, 若 v ∈ F0,0, 则
MU ′′ (αv) = 0 + (µ + 1)(1 + 0 + 0) + µ × 0 = µ + 1; 若 v ∈ F1,1, 则 MU ′′ (αv) = 0 +
(µ + 1)(0 + 1 + 1)+µ× 0 = 0; 若 v ∈ F1,0, 则MU ′′ (αv) = 1+(µ + 1)(1 + 0 + 0)+µ× 0 = µ;
若 v ∈ F0,1, 则MU ′′ (αv) = 0 + (µ + 1)(0 + 1 + 0) + µ× 1 = 1.
定理 2 记号同上. 记H1 (x) =

∏
t∈F0,0

(x− αt), H2 (x)=
∏

t∈F1,1
(x− αt), H3 (x) =∏

t∈F1,0
(x− αt), H4 (x) =

∏
t∈F0,1

(x− αt) 且 Q (x) =
∏

t∈Q (x− αt). 则 U ′′ (t) 的线性复杂
度 LC (U ′′ (t)) 和极小多项式mU ′′ (x) 如下：
(1) 若 p (mod 8) ≡ ±1 且 q (mod 8) ≡ 1, 则

LC (U ′′ (t)) =
3pq − 3p + q − 1

4
,mU ′′ (x) =

xpq − 1
(x− 1) H2 (x)Q (x)

;

(2) 若 p (mod 8) ≡ ±1 且 q (mod 8) ≡ −1, 则

LC (U ′′ (t)) =
3pq + p + q − 5

4
,mU ′′ (x) =

xpq − 1
(x− 1) H2 (x)

;

(3) 若 p (mod 8) ≡ ±1 且 q (mod 8) ≡ 3, 则

LC (U ′′ (t)) =
3pq + p + q − 5

4
,mU ′′ (x) =

xpq − 1
(x− 1) H4 (x)

;

(4) 若 p (mod 8) ≡ ±1 且 q (mod 8) ≡ −3, 则

LC (U ′′ (t)) =
3pq − 3p + q − 1

4
,mU ′′ (x) =

xpq − 1
(x− 1) H4 (x)Q (x)

;

(5) 若 p (mod 8) ≡ ±3 且 q (mod 8) ≡ 1, 则

LC (U ′′ (t)) =
3pq − 3p + q − 1

4
,mU ′′ (x) =

xpq − 1
(x− 1) H1 (x)Q (x)

;

(6) 若 p (mod 8) ≡ ±3 且 q (mod 8) ≡ −1, 则

LC (U ′′ (t)) =
3pq + p + q − 5

4
,mU ′′ (x) =

xpq − 1
(x− 1) H1 (x)

;

(7) 若 p (mod 8) ≡ ±3 且 q (mod 8) ≡ 3, 则

LC (U ′′ (t)) =
3pq + p + q − 5

4
,mU ′′ (x) =

xpq − 1
(x− 1) H3 (x)

;
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表 2 p 和 q 取不同值时序列 U ′′ (t) 的线性复杂度

p q LC (U ′′ (t)) LC (U ′′ (t)) 满足 pq

29 19 424 3pq + p + q − 5/4 551
23 31 547 3pq + p + q − 5/4 713
19 43 627 3pq + p + q − 5/4 817
37 17 448 3pq − 3p + q − 1/4 629
7 43 237 3pq + p + q − 5/4 301

(8) 若 p (mod 8) ≡ ±3 且 q (mod 8) ≡ −3, 则

LC (U ′′ (t)) =
3pq − 3p + q − 1

4
,mU ′′ (x) =

xpq − 1
(x− 1) H3 (x)Q (x)

.

证 当 p (mod 8) ≡ ±1 且 q (mod 8) ≡ 1 时, 由引理 7, 有 | {v|v ∈ Z∗N ,MU ′′ (αv) = 0} | =
(p−1)(q−1)

4
,又由引理 5,有 | {v|v ∈ P, MU ′′ (αv) = 0} | = 0, | {v|v ∈ Q,MU ′′ (αv) = 0} | = p−1.

结合式 (11), 可得线性复杂度为 LC (U ′′ (t)) = pq − (p−1)(q−1)
4

− (p− 1)− 1 = 3pq−3p+q−1
4

, 且
极小多项式为mU ′′ (x) = xpq−1

(x−1)H2(x)Q(x)
. 其余情形类似可证.

利用Magma 程序, 验证了取不同参数时 U ′′ (t) 的线性复杂度, 见表 2. 结果与定理 2 结
论一致.

5 总结

由于代数结构的差异, Z4 和 F4 上序列的综合算法也略有差异. 本文分析了两类四元
序列在 F4 上的线性复杂度和极小多项式. 证明了这两类四元序列在 F4 上的线性复杂度不

小于其周期的一半, 即这两类序列具有高的线性复杂度. 因此这两类序列可以有效地抵抗
Berlekamp-Massey 算法的攻击.
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Abstract: In this paper, the linear complexity and minimal polynomial of two classes of
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it is proved that these two classes of sequences have high linear complexity over F4 and thus can

resist Berlekamp-Massey algorithm attack.
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