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摘要: 本文研究了无限维 Banach 空间上满足算子等式组的有界线性算子 A 和 BCk 的谱性

质, 其中 k 为某个非负整数. 具体而言, 设 A, B, C 是定义在无限维 Banach 空间 X 上的有界线性算

子满足 CkBCk = ACk 和 CkBAk = Ak+1. 本文从正则集的角度证明了算子 A 和 BCk 的 19 类谱

是一致的. 特别地, 我们利用 A 和 BCk 的 Fredholm 谱相等, 获得了 A 和 BCk 的广义 Drazin-Riesz

可逆性是等价的. 这些结果是对 Yan [7] 中结论的推广.
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1 引言

设 X 为无限维 Banach 空间, B(X) 表示 X 上全体有界线性算子构成的 Banach 代数.
任取 A, B, C 和 D ∈ B(X). 经典的 Jacobson 引理体现了 AB 和 BA 的谱在零点外是相等

的:
σ(AB)\{0} = σ(BA)\{0}. (1.1)

近年来, 许多学者致力于研究 Jacobson 引理以及将等式 (1.1) 推广到其他谱上. 1998 年,
Barnes [1] 进一步研究了 AB 和 BA 关于零空间和值域的共同性质，并证明了它们的点谱、

近似点谱也有形似 (1.1) 式的结论. 在文献 [2, 3] 中, 当 A 和 B 满足算子等式

ABA = A2和 BAB = B2 (1.2)

Duggal 和 Schmoeger 证明了 A 和 BA 的点谱、近似点谱及本性谱等各类谱集是相同的.
2013 年, Corach, Duggal 和 Harte [4] 在条件 ABA = ACA 下研究了元素乘积 AC 和 BA 的

谱在零点外是相等的. 随后, Zeng 和 Zhong [5] 从正则集的角度进一步研究了它们共同的谱

性质. 在文献 [6,7] 中, Yan 引入了新条件
{

ACD = DBD

DBA = ACA
, (1.3)

在有界线性算子的范畴内, 将文献 [4,5] 中的结论推广到了 AC 和 BD 上. 在本文中, 我们引
入了一个新的算子等式 {

CkBCk = ACk

CkBAk = Ak+1
, (1.4)
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并研究了在其成立时 A 和 BCk 的谱性质. 1996 年, Kordula 和Müller [8] 引入了正则集的概

念, 给出了一个谱理论公理化的描述. 接下来, 介绍正则集的定义及相关记号.
对 T ∈ B(X), R(T ) 和 N (T ) 分别表示 T 的值域和零空间. 定义 T 的超值域和超零空

间如下:
R(T∞) := ∩∞n=1R(T n)和 N (T∞) := ∪∞n=1N (T n).

定义 1.1非空子集 R ⊆ B(X) 称为正则集, 若满足以下两点 :
(1) 对任意的 A ∈ B(X) 和任意的正整数 n, 有

A ∈ B(X) ⇐⇒ An ∈ B(X),

(2) 对于两两之间均可交换的算子 A, B, C, D ∈ B(X), 并且满足 AC + BD = I, 有

AB ∈ R ⇐⇒ A ∈ R, B ∈ R.

对任意的 T ∈ B(X), T 关于正则集 R 的正则谱 σR(T ) 定义为

σR(T ) = {λ ∈ C : λ− T /∈ R}.

对任意的非负整数 n, 令

cn(T ) = dimR(T n)/R(T n+1), c′n(T ) = dimN (T n+1)/N (T n).

由文献 [9] 中的引理 3.2 知

cn(T ) = dimX/(R(T ) +N (T n)), c′n(T ) = dimN (T ) ∩R(T n).

并且 T 的 stable defect c(T ) 和 stable nullity c′(T ) 分别定义为

c(T ) =
∞∑

n=0

cn(T )和 c′(T ) =
∞∑

n=0

c′n(T ).

对于 T ∈ B(X) 以及任意的非负整数 n, 存在 T 诱导的线性变化:

R(T n)/R(T n+1) −→ R(T n+1)/R(T n+2),

记 kn(T ) 为该诱导线性变化的零空间的维数, 同时记

k(T ) =
∞∑

n=0

kn(T ).

由文献 [10] 中的引理 2.3 可知, 对任意的非负整数 n, 有

kn(T ) = dim(N (T ) ∩R(T n))/(N (T ) ∩R(T n+1))

= dim(R(T ) +N (T n+1))/(R(T ) +N (T n))
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和

k(T ) = dimN (T )/(N (T ) ∩R(T∞)) = dim(R(T ) +N (T∞))/R(T ).

下面我们给出 19 种具体的正则集 Ri ⊆ B(X), 其中 01 ≤ i ≤ 19, 详见文献 [7, 11].
定义 1.2对任意的 T ∈ B(X),

(1) R1 = {T ∈ B(X) : c(T ) = 0},
(2) R2 = {T ∈ B(X) : c(T ) < ∞},
(3) R3 = {T ∈ B(X) : ∃d ∈ N使得 cd(T ) = 0且R(T d+1)为闭集},
(4) R4 = {T ∈ B(X) : 对于 ∀n ∈ N有 cn(T ) < ∞},
(5) R5 = {T ∈ B(X) : ∃d ∈ N使得 cd(T ) < ∞且R(T d+1)为闭集},
(6) R6 = {T ∈ B(X) : c′(T ) = 0且R(T )为闭集},
(7) R7 = {T ∈ B(X) : c′(T ) < ∞且R(T )为闭集},
(8) R8 = {T ∈ B(X) : ∃d ∈ N使得 c′d(T ) = 0且R(T d+1)为闭集},
(9) R9 = {T ∈ B(X) : 对于 ∀n ∈ N有c′n(T ) < ∞且R(T )为闭集},
(10) R10 = {T ∈ B(X) : ∃d ∈ N使得 c′d(T ) < ∞且R(T d+1)为闭集},
(11) R11 = {T ∈ B(X) : k(T ) = 0且R(T )为闭集},
(12) R12 = {T ∈ B(X) : k(T ) < ∞且R(T )为闭集},
(13) R13 = {T ∈ B(X) : ∃d ∈ N, ∀n ≥ d有 kn(T ) = 0且R(T d+1)为闭集},
(14) R14 = {T ∈ B(X) : ∀n ∈ N, kn(T ) < ∞且R(T )为闭集},
(15) R15 = {T ∈ B(X) : ∃d ∈ N, ∀n ≥ d有 kn(T ) < ∞且R(T d+1)为闭集},
(16) R16 = {T ∈ B(X) : ∃d ∈ N使得 cd(T ) = 0且R(T ) +N (T d)为闭集},
(17) R17 = {T ∈ B(X) : ∃d ∈ N使得 cd(T ) < ∞且R(T ) +N (T d)为闭集},
(18) R18 = {T ∈ B(X) : ∃d ∈ N, ∀n ≥ d有 kn(T ) = 0且R(T ) +N (T d)为闭集},
(19) R19 = {T ∈ B(X) : ∃d ∈ N, ∀n ≥ d有 kn(T ) < ∞且R(T ) +N (T d)为闭集}.
其中, R1、R2、R3、R4 和R5 中的算子分别称为满射算子、下半Browder算子、右Drazin

可逆算子、下半 Fredholm 算子和右本质 Drazin 可逆算子. R6、R7、R8、R9 和 R10 中的算

子分别称为下有界算子、上半 Browder 算子、左 Drazin 可逆算子、上半 Fredholm 算子和左
本质 Drazin 可逆算子. R11、R12、R13 和 R18 中的算子分别称为半正则算子、本质半正则算

子、拟 Fredholm 算子和具有最终拓扑均匀下降性质的算子.
本文主要参考了文献 [7,12] 中的方法, 在有界线性算子全体组成的 Banach 代数内，研

究了满足新条件 (1.4) 的 A 和 BCk 关于 19 类正则谱的共同性质, 进一步证明了 A 是广义

Drazin-Riesz 可逆的当且仅当 BCk 是广义 Drazin-Riesz 可逆的.

2 主要定理

本节采用了文献 [7] 中的方法, 在条件 (1.4) 成立的前提下, 通过建立一些商空间的同构
关系, 证明了 A 和 BCk 的 19 类正则谱相同, 即 σRi

(A) = σRi
(BCk), 其中 1 ≤ i ≤ 19. 根据

上述 19 类正则集的定义, 我们需要给出如下 (引理 2.1 ) 有关 A 和 BCk 的零空间与值域的

基本关系.
引理 2.1若对于某个非负整数 k 且 A, B, C ∈ B(X) 满足 CkBCk = ACk 和 CkBAk =

Ak+1, 则
(1) CkR(BCk − I)n ⊆ R(A− I)n,
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(2) CkN (BCk − I)n ⊆ N (A− I)n,

(3) BAkR(A− I)n ⊆ R(BCk − I)n,

(4) BAkN (A− I)n ⊆ N (BCk − I)n.

证 (1)任取 y ∈ R(BCk−I)n,则存在 x ∈ X 使得 y = (BCk−I)nx. 由 CkBCk = ACk

可得

Cky = Ck(BCk − I)nx = (A− I)nCkx ∈ R(A− I)n.

因此, CkR(BCk − I)n ⊆ R(A− I)n.

(2) 任取 x ∈ N (BCk − I)n, 根据 CkBCk = ACk 可知

(A− I)nCkx = Ck(BCk − I)nx = 0.

因此, CkN (BCk − I)n ⊆ N (A− I)n.

(3) 任取 y ∈ R(A− I)n, 则存在 x ∈ X 使得 y = (A− I)nx. 由 CkBAk = Ak+1 可得

BAky = BAk(A− I)nx = (BCk − I)nBAkx ∈ R(BCk − I)n.

因此, BAkR(A− I)n ⊆ R(BCk − I)n.

(4) 任取 x ∈ N (A− I)n, 根据 CkBAk = Ak+1 可知

(BCk − I)nBAkx = BAk(A− I)nx = 0.

因此, BAkN (A− I)n ⊆ N (BCk − I)n.

引理 2.2若对于某个非负整数 k 且 A, B, C ∈ B(X) 满足 CkBCk = ACk 和 CkBAk =
Ak+1, 则 c′n(A− I) = c′n(BCk − I). 进而有 c′(A− I) = c′(BCk − I).
证 为了证明商空间N (BCk − I)n+1/N (BCk − I)n 与商空间N (A− I)n+1/N (A− I)n

的维数相等, 我们定义由 Ck 诱导的线性映射 f :

N (BCk − I)n+1/N (BCk − I)n −→ N (A− I)n+1/N (A− I)n

以及由 BAk 诱导的线性映射 g:

N (A− I)n+1/N (A− I)n −→ N (BCk − I)n+1/N (BCk − I)n.

根据引理 2.1 (2) 和 (4) 可知上述两个映射均是良定义的. 因此只需要证明 f 和 g 都是

单射. 一方面, 任取 x ∈ N (BCk − I)n+1 满足 Ckx ∈ N (A − I)n. 根据引理 2.1 (4) 知
BAkCkx ∈ N (BCk − I)n. 由 CkBCk = ACk 可得 BAkCk = (BCk)k+1, 进而有

x = x−BAkCkx + BAkCkx = BAkCkx + x− (BCk)k+1x

= BAkCkx− [(BCk)k + · · ·+ BCk + I](BCk − I)x ∈ N (BCk − I)n.

这说明 f 是单射, 故 c′n(A − I) ≥ c′n(BCk − I). 另一方面, 任取 x ∈ N (A − I)n+1 满足

BAkx ∈ N (BCk − I)n. 根据引理 2.1 (2) 知 CkBAkx ∈ N (A − I)n. 由于 CkBAk = Ak+1

可知 x 有以下分解:

x = x− CkBAkx + CkBAkx = CkBAkx + x−Ak+1x

= CkBAkx− (Ak + · · ·+ A + I)(A− I)x ∈ N (A− I)n.
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这说明 g 是单射, 故 c′n(A− I) = c′n(BCk − I).
引理 2.3若对于某个非负整数 k 且 A, B, C ∈ B(X) 满足 CkBCk = ACk 和 CkBAk =

Ak+1, 则 cn(A− I) = cn(BCk − I). 进而有 c(A− I) = c(BCk − I).
证 为了证明商空间 R(BCk − I)n/R(BCk − I)n+1 与商空间 R(A− I)n/R(A− I)n+1

的维数相等, 我们定义由 Ck 诱导的线性映射 f :

R(BCk − I)n/R(BCk − I)n+1 −→ R(A− I)n/R(A− I)n+1

以及由 BAk 诱导的线性映射 g:

R(A− I)n/R(A− I)n+1 −→ R(BCk − I)n/R(BCk − I)n+1.

根据引理 2.1 (1) 和 (3) 可知上述两个映射均是良定义的. 接下来我们只需要证明 f 和 g

都是单射. 一方面, 任取 x ∈ R(BCk − I)n 满足 Ckx ∈ R(A − I)n+1. 由引理 2.1 (3) 知
BAkCkx ∈ R(BCk − I)n+1. 根据引理 2.2 中的证明过程可知 x 有以下分解:

x = BAkCkx− (BCk − I)((BCk)k + · · ·+ BCk + I)x ∈ R(BCk − I)n+1.

这说明 f 是单射, 故 cn(A − I) ≥ cn(BCk − I). 另一方面, 任取 x ∈ R(A − I)n 满足

BAkx ∈ R(BCk − I)n+1. 由引理 2.1 (1) 知 CkBAkx ∈ R(A− I)n+1. 又根据引理 2.2 中的
证明过程可知 x 有以下分解:

x = CkBAkx− (Ak + · · ·+ A + I)(A− I)x ∈ R(A− I)n+1.

这说明 g 是单射, 故 cn(A− I) = cn(BCk − I).
引理 2.4若对于某个非负整数 k 且 A, B, C ∈ B(X) 满足 CkBCk = ACk 和 CkBAk =

Ak+1, 则 kn(A− I) = kn(BCk − I). 进而有 k(A− I) = k(BCk − I).
证 为了证明商空间 (R(BCk − I) +N (BCk − I)n+1)/(R(BCk − I) +N (BCk − I)n)

与商空间 (R(A− I) +N (A− I)n+1)/(R(A− I) +N (A− I)n) 的维数相等, 我们定义由 Ck

诱导的从商空间

(R(BCk − I) +N (BCk − I)n+1)/(R(BCk − I) +N (BCk − I)n)

到商空间

(R(A− I) +N (A− I)n+1)/(R(A− I) +N (A− I)n)

的线性映射 f 以及由 BAk 诱导的从商空间

(R(A− I) +N (A− I)n+1)/(R(A− I) +N (A− I)n)

到商空间

(R(BCk − I) +N (BCk − I)n+1)/(R(BCk − I) +N (BCk − I)n)

的线性映射 g. 根据引理 2.1 可知上述两个映射均是良定义的. 接下来我们只需要证明 f 和 g

都是单射. 一方面,任取 x ∈ R(BCk−I)+N (BCk−I)n+1 满足Ckx ∈ R(A−I)+N (A−I)n,
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则存在 y ∈ X 以及 z ∈ N (A− I)n 使得 Ckx = (A− I)y + z, 从而 y = Ay + z−Ckx. 由引理
2.1 (4) 可知 BCkBAkz ∈ N (BCk − I)n. 由 CkBCk = ACk 可知 BCkBAkCk = (BCk)k+2,
进而得到 x 有以下分解:

x = x−BAkCkx + BAkCkx = x−BAkCkx + BAk(A− I)y + BAkz

= x−BAkCkx + (BCk − I)BAk(Ay + z − Ckx) + BAkz

= x−BCkBAkCkx + (BCk − I)BAk+1y + BCkBAkz

= (BCk − I)(BAk+1y − [(BCk)k+1 + · · ·+ BCk + I]x) + BCkBAkz

∈ R(BCk − I) +N (BCk − I)n.

这说明 f 是单射, 故 kn(A− I) ≥ kn(BCk− I). 另一方面, 任取 x ∈ R(A− I)+N (A− I)n+1

满足 BAkx ∈ R(BCk − I) + N (BCk − I)n, 则存在 y ∈ X 和 z ∈ N (BCk − I)n 使得

BAkx = (BCk−I)y+z,从而 y = BCky−BAkx+z. 根据引理 2.1 (2)知ACkz ∈ N (A−I)n.
由 CkBAk = Ak+1 可知 CkBCkBAk = Ak+2, 进而有

x = x− CkBAkx + CkBAkx = x− CkBAkx + Ck(BCk − I)y + Ckz

= x− CkBAkx + Ck(BCk − I)(BCky −BAkx + z) + Ckz

= x + Ck(BCk − I)BCky − CkBCkBAkx + CkBCkz

= (A− I)[ACky − (Ak+1 + · · ·+ A + I)x] + ACkz

∈ R(A− I) +N (A− I)n.

这说明 g 是单射, 故 kn(A− I) = kn(BCk − I).
引理 2.5若对于某个非负整数 k 且 A, B, C ∈ B(X) 满足 CkBCk = ACk 和 CkBAk =

Ak+1, 则R(A− I) +N (A− I)n 是闭的当且仅当R(BCk − I) +N (BCk − I)n 是闭的.
证 假设R(A− I) +N (A− I)n 是闭的. 任取序列 {xj} ⊆ R(BCk − I) +N (BCk − I)n

满足 xj 收敛于 x, 则存在 yj ∈ R(BCk − I) 和 zj ∈ N (BCk − I)n 使得 xj = yj + zj . 从而

Ckx = lim
j→∞

Ckxj = lim
j→∞

(Ckyj + Ckzj).

由引理 2.1 (1)和 (2)可知Ckyj ∈ R(A−I)和Ckzj ∈ N (A−I)n. 因为R(A−I)+N (A−I)n

是闭的, 所以存在 y ∈ X 和 z ∈ N (A− I)n 使得 Ckx = (A− I)y + z, 从而 y = Ay + z−Ckx.
由引理 2.1 (4) 可知 BCkBAkz ∈ N (BCk − I)n. 根据引理 2.4 中的证明可知 x 有以下分解:

x = (BCk − I)[BAk+1y − ((BCk)k+1 + · · ·+ BCk + I)x] + BCkBAkz

∈ R(BCk − I) +N (BCk − I)n).

因此, R(BCk − I) +N (BCk − I)n 是闭的.
另一方面, 假设 R(BCk − I) + N (BCk − I)n 是闭的. 任取序列 {xn} ⊆ R(A − I) +

N (A− I)n 满足 xn 收敛于 x, 则存在 yn ∈ R(A− I) 和 zn ∈ N (A− I)n 使得 xn = yn + zn.
从而

BAkx = lim
n→∞

BAkxn = lim
n→∞

(BAkyn + BAkzn).
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由引理 2.1 (3) 和 (4) 可知 BAkyn ∈ R(BCk − I) 和 BAkzn ∈ N (BCk − I)n. 因为
R(BCk − I) +N (BCk − I)n 是闭的, 所以存在 y ∈ X 和 z ∈ N (BCk − I)n 使得 BAkx =
(BCk−I)y+z,从而 y = BCky+z−BCkx. 由引理 2.1 (4)可知BCkBAkz ∈ N (BCk−I)n.
由引理 2.1 (2) 可知 ACkz ∈ N (A− I)n. 根据引理 2.4 中的证明可知 x 有以下分解:

x = (A− I)[ACky − (Ak+1 + · · ·+ A + I)x] + ACkz ∈ R(A− I) +N (A− I)n.

因此, R(A− I) +N (A− I)n 是闭的.
当引理 2.5 中的 n = 0 时, 可以得到以下推论:
推论 2.6 若对于某个非负整数 k 且 A, B, C ∈ B(X) 满足 CkBCk = ACk 和 CkBAk =

Ak+1, 则R(A− I) 是闭的当且仅当R(BCk − I) 是闭的.
推论 2.7 若对于某个非负整数 k 且 A, B, C ∈ B(X) 满足 CkBCk = ACk 和 CkBAk =

Ak+1, 则R(A− I)n 是闭的当且仅当R(BCk − I)n 是闭的.
证 对于任意的正整数 n, 设

An =
n∑

j=1

(
n

j

)
(−1)j−1Aj = I − (I −A)n和 Bn =

n∑
j=1

(
n

j

)
(−1)j−1B(CkB)j−1.

因为 CkBn = Ck
∑n

j=1

(
n
j

)
(−1)j−1B(CkB)j−1 = I − (I − CkB)n 以及 (CkB)nCk = AnCk,

所以直接计算可知

CkBnCk = (I − (I − CkB)n)Ck = Ck − (I − CkB)nCk

= Ck − Ck(I −BCk)n = Ck − (I −A)nCk

= (I − (I −A)n)Ck = AnCk.

又因为利用 (I − CkB)nAk = Ak(I −A)n 可得

CkBnAk
n = (I − (I −A)n)k − (I − CkB)n(I − (I −A)n)k

= (I − (I −A)n)k − (I − CkB)nAk(
n∑

j=1

(
n

j

)
(−1)j−1Aj−1)k

= (I − (I −A)n)k − (I −A)nAk(
n∑

j=1

(
n

j

)
(−1)j−1Aj−1)k

= (I − (I −A)n)k − (I −A)n(I − (I −A)n)k = Ak+1
n .

所以 CkBnCk = AnCk 以及 CkBnAk
n = Ak+1

n . 根据引理 (2) 可知 R(An − I) = R(A− I)n

是闭的当且仅当R(BnCk − I) = R(BCk − I)n 是闭的.
上述在引理 2.2 , 2.3, 2.4, 2.5 和推论 2.7 已经分析了 19 类正则集的基础组成部分, 则以

下定理成立:
定理 2.8 若对于某个非负整数 k 且 A, B, C ∈ B(X) 满足 CkBCk = ACk 和 CkBAk =

Ak+1, 则 σRi
(A){0} = σRi

(BCk){0}, 其中 1 ≤ i ≤ 19.

3 广义 Drazin-Riesz 逆
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1958 年, Drazin [13] 在结合环和半群中首次引入了 Drazin 逆的概念. 下面我们将在有界
线性算子的框架内阐述 Drazin 逆的定义. 若对于 T ∈ B(X), 存在 S ∈ B(X) 和正整数 n 满

足:

TS = ST, STS = S, T n+1S = T n,

则称 T 是 Drazin 可逆的, 记 T D = S. 我们将满足上述等式的最小正整数 n 称为 T 的

Drazin 指数. 通过将上述定义中的第三个条件替换为 T 是拟幂零的, Koliha 在 Banach 代
数上引入并研究了广义 Drazin 逆, 详见文献 [14]. 进一步地, 通过将谱半径为零的算子推广
为 Fredholm 谱半径为零 (即: Fredholm 谱 σR4∩R9(T ) = {0}) 的算子, Živković-Zlatanović S
Č 和 Cvetković在 Banach 空间上定义了广义 Drazin-Riesz 逆, 并探讨了相关等价刻画. 对于
T ∈ B(X), 若存在一个 S ∈ B(X) 满足:

TS = ST, STS = S, TST − T 是 Riesz 算子,

则称 S 是 T 的广义 Drazin-Riesz 逆, 详见文献 [15].

设 A, B, C, D 为含幺结合环内的元素. Cline [16] 在 1965 年证明了: 若 AB 是 Drazin
可逆的, 则 BA 也是 Drazin 可逆的且 (BA)D = B[(AB)D]2A. 这个等式被称为 Cline 公式.
近年来, 许多学者对 Cline 公式进行了研究. Liao 等人 [17] 和Wang 等人 [18] 分别研究了广义

Drazin 逆、伪 Drazin 逆的 Cline 公式. 随后, Zeng, Wu 和Wen [19] 在条件 (1.3) 下推广了上
述结论. 接下来, 我们将给出一个形似广义 Drazin-Riesz 逆 Cline 公式的新推广.

推论 3.1 若对于某个非负整数 k 且 A, B, C ∈ B(X) 满足 CkBCk = ACk 和 CkBAk =
Ak+1, 则 A 是 Riesz 算子当且仅当 BCk 是 Riesz 算子.

证 由定理 2.8 可知 σR4∩R9(A){0} = σR4∩R9(BCk){0}, 故 A 是 Riesz 算子当且仅当
BCk 是 Riesz 算子.

定理 3.2 若对于某个非负整数 k 且 A, B, C ∈ B(X) 满足 CkBCk = ACk 和 CkBAk =
Ak+1, 则 A 是广义 Drazin-Riesz 可逆的当且仅当 BCk 是广义 Drazin-Riesz 可逆的.

证 假设 A 是广义 Drazin-Riesz 可逆的, 那么存在 S 满足以下条件:AS = SA,
SAS = S 以及 A − ASA 是 Riesz 算子. 设 T = BS2Ck, 接下来我们只需证明 BCkT =
TBCk, TBCkT = T 以及 BCk −BCkTBCk 是 Riesz 算子.

首先, BCkT = BCkBS2Ck = B(CkBAk)Sk+2Ck = BS2(ACk) = BS2CkBCk = TBCk.

其次, TBCkT = BS2(CkBCk)BS2Ck = BS2A(CkBAk)Sk+2Ck = BS2Ck = T.

最后, 设幂等算子Q = I −AS, A′ = AQ = QA 以及 B′ = BQ, 那么 A−ASA = A′ 是 Riesz
算子. 直接计算可知

CkB′Ck = CkB(I −AS)Ck = CkBCk − CkB(AS)Ck

= ACk − (CkBAk)SkCk = ACk −A2SCk

= (I −AS)ACk = QACk = A′Ck

以及

CkB′(A′)k = CkBQAk = (CkBAk)Q = Ak+1Q = (A′)k+1.
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对于 CkB′Ck = A′Ck 和 CkB′(A′)k = (A′)k+1, 由推论 3.1 可知

BCk −BCkTBCk = BCk −BCkBS2(CkBCk) = BCk −BCkBS2ACk

= BCk −B(CkBAk)Sk+1Ck = BCk −B(Ak+1Sk+1)Ck

= B(I −AS)Ck = B′Ck

是 Riesz 算子. 因此, BCk 是广义 Drazin-Riesz 可逆的.
另一方面, 假设 BCk 是广义 Drazin-Riesz 可逆的. 那么存在 U 满足以下条件:

BCkU = UBCk, UBCkU = U 以及BCk−BCkUBCk 是 Riesz 算子. 设 V = CkUk+2BAk,
接下来我们只需证明 AV = V A, V AV = V 以及 A − AV A 是 Riesz 算子. 首先, AV =
(ACk)Uk+2BAk = CkUk+2B(CkBAk) = CkUk+2BAk+1 = V A. 其次, 由 CkBCk = ACk 可

知BAk+1Ck = (BCk)k+2,则V AV = CkUk+2(BAk+1Ck)Uk+2BAk = CkUk+2(BCk)k+2Uk+2BAk

= V. 最后, 设 Q = I − CkUk+1BAk, A′ = AQ 以及 B′ = BQ, 那么

QA = A− CkUk+1BAk+1 = A− CkUk+1BCkBAk

= A− CkBCkUk+1BAk = A−ACkUk+1BAk = AQ.

由于 BCk − BCkUBCk = BCk − BCkUk+1(BCk)k+1 = BCk − BCkUk+1BAkCk = B′Ck,

则 B′Ck 是 Riesz 算子. 由 CkBCk = ACk 可知 (BCk)k+2 = BAk+1Ck, 从而

CkB′Ck = CkB(I − CkUk+1BAk)Ck = CkBCk − CkBCkUk+1BAkCk

= ACk −ACkUk+1BAkCk = A(I − CkUk+1BAk)Ck

= AQCk = A′Ck

以及 CkB′(A′)k = CkBQAk = CkBAkQ = Ak+1Q = (A′)k+1. 对于 CkB′Ck = A′Ck 和

CkB′(A′)k = A′k+1, 由推论 3.1 可知 A − AV A = A′ 是 Riesz 算子. 因此, A 是广义

Drazin-Riesz 可逆的.
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THE COMMON PROPERTIES OF SPECTRA UNDER THE NEW

OPERATOR EQUATIONS

KONG Yao-bing, YAN Kai

(School of Mathematics and Statistics, Fuzhou University, Fuzhou 350108, China)

Abstract: The spectral properties of bounded linear operators A and BCk on infinite-

dimensional Banach spaces that satisfy a system of operator equations are studied in this article,

where k is some non-negative integer. Specifically, let A, B, C be bounded linear operators defined

on the infinite-dimensional Banach space X satisfying CkBCk = ACk and CkBAk = Ak+1.

This paper proves that the 19 types of spectra of operators A and BCk are consistent from the

perspective of the regular set. In particular, we use the fact that the Fredholm spectra of A and

BCk are equal to obtain that the generalized Drazin-Riesz invertibility of A and BCk is equivalent.

These results are a generalization of the conclusions in Yan [7].
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