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Pm × Pn 的符号边控制数
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摘要: 本文研究了路与路的笛卡尔乘积图 Pm × Pn 的符号边控制的问题. 利用构造和数学归

纳的方法, 获得了 Pm × Pn (m = 2, 3, 4) 的符号边控制数.
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1 引言

本文考虑的图均指连通有限无向简单图. 对于给定的图 G = (V, E), 任意 x ∈ E(G)(或
x ∈ V (G)), NG(x) 表示 x 的开邻域, NG[x] = NG(x) ∪ {x} 表示 x 的闭邻域. 设 X 为 E(G)
(或 V (G)) 的非空真子集, G[X] 表示 X 的导出子图, E(G)−X (或 V (G)−X) 的导出子图
简记为 G−X.
设 G 和 H 是两个简单无向图, G ∼= H 表示 G 和 H 同构, G × H 表示 G 与 H 的

笛卡尔乘积图. n 阶路记作 Pn. 长为 m 的圈称为 m− 圈, 记为 Cm. bxc 和 dxe 分别
表示 x 的下整数和上整数. 为了书写方便, 我们用

n⋃
i=1

Vi 表示 Pm × Pn 的顶点集, 其中

Vi = {vi
1, v

i
2, . . . , v

i
m} , 1 ≤ i ≤ n, 它的边集为

{
vi

jv
i+1
j | 1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ i ≤ n− 1

} ∪ {
vi

jv
i
j+1 | 1 ≤ j ≤ m− 1; 1 ≤ i ≤ n

}
.

2001 年徐保根 [1] 定义符号边控制函数和符号边控制数, 并获得了符号边控制数的许多
界.
定义 1.1[1] 设 G = (V, E) 为非空简单图, 如果存在一个函数 f : E → {−1,+1} 使得对

每一条边 e ∈ E 的闭邻域 NG[e], 满足

∑
e′∈NG[e]

f(e
′
) ≥ 1,

则称 f 是图 G 的一个符号边控制函数.
为方便起见, 记 f(S) =

∑
e∈S

f(e), (S ⊆ E); Sf =| {e ∈ E(G) | f(e) = −1} | .
定义 1.2[1] 称 γ

′
s(G) = min{f(E)|f 是 G 的符号边控制函数 } 为 G 的符号边控制数.

f(E) = γ
′
s(G) 的 G 的符号边控制函数 f 称为 G 的最小符号边控制函数.
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之后, 国内外研究学者对符号边控制问题进行了深入研究, 目前对于图的符号边控制数
的上下界的精确估计仍是人们比较感兴趣的问题, 其结果也越来越丰富, 如徐保根在 [2] 中研
究了几种类型的边控制问题并且得到了相关的问题和猜想, 在 [3] 中给出了一类偶图的符号
边控制数, 在 [4] 中给出了图 G 的符号边控制数的一个下界, 同时确定了圈、路、完全图的符
号边控制数; 汤青芽, 李向军 [5] 给出了笛卡尔乘积图 P3 × Cn 的符号边控制数; 李向军, 袁旭
东 [6] 给出了 C3 × Cn 的符号边控制数. 本文将对 Pm × Pn (m = 2, 3, 4) 的符号边控制进行
研究, 并确定其符号边控制数.

2 主要结果及其证明

定理 2.1 设 G = P2 × Pn (n ≥ 2), 则 γ
′
s(G) = n.

证 定义图 G 的一个 E (G) 到 {−1,+1} 的函数 g 如下:

g (e) =





−1, e = vi
1v

i+1
1 , i ≡ 1 (mod 2)且 1 ≤ i ≤ n− 1;

−1, e = vi
2v

i+1
2 , i ≡ 0 (mod 2)且 2 ≤ i ≤ n− 1;

1, 其他.

易验证 g 是 G 的符号边控制函数, 且 γ
′
s(G) ≤ g(E(G)) = 3n− 2− 2(n− 1) = n.

下面证 γ
′
s(G) ≥ n. 设 f 是 G的最小符号边控制函数, 只需证 Sf ≤ n − 1. 对 n 应用数

学归纳法. 当 n = 2 时, 易验证 Sf = 1, 结论成立. 假设结论对小于 n 大于 1 的自然数都成
立, 下证对 n 也成立. 若 E(G) 中有两条相邻的边在 f 下值均为 −1, 由 G 的对称性, 不妨设
存在 i, 使得 f

(
vi
1v

i+1
1

)
= f

(
vi+1
1 vt

k

)
= −1, 这里 k = 1, t = i + 2 或者 k = 2, t = i + 1, 则由

符号边控制函数的定义知 2 ≤ i ≤ n − 3, 且 f
(
vi
2v

i+1
2

)
= f

(
vi+1
2 vi+2

2

)
= 1. 在 vi+1

1 vi+1
2 处

把 P2 × Pn 分成两部分 G1 和 G2, 即 G1 ∪G2 = P2 × Pn, G1 ∩G2 = G
[{

vi+1
1 vi+1

2

}]
. 可验证

f |G2 是 G2 的符号边控制函数. 对 G1 定义 f1 : E(G1) → {1,−1} 如下:

f1(e) =

{
1, e = vi+1

1 vi+1
2 且 f(e) = −1;

f(e), 其他.

易验证 f1 是G1 的符号边控制函数, 且 Sf = Sf1 + Sf |G2
. 由G1

∼= P2×Pn1 , G2
∼= P2×Pn2 ,

n1 = i + 1 ≥ 3, n2 = n− i ≥ 3,及归纳假设知, Sf1 ≤ n1 − 1, Sf |G2
≤ n2 − 1. 从而

Sf = Sf1 + Sf |G2
≤ (n1 − 1) + (n2 − 1) = (n1 + n2)− 2 = n− 1.

下设值为−1的边两两不相邻,即构成G的一个匹配M . 若 v1
1v

1
2 ∈ M ,则 v2

1v
3
1 , v

2
2v

3
2 , v

2
1v

2
2 /∈

M ; 若 v1
1v

1
2 /∈ M , 则 v1

1v
2
1 和 v1

2v
2
2 至多有一条属于M , 所以M 不是 P2 × Pn 的完美匹配, 因

而 |M | ≤ n− 1, 从而 Sf ≤ n− 1.

综上对 n ≥ 2 有 Sf ≤ n− 1, 从而结论成立.

定理 2.2 设 G = P3 × Pn (n ≥ 3), 则 γ
′
s(G) = 5n− 3− 2

⌊
3n+bn−1

3 c−3

2

⌋
.

证 定义图 G 的一个 E (G) 到 {−1, 1} 的函数 g 如下:

g (e) =





−1, e = vi
jv

i+1
j , i ≡ 1 (mod 3) 且 i 6= n− 1 或 i ≡ 0 (mod 3) , j = 1, 3;

−1, e = vi
jv

i+1
j , i ≡ 2 (mod 3) 或 i ≡ 1 (mod 3) 且 i = n− 1, j = 2;

1, 其他.
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易验证 g 是 G 的符号边控制函数, 且 γ
′
s(G) ≤ g(E(G)) = 5n− 3− 2

⌊
3n+bn−1

3 c−3

2

⌋
.

下面证 γ
′
s(G) ≥ 5n− 3− 2

⌊
3n+bn−1

3 c−3

2

⌋
. 设 f 是 G 的最小符号边控制函数, 只需证

Sf ≤
⌊

3n +
⌊

n−1
3

⌋− 3
2

⌋
.

对 n ≥ 3 应用数学归纳法. 当 n = 3 时, Sf = 3 =
⌊

3×3+b 3−1
3 c−3

2

⌋
, 结论成立. 假设

结论对于大于 2 小于 n 的整数成立, 下证结论对 n 也成立. 由符号边控制函数的定义
知, 与 G 的第一列顶点关联的边中至多有两条在 f 下值为 −1, 且恰有两条值为 −1 时,
f (v1

1v
2
1) = f (v1

3v
2
3) = −1.

情形 1 f (v1
1v

2
1) = −1 或 f (v1

3v
2
3) = −1. 不妨设为前者, 由符号边控制函数的定义知,

f(v2
1v

3
1) = 1, 与 v2

3 关联的边至多有一条边在 f 下值为 −1, 且 f(v3
1v

3
2) 与 f(v3

1v
4
1) 不同时为

−1. 若 f(v2
2v

2
3) = −1 或 f(v2

3v
3
3) = −1, 则交换 v1

3v
2
3 与 v2

2v
2
3 或 v2

3v
3
3 的 f 值得到的 f ′ 仍然是

G 的最小符号边控制函数. 因此不妨设 f(v2
2v

2
3) = f(v2

3v
3
3) = 1, 则与 v2

2 关联的边只有 v2
2v

3
2

在 f 下的值可能为 −1. 若 f(v2
2v

3
2) = −1, 则 f(v3

1v
3
2), f(v3

2v
3
3), f(v3

3v
4
3), f(v3

2v
4
2) 至多有一个

为 −1. 令 G1 和 G2 分别是 G 的前两列和后 n− 2 列顶点导出的子图, 则 f |G1 和 f |G2 分别

是 G1 和 G2 的符号边控制函数. 由 G1
∼= P3 × P2, G2

∼= P3 × Pn−2, 定理 1 及归纳假设知

Sf |G1
≤ 2, Sf |G2

≤
⌊

3(n− 2) +
⌊

n−3
3

⌋− 3
2

⌋
.

从而

Sf = Sf |G1
+ Sf |G2

+ 1 ≤
⌊

3n +
⌊

n−1
3

⌋− 3
2

⌋
.

若 f(v2
2v

3
2) = 1, 则由 f 的最小性知, 与 v3

2 关联的其他三条边中至少有一条 e 在 f 下值

为 −1, 交换 v2
2v

3
2 与满足上述条件的一条边 e 的 f 值得到的 f ′ 仍是 G 的最小符号边控制函

数且 f ′(v2
2v

3
2) = −1, 由上面的证明知结论成立.

情形 2 f (v1
1v

1
2) = −1 或 f (v1

2v
1
3) = −1 或 f (v1

2v
2
2) = −1. 对于前两种类型, 当

f(v2
2v

3
2) = −1 时, 交换 v1

1v
1
2 和 v1

1v
2
1 或 v1

2v
1
3 和 v1

3v
2
3 的 f 值得到 f ′ 是 G 的最小符号边控制

函数, Sf = Sf ′ 且 f ′ (v1
1v

2
1) = −1 或 f ′ (v1

3v
2
3) = −1, 由情形 1 知结论成立; 当 f(v2

2v
3
2) = 1

时, 交换 v1
1v

1
2 和 v1

2v
2
2 或 v1

2v
1
3 和 v1

2v
2
2 的 f 值得到 f ′ 是 G 的最小符号边控制函数, Sf = Sf ′

且 f ′ (v1
2v

2
2) = −1. 因此不妨设 f (v1

2v
2
2) = −1, 则 f 限制在 G 的后 n− 1 列的顶点导出子图

G1 上是 G1 的符号边控制函数, 由 G1
∼= P3 × Pn−1 及归纳假设知,

Sf = 1 + SfG1
≤ 1 +

⌊
3(n− 1) +

⌊
n−2

3

⌋− 3
2

⌋
≤

⌊
3n +

⌊
n−1

3

⌋− 3
2

⌋
.

综上对 n ≥ 4, 有 Sf ≤
⌊

3n+bn−1
3 c−3

2

⌋
, 从而结论成立.

定理 2.3 设 G = P4 × Pn (n ≥ 4) 且 n ≡ i (mod 2), 则 γ
′
s(G) = 2n + 3 + i.
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证 定义图 G 的一个 E (G) 到 {−1, 1} 的函数 g 如下:

g(e) =





−1, e = vi
jv

i
j+1, i ≡ 1 (mod 2) 且 i 6= 1, n, j = 1, 2, 3;

−1, e = vi
jv

i
j+1, i ≡ 0 (mod 2) 且 i 6= n, j = 1, 3;

−1, e = vi
jv

i
j+1, i = 1 或 i = n ≡ 1 (mod 2) 且 j = 2;

1, 其他.

易验证 g 是 G 的符号边控制函数, 且 γ
′
s(G) ≤ g(E(G)) = 2n + 3 + i.

下面证 γ
′
s(G) ≥ 2n + 3 + i. 设 f 是 G 的最小符号边控制函数, 只需证 Sf ≤

⌈
5n−8

2

⌉
. 对

n ≥ 4 应用数学归纳法. 当 n = 4 时, 可验证 Sf=6, 结论成立. 假设对于大于 4 小于 n 的整

数成立, 下证结论对 n 也成立.
断言 与 G 的第 1, n 列顶点关联的边至多有 2 条在 f 下值为 −1, 与 G 的前 2 列和后 2

列顶点关联的边至多有 4 条在 f 下值为 −1.
情形 1 G中存在两条相邻的边在 f 下值为−1. 不妨设 f 是使满足上述条件的两条边所

关联顶点的最小上标 i 尽可能小的 G 的最小符号边控制函数, 则 2 ≤ i ≤ n− 2. 记 G1 和 G2

为满足G = G1∪G2, V (G1)∩V (G2) = {vi
1, v

i
2, v

i
3, v

i
4}的子图, G1 和G2 为满足G = G1∪G2,

V (G1) ∩ V (G2) =
{
vi+1
1 , vi+1

2 , vi+1
3 , vi+1

4

}
的子图, 因而 G1 ∼= P4 × Pi, G2 ∼= P4 × Pn−i+1,

G1
∼= P4 × Pi+1 , G2

∼= P4 × Pn−i.
情形 1.1 f (vi

1v
i
2) = f (vi

2v
i
3) = −1 或 f (vi

2v
i
3) = f (vi

3v
i
4) = −1. 两者可能同时出现. 由

对称性, 不妨设前者必出现, 则与 vi−1
1 , vi+1

1 , vi−1
2 , vi+1

2 关联的边中至多有 1 条 f 值为 −1. 定
义 f t : E (Gt) → {−1,+1} (t = 1, 2) 如下:

f1(e) =





1, e ∈ {vi
1v

i
2, v

i
2v

i
3, v

i
3v

i
4};

−1, e = vi−1
2 vi

2;
f(e), 其他.

f2(e) =





1, e ∈ {vi
1v

i
2, v

i
2v

i
3, v

i
3v

i
4};

−1, e = vi
2v

i+1
2 ;

f(e), 其他.

当 i ≥ 4 且 n− i ≥ 3 时, 可验证 f t 是 Gt 的符号边控制函数, 且 Sf ≤ Sf1 + Sf2 + 1. 由归纳

假设知,

Sf ≤
⌈

5i− 8
2

⌉
+

⌈
5(n− i + 1)− 8

2

⌉
+ 1 ≤

⌈
5n− 8

2

⌉
.

当 i = 2 或 n− i = 1 时, 若 f(v2
3v

2
4) = −1, 则与 G1 的第一列或 G2 第 n 列关联的 f 值

为 −1 的边至多有 1 条, 由归纳假设仍可证结论成立; 若 f(v2
3v

2
4) = 1, Sf = Sf1 + Sf2 , 由断

言及归纳假设仍可验证结论成立. 当 i = 3 或 n− i = 2 时, G1 的前两列或 G2 后两列关联的

f 值为 −1 的边至多有 3 条, 由归纳假设知,

Sf ≤ 4 +
⌈

5(n− 2)− 8
2

⌉
+ 1 =

⌈
5n− 8

2

⌉
.

情形 1.2 存在 j ∈ {1, 2, 3, 4}, 使得 f(vi
jv

i+1
j ) = f(vi+1

j vi+2
j ) = −1. 此时 n− i ≥ 3. 不妨

设 j = 1, 由符号边控制函数的定义知, 与 vi+1
2 关联的边在 f 下值均为 1 且 NG[vi+1

3 vi+1
4 ] 中

至多有两条边在 f 下值为 −1. 当 f
(
vi+1
3 vi+1

4

)
= 1 时, 若 vi

3v
i+1
3 , vi

4v
i+1
4 和 vi+1

3 vi+2
3 , vi+1

4 vi+2
4

的 f 下值都不同时为−1或 f
(
vi
3v

i+1
3

)
= f

(
vi
4v

i+1
4

)
= −1,则 f |G2 是G2 的符号边控制函数,
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M = {e ∈ E(G1)|f(e) = −1} 是 G1 的匹配, 且 Sf = |M | + Sf |G2
. 因为存在 NG[v1

1 ], NG[v4
4 ]

的点及 vi+1
2 在M 下非饱和, 所以 |M | ≤ 4(i+1)−4

2
, 从而当 n− i ≥ 4 时, 由归纳假设知,

Sf ≤ 4(i + 1)− 4
2

+
⌈

5(n− i)− 8
2

⌉
≤

⌈
5n− 8

2

⌉
.

当 n− i ≤ 3 时, 由断言及归纳假设仍可验证结论成立.
若 f

(
vi+1
3 vi+2

3

)
= f

(
vi+1
4 vi+2

4

)
= −1, 由情形 1.1 及 i 的选取, 不妨设与 vi

3 关联的边中

至多有 1 条值为−1, 则M = {e ∈ E(G1)|f(e) = −1} 是G1 的匹配, 且至少有 6 个点非饱和,
因此 |M | ≤ 4(i+1)−6

2
. 在 G2 中令 f ′(vi+1

4 vi+2
4 ) = 1, 其他边 e, f ′(e) = f(e), 则 f ′ 是 G2 的符

号边控制函数, 当 n− i ≥ 4 时, 由归纳假设知,

Sf ≤ 4(i + 1)− 6
2

+ 1 +
⌈

5(n− i)− 8
2

⌉
≤

⌈
5n− 8

2

⌉
.

当 n− i ≤ 3 时, 由断言及归纳假设仍可验证结论成立.
当 f

(
vi+1
3 vi+1

4

)
= −1 时, 定义图 G 的一个 E (G) 到 {−1, 1} 的函数 f

′
如下:

f
′
(e) =

{
1, e = vi+1

3 vi+1
4 ;

f(e), 其他.

可验证 f
′
是 G 的符号边控制函数, Sf ′ = Sf − 1 且 f

′ |G1 和 f
′ |G2 分别是 G1 和 G2 的符号

边控制函数, 当 i ≥ 3 且 n− i ≥ 4 时, 由 Sf ′ = Sf ′ |G1
+ Sf ′ |G2

及归纳假设知,

Sf ≤
⌈

5(i + 1)− 8
2

⌉
+

⌈
5(n− i)− 8

2

⌉
+ 1 ≤

⌈
5n− 8

2

⌉
.

当 i = 2 时, 由 i 的选取知, Sf ′|G1
≤ 3, 再由归纳假设可证明结论成立. 当 n− i = 3 时, 由断

言及归纳假设仍可证明结论成立.
类似可证当 f

(
vi

jv
i+1
j

)
= f

(
vi+1

j vi+2
j

)
= −1, j = 2, 3, 4 时结论成立.

情形 1.3 f
(
vi

jv
i
j+1

)
= f

(
vi

j+1v
i+1
j+1

)
= −1 或 f

(
vi

jv
i
j+1

)
= f

(
vi

jv
i+1
j

)
= −1 (j = 1, 2, 3).

由情形 1.1, 不妨设 G 的第 i 列顶点导出子图的值为 −1 的边两两不相邻. 由 i 的选取知, G1

的在 f 下值为 −1 的边构成 G1 的匹配M . 因为 NG[v1
1 ] 和 NG[v1

4 ] 都至少有一个点不与M

中边关联, 所以 |M | ≤ 4i−2
2
且当 i = 2 时, 由 v2

j+1 或 v2
j 关联 2 条 −1 边知 |M | ≤ 2. 定义

f ′ : E(G2) → {1,−1} 如下:

f
′
(e) =

{
1, e ∈ {vi

jv
i
j+1|j = 1, 2, 3};

f(e), 其他.

可验证 f
′
是 G2 的符号边控制函数, 且 Sf = |M |+ Sf ′ . 当 n− i ≥ 4 时, 由归纳假设知,

Sf ≤





4i−2
2

+
⌈

5(n−i+1)−8
2

⌉
, i ≥ 3

2 +
⌈

5(n−2+1)−8
2

⌉
, i = 2

≤
⌈

5n− 8
2

⌉
.
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当 n− i ≤ 3 时, 由断言仍可证明结论成立.
情形 1.4 存在 j ∈ {1, 2, 3}, 使得 f

(
vi

jv
i+1
j

)
= f

(
vi+1

j vi+1
j+1

)
= −1 或存在 j ∈ {2, 3, 4},

使得 f
(
vi

jv
i+1
j

)
= f

(
vi+1

j vi+1
j−1

)
= −1. 显然若前者成立, 则由对称性可知后者也成立. 对前者

当 j = 1 时, 若 f(vi−1
2 vi

2) = −1 或 f(vi
2v

i
3) = −1, 则交换 vi

1v
i+1
1 和 vi

1v
i
2 的 f 值得到的 f ′ 是

G 的最小符号边控制函数, 且要么 f ′ 下两条相邻值为 −1 的边的下标比 i 小, 矛盾于 f 的选

取, 要么由情形 1.1 知结论成立; 当 f(vi−1
2 vi

2) = f(vi
2v

i
3) = 1 时, 定义图 G 的一个 E (G) 到

{−1, 1} 的函数 f
′
如下:

f
′
(e) =





−f(e), e ∈ {vi
1v

i
2, v

i
2v

i+1
2 , vi

1v
i+1
1 , vi+1

1 vi+1
2 } 且 f(vi

3v
i
4) = 1;

−f(e), e ∈ {vi
1v

i
2, v

i
2v

i
3, v

i
1v

i+1
1 , vi

3v
i
4} 且 f(vi

3v
i
4) = −1;

f(e), 其他.

由 i 的选取可验证 f
′
是 G 的最小符号边控制函数, 且或 f ′(vi

1v
i
2) = f ′(vi

2v
i+1
2 ) = −1 或

f ′(vi
1v

i
2) = f ′(vi

2v
i
3) = −1, 由情形 1.3 或情形 1.1 知结论成立.

当 j = 2 时, NG[vi+1
3 vi+1

4 ]− {
vi+1
2 vi+1

3

}
中至多有 1 条边在 f 下值为 −1. 由情形 1.1- 情

形 1.3 和 i 的选取知, 不妨设 f(vi
1v

i
2) = f(vi

2v
i
3) = 1 且与 vi

3 关联的边中至多有一条为−1, 则
在 G2 中与 vi

1, v
i+1
1 关联的边在 f 下值均为 1, 从而当 f(vi

3v
i
4) = 1 时, f |G2 是 G2 的符号边

控制函数. 由M = {e ∈ E(G1)|f(e) = −1} 是 G1 的匹配及至少有 4 个顶点不饱和知,

|M | ≤
{

4i−4
2

, i ≥ 3;
2, i = 2.

因此当 n− i ≥ 3 时, 由归纳假设知,

Sf ≤





4i−2
2

+
⌈

5(n−i+1)−8
2

⌉
, i ≥ 3

2 +
⌈

5(n−2+1)−8
2

⌉
, i = 2

≤
⌈

5n− 8
2

⌉
.

当 n−i = 2时,由断言知结论成立. 当 f(vi
3v

i
4) = −1时,由情形 1.3,不妨设 f(vi

4v
i+1
4 ) = 1,则

交换 vi+1
2 vi+1

3 和 vi
3v

i+1
3 的 f 值得到的 f ′ 是G的符号边控制函数,且 f ′(vi

3v
i
4) = f ′(vi

3v
i+1
3 ) =

−1, 由情形 1.3 知, 结论成立.
j = 3 时, 由 i 的选取, 情形 1.1, 情形 1.2, 情形 1.3, 及前面 j = 1, 2 的证明可设

f(vi
2v

i
3) = 1, 且与 vi

j 关联的边中至多有一条 f 值为−1, j = 1, 2, 3, 4. 若 f(vi−1
1 vi

1), f(vi−1
2 vi

2)
和 f(vi

1v
i+1
1 ), f(vi

2v
i+1
2 ) 都不同时为 −1, 则 f |G1 是 G1 的符号边控制函数. 定义图 G2 的一个

E (G2) 到 {−1, 1} 的函数 f
′
如下:

f
′
(e) =

{
1, e = vi

1v
i
2 且 f(e) = −1;

f(e), 其他.

可验证 f
′
是 G2 的符号边控制函数, 且 Sf ≤ Sf |G1 + Sf ′ , 当 i ≥ 4 且 n − i ≥ 3 时, 由归

纳假设可证结论成立. 当 i ≤ 3 或 n − i = 2 时, 由断言及归纳假设仍可证明结论成立. 若
f(vi−1

1 vi
1) = f(vi−1

2 vi
2) = −1, 则 f |G2 是 G2 的符号边控制函数. 同情形 1.3 的讨论知,

|{e ∈ E(G1)|f(e) = −1}| ≤
{

4i−2
2

, i ≥ 3;
2, i = 2.
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因此当 n− i ≥ 3 时, 由归纳假设知,

Sf ≤





4i−2
2

+
⌈

5(n−i+1)−8
2

⌉
, i ≥ 3

2 +
⌈

5(n−2+1)−8
2

⌉
, i = 2

≤
⌈

5n− 8
2

⌉
.

当 n− i = 2 时, 由断言仍可证明结论成立.
若 f(vi

1v
i+1
1 ) = f(vi

2v
i+1
2 ) = −1, 则定义图 G 的一个 E (G) 到 {−1, 1} 的函数 f

′
如下:

f
′
(e) =

{
1, e = vi

1v
i+1
1 ;

f(e), 其他.

可验证 f
′
是 G 的符号边控制函数, Sf ′ = Sf − 1 且 f ′|Gi (i = 1, 2) 是 Gi 的符号边控制函

数. 当 i ≥ 4 且 n− i ≥ 3 时, 由归纳假设知,

Sf ≤
⌈

5i− 8
2

⌉
+

⌈
5(n− i + 1)− 8

2

⌉
+ 1 ≤

⌈
5n− 8

2

⌉
.

由 i 的选取知当 i = 2 时, 与 G 的第 1 列关联的值为 −1 的边至多有 1 条; 当 i = 3 或
n − i = 2 时, 与 G 的前两列或后两列关联的 f ′ 值为 −1 的边至多有 3 条, 由归纳假设结论
仍成立.
情形 2 在 f 下值为 −1 的边两两不相邻, 此时值为 −1 的边构成 G 的一个匹配, 由于

v1
1 , v

1
4 , v

n
1 , vn

4 是 2 度点, 与它们相邻的点又都是 3 度点, 所以 G 中至少有 4 个顶点不关联值
为 −1 的边, 从而

Sf ≤ 4n− 4
2

=
5n− (n + 4)

2
≤

⌈
5n− 8

2

⌉
.

因此 n ≥ 4, Sf ≤
⌈

5n−8
2

⌉
. 从而结论成立.

猜想 设 G = Pm × Pn (n ≥ m ≥ 4) , 则

γ
′
s(G) = 2mn−m− n− 2

(⌈
n

2

⌉
(m− 1) +

⌈
n− 5

2

⌉⌈
m− 1

2

⌉)
.

由定理 2.3 的证明可知上述猜想对m = 4 是成立的.
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THE SIGNED EDGE DOMINATION NUMBERS OF Pm × Pn
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Abstract: This paper studies signed edge domination of Cartesian product graph Pm × Pn

of two paths. By construction method and mathematical induction, the signed edge domination

numbers of Pm × Pn (m = 2, 3, 4) are determined.
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