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一类带对数阻尼项的类波方程解的整体存在性与爆破
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摘 要: 该文研究一类具有对数阻尼项的对数型类波方程的柯西问题. 通过 Fourier 变换和

Laplace 变换得到了相应线性问题的衰减估计. 基于此衰减估计, 建立合适的求解空间, 运用压缩映像

原理得到了该问题在小初值条件下存在整体解, 利用测试函数法证明解在有限时刻爆破. 推广了带结

构阻尼项波动方程的有关结论.
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1 引言

本文考虑如下带有对数阻尼项波动方程的柯西问题
{

utt + Lu + (I + L)−1
ut = |u|p , (t, x) ∈ (0,∞)× Rn,

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), x ∈ Rn,
(1.1)

算子

L = log(I + (−∆)σ), σ ∈ R, (1.2)

其通过如下 Fourier 逆变换定义

(Lf)(x) = F−1
ξ→x

(
log

(
1 + |ξ|2σ

)
f̂ (ξ)

)
(x) , (1.3)

这里

f̂ (ξ) =
∫

Rn

e−ix·ξf (x) dx, ξ ∈ Rn, (1.4)

问题 (1.1)可以看成某种带有结构阻尼机制的类波方程, 下面先回顾已有波动方程的研
究结果. Strauss[1] 研究了如下经典波动方程的柯西问题

{
utt −∆u = |u|p, t > 0, x ∈ Rn,

u (0, x) = u0 (x) , ut (0, x) = u1 (x) , x ∈ Rn,
(1.5)

得到临界指数 pc, pc 为 (n− 1) p2 − (n− 1) p− 2 = 0, n > 2的正根. 若 p > pc 时, 问题 (1.5)
的解在小初值情形下整体存在,若 1 < p < pc 问题 (1.5) 的解在有限时刻爆破.文 [2] 在超临
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界情形下证明问题 (1.5) 解的整体解存在,文 [3,4] 在次临界情形下证明问题 (1.5) 的解在有限
时刻爆破.
随后,一些学者研究带阻尼项的波动方程 [5,6].文 [5] 研究如下半线性阻尼波动方程的柯

西问题 {
utt −∆u + ut = |u|p, t > 0, x ∈ Rn,

u (0, x) = u0 (x) , ut (0, x) = u1 (x) , x ∈ Rn,
(1.6)

得到了临界指数

pc = 1 +
2
n

.

若初值足够小且具有紧支集, 非线性指数 p满足如下条件时

{
pc < p < ∞, (n = 1, 2) ,

pc < p < n
n−2

, (n > 3) ,

问题 (1.6) 的解整体存在.文 [6] 研究次临界时,若
∫

Rn u0(x)dx > 0,问题 (1.6)的解在有限时
刻爆破.
近年来,许多学者将问题 (1.6)推广到带有分数阶结构阻尼的波动方程.文 [7] 研究如下分

数阶波动方程的柯西问题

{
utt + (−4)σ

u + (−4)δ
ut = |u|p, t > 0, x ∈ Rn,

(u, ut) (0, x) = (u0, u1) (x) , x ∈ Rn,
(1.7)

得到了临界指数

pc = 1 +
2σ

(n− 2δ)+
.

在假设小初值情形下, 通过整体迭代法证明了当 p > pc 时, 问题 (1.7) 的解整体存在, 利用检
验函数法证明了 0 < p < pc问题 (1.7)的解在有限时刻爆破.

Charao[8] 在波动方程中引入了对数型阻尼项, 研究如下具有对数阻尼项波动方程的柯西
问题 {

utt −∆u + log(I + (−∆)θ)ut = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× Rn,

u (0, x) = 0, ut (0, x) = u1 (x) , x ∈ Rn,
(1.8)

得到了问题 (1.8)解的渐近性态,以及解在 L2意义下的最优估计.
文 [9] 将问题 (1.8)推广到带对数阻尼机制的对数型类波方程

{
utt + Lu + (I + L)−1

ut = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× Rn,

u (0, x) = u0 (x) , ut (0, x) = u1 (x) , x ∈ Rn,
(1.9)

其中 L = log(I −∆), 问题 (1.9) 可以看成是如下模型的推广

utt −∆utt −∆u + ∆2u + ut = 0, (1.10)

得到了其在 L2框架下解的渐近性态, 并应用它来研究关于 L2范数的解的最优衰减率.
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基于以上文献的启发, 本文在问题 (1.9)基础上考虑非线性问题 (1.1),研究是否可以得到
一个临界指数 pc,使得 p > pc 时问题 (1.1)的解整体存在, 0 < p < pc 时问题 (1.1)的解有限
时刻爆破. 本文的难点在于合理处理对数阻尼项的估计. 本文结构安排如下:第二节引入相关
符号以及证明文章主要结论所需公式引理;第三节证明问题 (1.1) 解的整体存在性;第四节证
明问题 (1.1) 解的爆破.下面给出本文的主要结论.
定理 1.1 假设m ∈ [1, 2), max{σ, n( 1

m
− 1

2
) + 2k} 6 l < k + σ.若

2
m

6 p 6
{

∞ n 6 4k
2−m

,
n−2(l−σ)

n−2k
n > 2k,

指数 p满足

p > 1 +
2σm

n
,

初值 (u0, u1) ∈ A = (Lm ∩ Ḣk+l)× (Lm ∩ Ḣk+l−σ),且存在一个足够小的常数 ε使得

‖(u0, u1)‖A = ‖u0‖Lm + ‖u0‖Ḣk+l + ‖u1‖Lm + ‖u1‖Ḣk+l−σ 6 ε,

问题 (1.1) 存在唯一的整体解
u ∈ C([0,∞), Ḣk),

且有如下衰减估计

‖u‖Ḣk . (1 + t)−
k
2σ− n

2σ ( 1
m− 1

2 ) ‖(u0, u1)‖A.

定理 1.2 假设 σ > 1, m ∈ [1, 2), 0 < k < σ, 当 n 6 2k, p > 1或 n > 2k, p 6 n
n−2k

时,
设初值 (u0, u1) ∈ (Lm ∩ L2)× (Lm ∩ L2), 满足

∫
Rn u0(x)dx > 0且

∫

Rn

u1(x)dx > 0,m = 1,

或

u1(x) & |x|− n
m (log(1 + |x|))−1, |x| → ∞, m ∈ (1, 2),

若 1 < p < 1 + 2σm
n
时, 问题 (1.1) 的解在有限时刻爆破.

2 预备知识

本文引入如下记号.
(1)齐次 Sobolev 空间

Ḣs
p := {f ∈ S

′
: ‖F−1(|ξ|sf̂)‖Lp < ∞, s > 0}.

(2) f . g 表示存在一个常数 C 使得 f 6 Cg.
下面通过引理 2.1 给出 ρ(ξ) 的定义.

引理 2.1 设 δ0 ∈ (0, 1), 令ϕ(ξ) = log(1+|ξ|2σ)(1+log(1+|ξ|2σ)), ψ(ξ) =
1

1 + log(1 + |ξ|2σ)
,

φ(ξ) =
√

log(1 + |ξ|2σ), 则
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(1)若 |ξ| 6 δ0, 则 ϕ(ξ) 6 ψ(ξ), ϕ(ξ) 6 φ(ξ).
(2)若 |ξ| > δ0, 则 ψ(ξ) 6 ϕ(ξ), ψ(ξ) 6 φ(ξ).
证 当 r > 0 时, 设 θ(r) = (1 + log(1 + r2σ))

√
log(1 + r2σ)− 1.

由于 θ(0) = −1和 θ(1) = (1 + log 2)
√

2− 1 > 0, θ(r)关于 r连续, 存在 0 < δ0 < 1使得
θ(δ0) = 0.
当 0 6 r 6 δ0 时, 有 (1 + log(1 + r2σ))

√
log(1 + r2σ) 6 1, 即 ϕ(r) 6 φ(r) 6 ψ(r).

当 r > δ0 时, 有 (1 + log(1 + r2σ))
√

log(1 + r2σ) > 1, 即 ϕ(r) > φ(r) > ψ(r). 综上, 证毕.
对于 δ0 > 0, 当 ξ ∈ Rn定义如下函数

ρ(ξ) =





1
2
log(1 + |ξ|2σ)(1 + log(1 + |ξ|2σ)), |ξ| 6 δ0,

1
2(1 + log(1 + |ξ|2σ))

, |ξ| > δ0.
(2.1)

设 G(t, ξ), H(t, ξ)是下面线性问题的基本解




(I + log (I + (−∆)σ))Gtt + log (I + (−∆)σ) (I + log (I + (−∆)σ))G + Gt = 0,

G (0, x) = δ (x) ,

Gt (0, x) = 0.



(I + log (I + (−∆)σ))Htt + log (I + (−∆)σ) (I + log (I + (−∆)σ))H + Ht = 0,

H (0, x) = 0,

Ht (0, x) = δ (x) .

(2.2)

其中 δ(x) 是 Dirichlet 函数. (2.2) 式在 Fourier 空间中的解可以写为

Ĝ(t, ξ) = L−1[
λ

1 + log(1 + |ξ|2σ)λ2 + λ + log(1 + |ξ|2σ)(1 + log(1 + |ξ|2σ)))
],

Ĥ(t, ξ) = L−1[
1

1 + log(1 + |ξ|2σ)λ2 + λ + log(1 + |ξ|2σ)(1 + log(1 + |ξ|2σ)))
].

(2.3)

(2.3) 式由 Laplace 逆变换定义. 由于在此过程中并未考虑到分母的零点, 下面证明算子
Ĝ(t, ξ), Ĥ(t, ξ) 存在.
引理 2.2 Ĝ(t, ξ), Ĥ(t, ξ) 存在.
证 定义

F (λ) = (1 + log(1 + |ξ|2σ))λ2 + λ + log(1 + |ξ|2σ)(1 + log(1 + |ξ|2σ).

为了证明 L−1[λ/F (λ)]存在,我们需要考虑 F (λ)的零点. 若 λ1 = σ1 + iν1 是 F (λ)的一
个零点,即 σ1和 ν1满足

ReF (λ) = (σ2
1 − ν2

1)(1 + log(1 + |ξ|2σ)) + σ1 + log(1 + |ξ|2σ)(1 + log(1 + |ξ|2σ)) = 0,

ImF (λ) = 2σ1ν1(1 + log(1 + |ξ|2σ)) + ν1 = 0.
(2.4)

当 |ξ| = 0时, σ1 = ν1 = 0 (显然),当 |ξ| 6= 0时, σ1 < 0. (反证法) 若 σ1 > 0, ν1 = 0.

ReF (λ1) = σ2
1(1 + log(1 + |ξ|2σ)) + σ1 + log(1 + |ξ|2σ)(1 + log(1 + |ξ|2σ)) > 0,
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与 ReF (λ1) = 0 矛盾. 若 σ1 > 0, ν1 6= 0.

ImF (λ1) = ν1(2σ1(1 + log(1 + |ξ|2σ)) + 1) 6= 0,

与 ImF (λ1) = 0, 矛盾.因此 σ1 < 0.
综上,当 |ξ| = 0时, λ/F (λ)在λ ∈ C, Re(λ) > 0解析.当 |ξ| 6= 0时, λ/F (λ)在λ ∈ C, Re(λ) > 0

解析, 若 λ = σ + iv, σ > max{Reλs}, 其中 λs是 F (λ)所有奇异点.有

L−1[
λ

F (λ)
] =

∫ σ+i∞

σ−i∞

λeλt

F (λ)
dλ =

∫ +∞

−∞

i (σ + iν) e(σ+iν)t

F (σ + iν)
dν =

∫

{ν;|ν|6R}
+

∫

{ν;|ν|>R}
= J1 + J2,

易知 J1收敛, 下面我们考虑 J2,由

λ

F (λ)
=

1
λ
− log(1 + |ξ|2σ)(1 + log(1 + |ξ|2σ))

λF (λ)
,

知 J2收敛, 所以 Ĝ(t, ξ)存在.同理得 Ĥ(t, ξ)存在.
由 Duhamel原理, 问题 (1.1)的解可以表示为

u = G(t, x) ∗ u0(x) + H(t, x) ∗ u1(x) +
∫ t

0

H(t− τ, x) ∗ |u|pdτ, (2.5)

其线性问题的解为

uln = G(t, x) ∗ u0(x) + H(t, x) ∗ u1(x). (2.6)

为得到算子 Ĝ(t, ξ), Ĥ(t, ξ) 的估计,先利用能量法得到问题 (1.1)的解在 Fourier 空间中
的逐点估计. 下面先对其线性问题进行 Fourier 变换,得

{
(1 + log (1 + |ξ|2σ)) ûtt + log (1 + |ξ|2σ) (1 + log (1 + |ξ|2σ)) û + ût = 0, t > 0, ξ ∈ Rn,

û (0, ξ) = û0 (ξ) , ût (0, ξ) = û1 (ξ) , ξ ∈ Rn.

(2.7)
引理 2.3 若 t > 0, ξ ∈ Rn

ξ ,假设 u(t, x)是问题 (1.1)的解,则

(1 + log(1 + |ξ|2σ))|ût(t, ξ)|2 + log(1 + |ξ|2σ)(1 + log(1 + |ξ|2σ))|û(t, ξ)|2

. (1 + log(1 + |ξ|2σ))e−
ρ(ξ)
2 t|û1(t, ξ)|2 + log(1 + |ξ|2σ)(1 + log(1 + |ξ|2σ))e−

ρ(ξ)
2 |û0(ξ)|2.

(2.8)
证 (2.7)式两边同乘 ût得

d

dt
E
′
(t, ξ) + |ût|2 = 0, (2.9)

其中

E
′
(t, ξ) =

1
2
(1 + log(1 + |ξ|2σ))|ût|+ 1

2
log(1 + |ξ|2σ)(1 + log(1 + |ξ|2σ))|û|2. (2.10)

(2.7)式两边同时乘 ρ(ξ) 得

ρ(ξ)(1+log(1+|ξ|2σ))ûttû+ρ(ξ) log(1+|ξ|2σ)(1+log(1+|ξ|2σ))|û|2+1
2
ρ(ξ)

d

dt
|û|2 = 0, (2.11)
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取实部得

d

dt
[ρ(ξ)(1 + log(1 + |ξ|2σ))Re(ûtû) +

1
2
ρ(ξ) log(1 + |ξ|2σ)(1 + log(1 + |ξ|2σ))]

+ ρ(ξ) log(1 + |ξ|2σ)(1 + log(1 + |ξ|2σ))|û|2

= ρ(ξ)(1 + log(1 + |ξ|2σ))|ût|2.
(2.12)

定义如下函数

E(t, ξ) = E
′
(t, ξ) + ρ(ξ)(1 + log(1 + |ξ|2σ))Re(ûtû) +

1
2
ρ(ξ)|û|2,

F (t, ξ) = |ût|2 + ρ(ξ) log(1 + |ξ|2σ)(1 + log(1 + |ξ|2σ))|û|2,
R(t, ξ) = ρ(ξ)(1 + log(1 + |ξ|2σ))|ût|2.

(2.13)

得
d

dt
E(t, ξ) + F (t, ξ) = R(t, ξ), t > 0, ξ ∈ Rn

ξ . (2.14)

下面估计 E(t, ξ)

E(t, ξ) 6 E
′
(t, ξ) + ρ(ξ)(1 + log(1 + |ξ|2σ))|ût||û|+ 1

2
ρ(ξ)|û|2

6 E
′
(t, ξ) +

1
2
(1 + log(1 + |ξ|2σ))|ût|2 +

1
2
ρ(ξ)2(1 + log(1 + |ξ|2σ))|û|2 +

1
2
ρ(ξ)|û|2

6 3E
′
(t, ξ),

E(t, ξ) = ρ(ξ)(1 + log(1 + |ξ|2σ))Re(ûtû) +
ρ(ξ)
2
|û|2

> 1
4
(1 + log(1 + |ξ|2σ))|ût|2 +

1
4

log(1 + |ξ|2σ)(1 + log(1 + |ξ|2σ))|û|2

=
1
2
E
′
(t, ξ),

得
1
2
E
′
(t, ξ) 6 E(t, ξ) 6 3E

′
(t, ξ), (2.15)

由 (2.13) 和 (2.14) 式得

d

dt
E(t, ξ) +

1
2
ρ(ξ)E(t, ξ) = R(t, ξ)− F (t, ξ) +

1
2
ρ(ξ)E(t, ξ)

6 −1
8
|ût|2 − 1

4
ρ(ξ) log(1 + |ξ|2σ)(1 + log(1 + |ξ|2σ))|û|2

6 0,

(2.16)

即

E(t, ξ) . E(0, ξ)e−
ρ(ξ)
2 t,

将 (2.15) 式代入上式得
E(t, ξ) . E

′
(0, ξ)e−

ρ(ξ)
2 t. (2.17)
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将 E(t, ξ), E
′
(t, ξ)代入 (2.17) 式,引理 2.3 得证.

引理 2.4 基本解 G(t, ξ),H(t, ξ) 满足

|Ĝ(t, ξ)| . e−cρ(ξ)t, |Ĥ(t, ξ)| . [log(1 + |ξ|2σ)]−
1
2 e−cρ(ξ)t.

证 在 (2.8)式中, u满足 (2.6) 式, 令 û1 = 0,得

|Ĝt(t, ξ)|2 + log(1 + |ξ|2σ)|Ĝ(t, ξ)|2 . log(1 + |ξ|2σ)e−
ρ(ξ)
2 t, (2.18)

令 û0 = 0,得

|Ĥt(t, ξ)|2 + log(1 + |ξ|2σ)|Ĥ(t, ξ)|2 . e−
ρ(ξ)
2 t. (2.19)

引理 2.5 假设 k > 0, l > 0, m ∈ [1, 2)有

‖Dk
xG (t) ∗ ϕ‖L2 . (1 + t)−

n
2σ ( 1

m− 1
2 )− k

2σ ‖ϕ‖Lm + (1 + t)−
l

2σ ‖ϕ‖Ḣk+l ,

‖Dk
xH (t) ∗ ψ‖L2 . (1 + t)−

n
2σ ( 1

m− 1
2 )− k

2σ ‖ψ‖Lm + (1 + t)−
l

2σ ‖ψ‖Ḣk+l−σ .
(2.20)

证 当 |ξ| 6 δ0时, ρ(ξ)| & |ξ|2σ; 当 |ξ| > δ0时, ρ(ξ)| & |ξ|−2σ, 由引理 2.4 得

‖Dk
xG (t) ∗ ϕ‖2

L2 .
∫

Rn

|ξ|2ke−cρ(ξ)t|ϕ̂ (ξ) |2dξ

.
∫

{ξ;|ξ|6δ0}
|ξ|2ke−c|ξ|2σt|ϕ̂ (ξ) |2dξ +

∫

{ξ;|ξ|>δ0}
|ξ|2ke−c|ξ|−2σt|ϕ̂ (ξ) |2dξ

. (1 + t)−
n
2σ ( 2

m−1)− k
σ ‖ϕ‖2

Lm + (1 + t)−
l
σ ‖ϕ‖2

Ḣk+l ,

‖Dk
xH (t) ∗ ψ‖2

L2 .
∫

Rn

|ξ|2k [log (1 + |ξ|σ)]−1
e−cρ(ξ)t|ψ̂ (ξ) |2dξ

.
∫

{ξ;|ξ|6δ0}
|ξ|2ke−c|ξ|2σt|ψ̂ (ξ) |2dξ +

∫

{ξ;|ξ|>δ0}
|ξ|−σe−c|ξ|−2σt|ψ̂ (ξ) |2dξ

. (1 + t)−
n
2σ ( 2

m−1)− k
σ ‖ψ‖2

Lm + (1 + t)−
l
σ ‖ψ‖2

Ḣk+l−σ ,

(2.21)
其中 k > 0, l > 0, m ∈ [1, 2).
引理 2.6 (G-N 不等式) 假设 p, p0, p1 ∈ (1,∞) 且 k ∈ [0, s), s > 0, f ∈ Lp0(Rn) ∩

Ḣs
p1

(Rn)有
‖f‖Ḣk

p (Rn) . ‖f‖1−β
Lp0 (Rn)‖f‖β

Ḣs
p1

(Rn)
,

其中 β = βk,s = ( 1
p0
− 1

p + k
n)

( 1
p0
− 1

p1
+ s

n) 且 β ∈ [
k
s
, 1

]
.

引理 2.7 (Leibniz 法则)假设 s > 0, 1 6 r 6 ∞, 1 < p1, p2, q1, q2 6 ∞满足
1
r

=
1
p1

+
1
p2

=
1
q1

+
1
q2

,

当 f ∈ Ḣs
p1

(Rn) ∩ Lq1(Rn), g ∈ Ḣs
p2

(Rn) ∩ Lq2(Rn) 时,有

‖fg‖Ḣs
p2

(Rn) . ‖f‖Ḣs
p1

(Rn)‖g‖Lp2 (Rn) + ‖f‖Lq1 (Rn)‖g‖Ḣs
q2

(Rn).
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引理 2.8 (链式法则)假设 s > 0, p > [s], 且 1 < r, r1, r2 < ∞ 满足
1
r

=
p− 1

r1

+
1
r2

,

当 f ∈ Ḣs
r2

(Rn) ∩ Lr1(Rn) 时, 有

‖f |f |p−1‖Ḣs
r (Rn) + ‖|f |p‖Ḣs

r (Rn) . ‖f‖p−1
Lr1 (Rn)‖f‖Ḣs

r2
(Rn).

引理 2.9[5] 若 α, β ∈ R, 有

∫ t

0

(1 + t− τ)−α (1 + τ)−β
dτ .





(1 + t)−min{α,β} max {α, β} > 1,

(1 + t)−min{α,β} log (e + t) max {α, β} = 1,

(1 + t)1−α−β max {α, β} < 1.

3 定理 1.1 的证明

定义空间

X(T ) = {u ∈ C([0, T ], Ḣk)},
装备相应的范数

‖u‖X(T ) := sup
06t6T

{(1 + t)
n
2σ ( 1

m− 1
2 )‖u(t, ·)‖L2 + (1 + t)

k
2σ + n

2σ ( 1
m− 1

2 )‖|D|ku(t, ·)‖L2}.

定义算子 N

Nu(t, x) = G(t, x) ∗ u0(x) + H(t, x) ∗ u1(x) +
∫ t

0

H(t− τ, x) ∗ |u|pdτ

= uln(t, x) + unl(t, x),

下证算子 N 满足如下两个不等式

‖Nu‖X(T ) . ‖(u0, u1)‖A + ‖u‖p
X(T )

. (3.1)

‖Nu−Nv‖X(T ) . ‖u− v‖X(T )(‖u‖p−1
X(T )

+ ‖v‖p−1
X(T )

). (3.2)

由引理 2.5 得
‖uln (t, x)‖L2 . ‖G (t) ∗ u0‖L2 + ‖H (t) ∗ u1‖L2

. (1 + t)−
n
2σ ( 1

m− 1
2) ‖(u0, u1)‖A,

‖|D|kuln (t, x)‖L2 . ‖G (t) ∗ u0‖Ḣk + ‖H (t) ∗ u1‖Ḣk

. (1 + t)−
k
2σ− n

2σ ( 1
m− 1

2 ) ‖(u0, u1)‖A,

(3.3)

其中 l > n( 1
m
− 1

2
) + 2k. 综上, 有

‖uln (t, x)‖X(T ) . ‖(u0, u1)‖A. (3.4)
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下证

‖unl‖X(T ) . ‖u‖p
X(T ). (3.5)

在 [0, t/2]用 (L2 ∩ Lm)− L2 估计和 [t/2, t]用 L2 − L2 估计,可得

‖unl (t, ·)‖L2 .
∫ t

0

‖H (t− τ, ·) ∗ |u (τ, ·)|p‖L2dτ

.
∫ t

2

0

(1 + t− τ)−
n
2σ ( 1

m− 1
2)‖|u (τ, ·) |p‖Lmdτ +

∫ t

t
2

‖|u (τ, ·) |p‖L2dτ.

(3.6)

由引理 2.6 得

‖|u (τ, ·) |p‖Lm = ‖u‖p
Lmp . ‖u‖(1−β1)p

L2 ‖|D|ku‖β1p
L2 . (1 + τ)−

np
2σ ( 1

m− 1
mp ) ‖u(τ, ·)‖p

X(T ),

‖|u (τ, ·) |p‖L2 = ‖u‖p
L2p . ‖u‖(1−β2)p

L2 ‖|D|ku‖β2p
L2 . (1 + τ)−

np
2σ ( 1

m− 1
2p ) ‖u(τ, ·)‖p

X(T ).
(3.7)

其中 β1, β2满足

β1 = n
k
( 1
2
− 1

mp
) ∈ [0, 1], β2 = n

k
( 1
2
− 1

2p
) ∈ [0, 1]. (3.8)

解得 {
p > 2

m
n 6 2k,

2
m

6 p 6 n
n−2k

n > 2k.

若 −np
2σ

( 1
m
− 1

mp
) + 1 < 0, 即 p > 1 + 2σm

n
有

∫ t
2

0

(1 + t− τ)−
n
2σ ( 1

m− 1
2) (1 + τ)−

np
2σ ( 1

m− 1
mp) dτ . (1 + t)−

n
2σ ( 1

m− 1
2) , (3.9)

若 −np
2σ

( 1
m
− 1

2p
) + 1 < − n

2σ
( 1

m
− 1

2
), 即 p > 1 + 2σm

n
有

∫ t

t
2

(1 + τ)−
np
2σ ( 1

m− 1
2p)dτ . (1 + t)−

n
2σ ( 1

m− 1
2) , (3.10)

其中 τ ∈ [0, t/2], (1 + t− τ) ≈ (1 + t), τ ∈ [t/2, t], (1 + τ) ≈ (1 + t). (3.9) 和 (3.10) 式代入
(3.6) 式得

‖unl (t, ·)‖L2 . (1 + t)−
n
2σ ( 1

m− 1
2) ‖u‖p

X(T ). (3.11)

下面对 ‖|D|kunl (t, ·)‖L2 估计,由 (3.7) 式得

‖|D|kunl (t, ·)‖L2 .
∫ t

2

0

(1 + t− τ)−
k
2σ− n

2σ ( 1
m− 1

2)‖|u (τ, ·) |p‖Lmdτ

+
∫ t

t
2

(1 + t− τ)−
k
2σ ‖|u (τ, ·) |p‖L2dτ +

∫ t

0

(1 + t− τ)−
l

2σ ‖|u (τ, ·) |p‖Ḣk+l−σdτ

.
∫ t

2

0

(1 + t− τ)−
k
2σ−np

2σ ( 1
m− 1

2 )(1 + τ)−
np
2σ ( 1

m− 1
mp )‖u(τ, ·)‖p

X(T )dτ

+
∫ t

t
2

(1 + t− τ)−
k
2σ (1 + τ)−

np
2σ ( 1

m− 1
2p )‖u(τ, ·)‖p

X(T )dτ

+
∫ t

0

(1 + t− τ)−
l

2σ + k
2σ ‖|u(τ, ·)|p‖Ḣl−σdτ.

(3.12)
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当 σ 6 l < k + σ,由引理 2.6和引理 2.8得

‖|u (τ, ·)|p‖Ḣl−σ . ‖u(τ, ·)‖p−1
Lr1 ‖u (τ, ·)‖Ḣl−σ

r2
,

‖u(τ, ·)‖p−1
Lr1 . ‖u(τ, ·)‖(1−βr1 )(p−1)

L2 ‖|D|ku(τ, ·)‖βr1(p−1)
L2

. (1 + τ)−
n(p−1)

2σ ( 1
m− 1

r1
)‖u‖p−1

X(T ),

‖u (τ, ·)‖Ḣl−σ
r2

. ‖u(τ, ·)‖(1−βr2 )

L2 ‖|D|ku(τ, ·)‖βr2
L2

. (1 + τ)−
n
2σ ( 1

m− 1
r2

+ l−σ
n )‖u‖X(T ).

(3.13)

其中 1
2

= p−1
r1

+ 1
r2

, βr1 , βr2 满足

βr1 = n
k
( 1
2
− 1

r1
) ∈ [0, 1], βr2 = n

k
( 1
2
− 1

r2
+ l−σ

n
) ∈ [ l−σ

k
, 1].

解得 {
p > 1 n 6 2k,

1 < p 6 n−2(l−σ)
n−2k

n > 2k.

由 (3.13) 式得
‖|u (τ, ·)|p‖Ḣl−σ . (1 + τ)−

np
2σ ( 1

m− 1
2p )‖u‖p

X(T ). (3.14)

若 k < σ, p > 1 + 2σm
n
则

∫ t
2

0

(1 + t− τ)−
k
2σ− n

2σ ( 1
m− 1

2) (1 + τ)−
np
2σ ( 1

m− 1
mp) . (1 + t)−

k
2σ− n

2σ ( 1
m− 1

2) ,

∫ t

t
2

(1 + t− τ)−
k
2σ (1 + τ)−

np
2σ ( 1

m− 1
2p) . (1 + t)−

k
2σ− n

2σ ( 1
m− 1

2) .

(3.15)

其中 τ ∈ [0, t/2], (1 + t − τ) ≈ (1 + t), τ ∈ [t/2, t], (1 + τ) ≈ (1 + t). 若 l > n( 1
m
− 1

2
) + 2k,

且 p > 1 + 2σm
n

, 由引理 2.9 得
∫ t

0

(1 + t− τ)−
l

2σ + k
2σ ‖|u|p‖Ḣl−σdτ .

∫ t

0

(1 + t− τ)−
l

2σ + k
2σ (1 + τ)−

np
2σ ( 1

m− 1
2) ‖u‖p

X(T )

. (1 + t)−min{ l
2σ− k

2σ , np
2σ ( 1

m− 1
2)} ‖u‖p

X(T )

. (1 + t)−
k
2σ− n

2σ ( 1
m− 1

2) ‖u‖p
X(T ).

(3.16)
(3.15) 和 (3.16) 式代入 (3.12) 式得

‖|D|kunl (t, ·)‖L2 . (1 + t)−
k
2σ− n

2σ ( 1
m− 1

2) ‖u‖p
X(T )

. (3.17)

由 (3.4) 和 (3.5) 式知 (3.1) 式成立. 下面估计 ‖unl − vnl‖L2 .

‖unl(t, ·)− vnl(t, ·)‖L2 .
∫ t

0

‖H (t) ∗ (|u (τ, ·)|p − |v (τ, ·)|p)‖L2dτ

.
∫ t

2

0

(1 + t− τ)−
n
2σ ( 1

m− 1
2)‖|u (τ, ·) |p − |v (τ, ·) |p‖Lmdτ

+
∫ t

t
2

‖|u (τ, ·) |p − |v (τ, ·) |p‖L2dτ,

(3.18)
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由 Hölder不等式和引理 2.6 得

‖|u(τ, ·)|p − |v(τ, ·)|p‖Lm . ‖u(τ, ·)− v(τ, ·)‖Lmp(‖u(τ, ·)‖p−1
Lmp + ‖u(τ, ·)‖p−1

Lmp)

. (1 + τ)−
np
2σ ( 1

m− 1
mp )‖u− v‖X(T )(‖u‖p−1

X(T ) + ‖v‖p−1
X(T )),

‖|u(τ, ·)|p − |v(τ, ·)|p‖L2 . ‖u(τ, ·)− v(τ, ·)‖Lmp(‖u(τ, ·)‖p−1
Lmp + ‖u(τ, ·)‖p−1

Lmp)

. (1 + τ)−
np
2σ ( 1

m− 1
2p )‖u− v‖X(T )(‖u‖p−1

X(T ) + ‖v‖p−1
X(T )).

(3.19)

(3.19) 式代入 (3.18) 式得

‖unl − vnl‖L2 . (1 + t)−
n
2σ ( 1

m− 1
2) ‖u− v‖X(T )

(
‖u‖p−1

X(T ) + ‖v‖p−1
X(T )

)
. (3.20)

下面对 ‖|D|k (
unl − vnl

)‖L2 估计.

‖|D|k (
unl − vnl

)‖L2 .
∫ t

0

‖|D|kH (t− τ) ∗ (|u (τ, ·)|p − |v (τ, ·)|p)‖L2dτ

.
∫ t

2

0

(1 + t− τ)−
k
2σ− n

2σ ( 1
m− 1

2)‖(|u (τ, ·)|p − |v (τ, ·)|p)‖
Lm dτ

+
∫ t

t
2

(1 + t− τ)−
k
2σ ‖(|u (τ, ·)|p − |v (τ, ·)|p)‖

L2 dτ

+
∫ t

0

(1 + t− τ)−
l

2σ + k
2σ ‖(|u (τ, ·)|p − |v (τ, ·)|p)‖

Ḣl−σ
dτ.

(3.21)

引入积分表达式

|u|p − |v|p = p

∫ 1

0

(u− v) ·G (ωu + (1− ω) v) dω. (3.22)

其中 G = u|u|p−2. 由 (3.22) 式,引理 2.7 和Minkowski 不等式得

‖|u (τ, ·) |p − |v (τ, ·) |p‖Ḣl−σ .
∫ 1

0

‖Dl−σ ((u− v) G (ωu + (1− ω) v))‖L2dτ

. ‖u− v‖Ḣl−σ
s1

∫ 1

0

‖G (ωu + (1− ω) v)‖Ls2 dω

+ ‖u− v‖Ls3

∫ 1

0

‖G (ωu + (1− ω) v)‖Ḣl−σ
s4

dω

. ‖u− v‖Ḣl−σ
s1

(‖u‖p−1

Ls2(p−1) + ‖v‖p−1

Ls2(p−1)

)

+ ‖u− v‖Ls3

∫ 1

0

‖G (ωu + (1− ω) v)‖Ḣl−σ
s4

dω,

(3.23)
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其中 1
2

= 1
s1

+ 1
s2

= 1
s3

+ 1
s4

. 若 σ 6 l < k + σ,由引理 2.6 得

‖u− v‖Ḣl−σ
s1

. ‖u− v‖(1−β3)
L2 ‖|D|k(u− v)‖β3

L2

. (1 + t)−
n
2σ ( 1

m− 1
s1

)− l−σ
2σ ‖u− v‖X(T ),

‖u‖p−1

Ls2(p−1) . ‖u‖(1−β4)(p−1)
L2 ‖|D|k u‖β4(p−1)

L2

. (1 + t)−
n(p−1)

2σ ( 1
m− 1

s2(p−1)) ‖u‖p−1
X(T ),

‖v‖p−1

Ls2(p−1) . ‖v‖(1−β4)(p−1)
L2 ‖|D|k v‖β4(p−1)

L2

. (1 + t)−
n(p−1)

2σ ( 1
m− 1

s2(p−1)) ‖v‖p−1
X(T )

‖u− v‖Ls3 . ‖u− v‖(1−β5)
L2 ‖|D|k(u− v)‖β5

L2

. (1 + t)−
n
2σ ( 1

m− 1
s3

)‖u− v‖X(T ).

(3.24)

其中 β3 , β4 , β5满足

β3 =
n

k
(
1
2
− 1

s1

) +
l − σ

k
∈ [

l − σ

k
, 1], β4 = β5 =

n

k
(
1
2
− 1

s2

) ∈ [0, 1].

∫ 1

0

‖G (ωu + (1− ω) v)‖Ḣl−σ
s4

dω =
∫ 1

0

‖Dl−σG (ωu + (1− ω) v)‖Ls4 dω

.
∫ 1

0

‖Dl−σ (ωu + (1− ω) v)‖Ls5 ·‖ωu + (1− ω) v‖p−2
Ls6 dω

.
∫ 1

0

(1 + t)−
n
2σ ( 1

m− 1
s5 )− l−σ

2σ ‖ωu + (1− ω) v‖X(T )

× (1 + t)−
n(p−2)

2σ ( 1
m− 1

s6(p−2)) ‖ωu + (1− ω) v‖p−2
X(T )dω

. (1 + t)−
n(p−1)

2σ ( 1
m− 1

s4(p−1))− l−σ
2σ

(
‖u‖p−1

X(T ) + ‖v‖p−1
X(T )

)
,

(3.25)
其中 1

s4
= 1

s5
+ p−2

s6
. (3.24) 和 (3.25) 式代入 (3.23) 式得

‖|u (τ, ·)|p − |v (τ, ·)|p‖Ḣl−σ . (1 + τ)−
np
2σ ( 1

m− 1
2) ‖u− v‖X(T )

(
‖u‖p−1

X(T ) + ‖v‖p−1
X(T )

)
, (3.26)

(3.26) 式代入 (3.21) 式, 再由 (3.15) 和 (3.16) 式得

‖|D|k(unl − vnl)‖L2 . ‖u− v‖X(T )(‖u‖p−1
X(T ) − ‖v‖p−1

X(T ))

(
∫ t

2

0

(1 + t)−
n
2σ ( 1

m− 1
s5

)− k
2σ (1 + t)−

n
2σ ( 1

m− 1
mp )dτ

+
∫ t

t
2

(1 + t)−
k
2σ (1 + t)−

np
2σ ( 1

m− 1
2p )dτ

+
∫ t

0

(1 + t)−
l

2σ + k
2σ (1 + t)−

np
2σ ( 1

m− 1
2 )dτ)

. (1 + t)−
k
2σ− n

2σ ( 1
m− 1

2) ‖u− v‖X(T )

(
‖u‖p−1

X(T ) + ‖v‖p−1
X(T )

)
.

(3.27)
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由 (3.20) 式和 (3.27) 式知 (3.2) 式成立,再由 Banach 不动点定理知问题 (1.1) 在小初值情形
下整体解存在.定理 1.1证毕.

4 定理 1.2 的证明

为证明定理 1.2,先给出如下引理.
引理 4.1[10] 假设 〈x〉 = (1 + |x|2) 1

2 , m ∈ N 且 s ∈ [0, 1).则 q ∈ N, x ∈ Rn 时, 以下估
计成立

∣∣(−4)m+s 〈x〉−q
∣∣ .

{
〈x〉−n−2m

, s = 0,

〈x〉−n−2s
, s ∈ (0, 1) .

引理 4.2[10] 假设 ϕR (x) = ϕ (x/R), x ∈ Rn,其中 ϕ (x) = 〈x〉−q, σ > 1,则

(−4)σ (ϕR) (x) = R−2σ ((−4)σ
ϕ) (x/R) .

若 ϕ (x) = 〈x〉−n−2sσ = (1 + |x|2)−n/2−sσ , 其中当 σ 是整数时, sσ ∈ (0, 1); 当 σ 是分数时,
0 < sσ 6 σ − [σ] 则

| (−∆)σ 〈x〉−n−2sσ | . 〈x〉−n−2sσ .

下证定理 2.2

选择测试函数 η (t) :=





1 0 6 t 6 1
2
,

递减 1
2

6 t 6 1,

0 t > 1,

满足

(η (t))−
p
′

p

(
|η′ (t) |p

′
+ |η′′ (t) |p

′
+ |η′′′ (t) |p

′)
6 C, t ∈

[
1
2
, 1

]
,

其中 1
p

+ 1
p′

= 1.
引入测试函数 ψR (t, x) := ηR (t) ϕR (x) := η (t/R2σ)ϕ (x/R) . 定义如下两个函数

IR : =
∫ ∞

0

∫

Rn

|u (t, x) |pψR (t, x)dxdt,

ĨR : =
∫ ∞

0

∫

Rn

|u (t, x) |p∂tψR (t, x)dxdt,

两式相减并进行分部积分得

IR − ĨR +
∫

Rn

u1 (x) ϕR (x)dx + (I + log (I + (−4)σ))−1

∫

Rn

u0 (x) ϕR (x)dx

= −
∫ ∞

0

∫

Rn

u (t, x)
(
∂3

t ψR (t, x)− ∂2
t ψR (t, x)

)
dxdt

+
∫ ∞

0

∫

Rn

log (I + (−4)σ) u (t, x)
(
ψR (t, x)− ψ

′
R (t, x)

)
dxdt

+
∫ ∞

0

∫

Rn

(I + log (I + (−4)σ))−1
u (t, x)

(
ψ
′′
R (t, x)− ψ

′
R (t, x)

)
dxdt

= J1 + J2 + J3,

(4.1)
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由引理 4.1, 4.2 得

|J1| .
∫ R2σ

R2σ

2

∫

Rn

|u(t, x)|ϕR(x)(|η′′′R (t)|+ |η′′R(t))|dxdt

. I
1
p

R

(∫ R2σ

R2σ

2

∫

Rn

ηR(t, x)−
p
′

p ϕR(x)(|η′′′R (t)|+ |η′′R(t))p
′
dxdt

) 1
p
′

. I
1
p

R

(
R−2σp

′
+2σ+n

∫

Rn

〈x̃〉−n−2sσ dx̃

) 1
p
′

. I
1
p

RR
−2σ+ 2σ+n

p
′ ,

|J2| .
∫ ∞

0

∫

Rn

u (t, x) | (−4)σ
ψR (x) |dxdt +

∫ ∞

0

∫

Rn

u (t, x) | (−4)σ
ψ
′
R (t, x) |dxdt

. I
1
p

R

(∫ R2σ

0

∫

Rn

ηR (t) (ϕR (x))−
p
′

p | (−4)σ
ψR (t, x) |

p
′

dxdt

) 1
p′

+ I
1
p

R

(∫ R2σ

R2σ

2

∫

Rn

ηR (t) (ϕR (x))−
p
′

p | (−4)σ
ψ
′
R (t, x) |

p′

dxdt

) 1
p′

. I
1
p

R

(
R−2σp

′
+2σ+n

∫

Rn

〈x̃〉−n−2sσ dx̃

) 1
p
′

. I
1
p

RR
−2σ+ 2σ+n

p
′ ,

|J3| .
∫ ∞

0

∫

Rn

|u(t, x)|ϕR(|η′′(t)|+ |η′(t)|)dxdt

. I
1
p

R

(∫ R2σ

R2σ

2

∫

Rn

ϕRη
− p

′
p

R (|η′′(t)|+ |η′(t)|)p
′
dxdt

) 1
p
′

. I
1
p

R

(
R−2σp

′
+2σ+n

∫

Rn

〈x̃〉−n−2sσ dx̃

) 1
p
′

. I
1
p

RR
−2σ+ 2σ+n

p
′ .

由 Young 不等式得

IR − ĨR +
∫

Rn

u1(x)ϕR(x)dx + (I + log(I + (−4)σ))−1

∫

Rn

u0(x)ϕR(x)dx

. I
− 1

p

R R
−2σ+ 2σ+n

p
′ . 1

p
IR +

1
p′

R−2σp
′
+2σ+n,

(4.2)

即
1
p′

IR − ĨR +
∫

Rn

u1 (x) ϕR (x) dx . 1
p′

R−2σp
′
+2σ+n, (4.3)

因为 η(t)单调递减, 即 −η
′
R(t) > 0,−ĨR > 0. 当m = 1时, 若 1 < p < 1 + 2σm

n
即

−2σp
′
+ 2σ + n < 0,
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当 R →∞ 时, ∫

Rn

u1(x)ϕR(x)dx . R−2σp
′
+2σ+n → 0,

与
∫
Rn u1(x)ϕR(x)dx > 0 矛盾. 当m ∈ (1, 2) 时, 若 1 < p < 1 + 2σm

n
即

n(1− 1
m

) > −2σp
′
+ 2σ + n,

得 ∫

Rn

u1(x)ϕR(x)dx &
∫

|x|6R

u1 (x)
〈 x

R

〉−n−2sσ

dx

&
∫

|x|6R

u1 (x) dx

&
∫

Rn

|x|− n
m (log (|x|))−1

dx

& (log (R))−1
Rn(1− 1

m),

(4.4)

当 R →∞ 时,

(log(R))−1Rn(1− 1
m ) .

∫

Rn

u1(x)ϕR(x)dx . R−2σp
′
+2σ+n,

即

(log (R))−1
Rn(1− 1

m)−(−2σp
′
+2σ+n) . 1,

得 n
(
1− 1

m

)
6 −2σp

′
+ 2σ + n 与 n

(
1− 1

m

)
> −2σp

′
+ 2σ + n 矛盾, 故定理 1.2 得证.
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GLOBAL EXISTENCE AND BLOW-UP FOR A CLASS OF

WAVE-LIKE EQUATIONS WITH LOG-DAMPING TERMS

ZHANG Xing-ya, LI Xing-quan, YANG Han

(School of Mathematics, Southwest Jiaotong University, Sichuan Chengdu 611756)

Abstract: The purpose of this paper is to study the Cauchy problem of a class of

logarithmic wave like equations with logarithmic damping mechanism. The decay estimation of

the corresponding linear problem was obtained through Fourier transform and Laplace transform.

Based on this decay estimation, a suitable solution space was established, and the contraction

mapping principle was applied to obtain the global solution of the problem under small initial

conditions. The test function method was used to prove that the solution explodes at a finite

time.Some conclusions about wave equation with structural damping term are extended.
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2010 MR Subject Classification: 35A01; 35B33; 35B44; 35G25


