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摘要: 本文先研究了一类三体态的量子失协, 而后将其推广到 N 体态. 本文给出的计算公式

推广了现有多体态量子失协的研究成果. 进一步, 本文根据量子态中体的个数和泡利矩阵对量子失协

计算的影响, 将 N 体态的量子失协分为五类进行表征.
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1 引言

量子关联是量子系统中的一个重要特性, 是量子信息处理任务中重要的物理资源. 量子
失协作为一种重要的量子关联在量子计算, 量子远程态制备和量子相变等研究领域发挥着重
要作用, 参见文献 [1–3]. 对于任意的量子态 ρ, 其量子失协与量子纠缠的值不一定相等. 此外,
部分文章中证明了两体态的量子失协比量子纠缠具有更强的鲁棒性, 参见文献 [4]. 因此我们
可以认为量子失协在某些方面比量子纠缠具有更强的优越性, 是一种极为重要的量子资源.
关于量子失协的单配性, 退相干等性质的研究也在不断发展, 参见文献 [5–10].
作为最重要的量子关联之一, 量子失协在两体系统上的定义由 Ollivier, Zurek[11] 和

Henderson, Vedral[12] 首次提出, 其被定义为量子态测量前后总关联的差 (总关联通过量子互
信息进行表征), 其中量子态测量前后的总关联被认为是在经典部分等价, 量子部分不同, 参
见文献 [13–14]. 尽管量子失协在两体系统的定义已经给出, 但由于其计算所需优化过程的复
杂性, 在两体系统中只给出了 X 型量子态和一些特殊形式的非 X 型量子态量子失协的解析

结果, 参见文献 [15–22]. 而在多体量子系统中由于缺乏对量子失协的合理定义, 目前关于多
体态的量子失协研究较少, 特别是多体量子失协的解析表达这方面.
最近, Radhakrishnan 给出了一种多体量子系统的测量方式，其在 N 体系统中执行

N − 1 次有序测量，且每次测量均以之前的测量结果为条件, 可以表示为

ΠA1...AN−1
j1...jN−1

= ΠA1
j1
⊗ΠA2

j2|j1 ...⊗ΠAN−1

jN−1|j1...jN−2
, (1.1)

其中 ΠA2
j2|j1 指以子系统 A1 的测量结果 j1 为条件在子系统 A2 上执行的测量, 测量采用

A1 → A2 → ...AN−1 的顺序. 此外，文章根据此测量方式给出了量子失协在多体系统上定义
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的合理推广, 参见文献 [23]. 值得注意, 此定义与两体系统中量子失协的定义是一致的, 参见
文献 [11,12]. 基于此定义, 一类特殊形式的多体态 ρ = 1

2N (I +
∑

j cjσj ⊗ σj ... ⊗ σj) 量子失
协的解析表达被研究, 参见文献 [24]. 事实上, 由于优化过程的复杂性, 给出一般形式的 N 体

态量子失协的解析表达是非常困难的. 在本文中, 我们研究了一类相比之前更加广泛的 N 体

态的量子失协, 并给出了解析结果.
为了便于叙述本文的主要结果, 这里介绍几个相关定义.
定义 1.1 [11] 对于 AB 系统上的任意两体态 ρ, 量子失协定义为

DA;B(ρ) = min
ΠA

[−SB|A(ρ) + SB|ΠA(ρ)],

其中条件熵 SB|A(ρ) = S(ρ)− SA(ρ) 且有 S(X) = −TrX log2 X 表示量子态 X 的冯诺依曼

熵, SA(ρ) 表示 ρ 在子系统 A 上的约化态的冯诺依曼熵, SB|ΠA(ρ) =
∑

j pA
j S(ΠA

j ρΠA
j ), ΠA

j

表示在子系统 A 上执行的冯诺依曼投影测量, pA
j = Tr(ΠA

j ρΠA
j ) 表示在子系统 A 上的测量

结果为 j 时的概率.
定义 1.2 [23] 对于任意 N 体态 ρ, 量子失协定义为

DA1;A2;...AN
(ρ) = min

ΠA1...AN−1
[−SA2...AN |A1(ρ) + SA2|ΠA1 ... + SAN |ΠA1...AN−1 (ρ)], (1.2)

其中 SAk|ΠA1...Ak−1 (ρ) =
∑

j1...jk−1
p
(k−1)
j SA1...Ak

(Π(k−1)
j ρΠ(k−1)

j ), Π(k)
j ≡ ΠA1...Ak

j1...jk
, p

(k)
j =

Tr(Π(k)
j ρΠ(k)

j ) 且 S(X) = −TrX log2 X 表示量子态 X 的冯诺依曼熵.
本文剩余内容组织如下: 在第二部分, 我们计算了一类特殊三体态的量子失协并给出了

详细的过程; 在第三部分, 我们给出了一类 N 体态的量子失协的解析结果, 并证明其可分为
五类进行表征; 在第四部分, 我们讨论并总结了本文的结果.

2 一类三体态的量子失协

我们首先对一类三体态的量子失协进行了计算.
定理 2.1 令

ρ =
1
8
(I + c1σ2 ⊗ σ1 ⊗ σ2 + c2σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ1 + c3σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ3), (2.1)

其中 c1, c2, c3 ∈ R, I 表示恒等算子.
则量子态 ρ 的量子失协为

DA1;A2;A3(ρ) =
1 + ξ

2
log2(1 + ξ) +

1− ξ

2
log2(1− ξ)− 1 + c

2
log2(1 + c)− 1− c

2
log2(1− c),

(2.2)

其中 ξ =
√

c2
1 + c2

2 + c2
3, c = max{|c1|, |c2|, |c3|}.

证 根据式 (1.2), 任意三体态的量子失协为

DA1;A2;A3(ρ) = min
ΠA1A2

[−SA2A3|A1(ρ) + SA2|ΠA1 (ρ) + SA3|ΠA1A2 (ρ)]. (2.3)
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通过计算得 SA1(ρ) = 1,

S(ρ) = −4× 1 + ξ

8
log2

1 + ξ

8
− 4× 1− ξ

8
log2

1− ξ

8
,

其中 ξ =
√

c2
1 + c2

2 + c2
3, 则有

−SA2A3|A1(ρ) = −[S(ρ)− SA1(ρ)] =
1 + ξ

2
log2(1 + ξ) +

1− ξ

2
log2(1− ξ)− 2. (2.4)

首先, 我们在子系统 A1 上执行冯诺依曼测量 A1k = VA1ΠkV
†

A1
, 其中 Πk = |k〉 〈k| (k =

0, 1), VA1 = tA1I + i−→yA1 · −→σ 是一个酉算子且满足 tA1 ∈ R, −→yA1 = (yA11, yA12, yA13) ∈ R3,
t2A1

+ y2
A11

+ y2
A12

+ y2
A13

= 1. 测量后的量子态用系综 {ρk, pk} 表示, 其中 ρk = 1
pk

(A1k ⊗
I)ρ(A1k ⊗ I), pk = Tr[(A1k ⊗ I)ρ(A1k ⊗ I)]. 计算可得 p0 = p1 = 1

2
,

ρ0 =
1
4
VA1Π0V

†
A1
⊗ (I ⊗ I + c1b2σ1 ⊗ σ2 + c2b1σ2 ⊗ σ1 + c3b3σ3 ⊗ σ3),

ρ1 =
1
4
VA1Π1V

†
A1
⊗ (I ⊗ I − c1b2σ1 ⊗ σ2 − c2b1σ2 ⊗ σ1 − c3b3σ3 ⊗ σ3),

其中 b1 = 2(−tA1yA12 + yA11yA13), b2 = 2(tA1yA11 + yA12yA13), b3 = t2A1
− y2

A11
− y2

A12
+ y2

A13
.

而测量后的量子态 ρ0, ρ1 在子系统 A1, A2 上的约化态为 TrA3(ρ0) = 1
2
VA1Π0V

†
A1
⊗ I,

TrA3(ρ1) = 1
2
VA1Π1V

†
A1
⊗ I.则关于测量 ΠA1 的量子条件熵为

SA2|ΠA1 (ρ) =
1
2
× 1 +

1
2
× 1 = 1. (2.5)

为计算 SA3|ΠA1A2 (ρ), 我们基于子系统 A1 的测量结果 j 测量 A2, 记

{Aj
2k = VAj

2
ΠkV

†
Aj

2
, k = 0, 1}, j = 0, 1

为在子系统 A2 上执行的冯诺依曼投影测量, 其中 VAj
2

= tAj
2
I + i−→yAj

2
· −→σ 是一个酉算子满足

tAj
2
∈ R, −→yAj

2
= (yAj

21
, yAj

22
, yAj

23
) ∈ R3, t2

Aj
2
+ y2

Aj
21

+ y2
Aj

22
+ y2

Aj
23

= 1 .

若在子系统 A1 上的测量结果为 0, 测量后的量子态为 ρ0, 我们在 ρ0 上执行测量 {A0
2k}

后可得 p00 = p01 = 1
4
,

ρ00 =
1
2
VA1Π0V

†
A1
⊗ VA0

2
Π0V

†
A0

2
⊗ (I + c1b2l1σ2 + c2b1l2σ1 + c3b3l3σ3),

ρ01 =
1
2
VA1Π0V

†
A1
⊗ VA0

2
Π1V

†
A0

2
⊗ (I − c1b2l1σ2 − c2b1l2σ1 − c3b3l3σ3),

其中

l1 = 2(−tA0
2
yA0

22
+ yA0

21
yA0

23
), l2 = 2(tA0

2
yA0

21
+ yA0

22
yA0

23
), l3 = t2A0

2
− y2

A0
21
− y2

A0
22

+ y2
A0

23
.

若在子系统 A1 上的测量结果为 1, 测量后的量子态为 ρ1, 我们在 ρ1 上执行测量 {A1
2k}

后可得 p10 = p11 = 1
4
,

ρ10 =
1
2
VA1Π1V

†
A1
⊗ VA1

2
Π0V

†
A1

2
⊗ (I − c1b2m1σ2 − c2b1m2σ1 − c3b3m3σ3),
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ρ11 =
1
2
VA1Π1V

†
A1
⊗ VA1

2
Π1V

†
A1

2
⊗ (I + c1b2m1σ2 + c2b1m2σ1 + c3b3m3σ3),

其中

m1 = 2(−tA1
2
yA1

22
+yA1

21
yA1

23
), m2 = 2(tA1

2
yA1

21
+yA1

22
yA1

23
), m3 = t2A1

2
−y2

A1
21
−y2

A1
22

+y2
A1

23
.

令 α1 =
√

c2
1b

2
2l

2
1 + c2

2b
2
1l

2
2 + c2

3b
2
3l

2
3, α2 =

√
c2
1b

2
2m

2
1 + c2

2b
2
1m

2
2 + c2

3b
2
3m

2
3, 则有

SA3|ΠA1A2 (ρ) =− 1 + α1

4
log2(1 + α1)− 1− α1

4
log2(1− α1)

− 1 + α2

4
log2(1 + α2)− 1− α2

4
log2(1− α2) + 1.

(2.6)

易证 b2
1 + b2

2 + b2
3 = 1, l21 + l22 + l23 = 1, m2

1 + m2
2 + m2

3 = 1, 取 c = max{|c1|, |c2|, |c3|} 则有

α1 6
√

c2(|b2|2|l1|2 + |b1|2|l2|2 + |b3|2|l3|2) 6 c,

α2 6
√

c2(|b2|2|m1|2 + |b1|2|m2|2 + |b3|2|m3|2) 6 c.

α1 = c 在以下几类情况成立：

(1)若 c=|c1|,则 |b2| = |l1| = 1, b1 = b3 = l2 = l3 = 0,取 |tA1 | = |yA11| = |tA0
2
| = |yA0

22
| =

1√
2
, yA12 = yA13 = yA0

21
= yA0

23
= 0;

(2)若 c=|c2|,则 |b1| = |l2| = 1, b2 = b3 = l1 = l3 = 0,取 |tA1 | = |yA12| = |tA0
2
| = |yA0

21
| =

1√
2
, yA11 = yA13 = yA0

22
= yA0

23
= 0;

(3) 若 c=|c3|, 则 |b3| = |l3| = 1, b1 = b2 = l1 = l2 = 0, 取 yA11 = yA12 = yA0
21

= yA0
22

= 0.
同理, α2 = c 也可成立. 则 SA3|ΠA1A2 (ρ) 的最小值

min[SA3|ΠA1A2 (ρ)] = −1 + c

2
log2(1 + c)− 1− c

2
log2(1− c) + 1. (2.7)

通过等式 (2.3), 我们可得出式 (2.2), 定理得证.

3 一类 N 体态的量子失协

我们考虑以下这类 N 体态,
定理 3.1
令

ρ =
1

2N
(I + c1σk1 ⊗ σk2 ...⊗ σkN

+ c2σl1 ⊗ σl2 ⊗ ...σlN + c3σ3 ⊗ σ3 ⊗ ...σ3), (3.1)

其中 c1, c2, c3 ∈ R, I 表示恒等算子, σ1, σ2, σ3 为泡利矩阵, li = 1, 2, kj = 1, 2(i, j =
1, 2, ...N).
若 i = j 时, li 6= kj 恒成立, 则量子态 ρ 的量子失协为

1) 若 N = 2v + 1, v ∈ Z+,

DA1;A2;...;A2v+1(ρ) =
1 + ξ

2
log2(1 + ξ) +

1− ξ

2
log2(1− ξ)

− 1 + c

2
log2(1 + c)− 1− c

2
log2(1− c),

(3.2)
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其中 ξ =
√

c2
1 + c2

2 + c2
3, c = max{|c1|, |c2|, |c3|}.

2) 若 N = 4v − 2, v ∈ Z+. 我们记 m 为 (3.1) 式中 c1σk1 ⊗ σk2 ... ⊗ σkN
这一项中满足

ki = 1 的泡利矩阵的个数.
若m 是奇数, 则有

DA1;A2;...;A4v−2(ρ) =
1
4
[(1 + c1 − c2 − c3) log2(1 + c1 − c2 − c3)

+ (1 + c1 + c2 + c3) log2(1 + c1 + c2 + c3)

+ (1− c1 + c2 − c3) log2(1− c1 + c2 − c3)

+ (1− c1 − c2 + c3) log2(1− c1 − c2 + c3)]

− 1 + c

2
log2(1 + c)− 1− c

2
log2(1− c).

(3.3)

若m 是偶数, 则有

DA1;A2;...;A4v−2(ρ) =
1
4
[(1 + c1 + c2 − c3) log2(1 + c1 + c2 − c3)

+ (1 + c1 − c2 + c3) log2(1 + c1 − c2 + c3)

+ (1− c1 − c2 − c3) log2(1− c1 − c2 − c3)

+ (1− c1 + c2 + c3) log2(1− c1 + c2 + c3)]

− 1 + c

2
log2(1 + c)− 1− c

2
log2(1− c).

(3.4)

3) 若N = 4v, v ∈ Z+. 我们记m 为 (3.1) 式中 c1σk1 ⊗ σk2 ...⊗ σkN
这一项中满足 ki = 1

的泡利矩阵的个数.
若m 是奇数, 则有

DA1;A2;...;A4v
(ρ) =

1
4
[(1 + c1 + c2 − c3) log2(1 + c1 + c2 − c3)

+ (1 + c1 − c2 + c3) log2(1 + c1 − c2 + c3)

+ (1− c1 − c2 − c3) log2(1− c1 − c2 − c3)

+ (1− c1 + c2 + c3) log2(1− c1 + c2 + c3)]

− 1 + c

2
log2(1 + c)− 1− c

2
log2(1− c).

(3.5)

若m 是偶数, 则有

DA1;A2;...;A4v
(ρ) =

1
4
[(1 + c1 − c2 − c3) log2(1 + c1 − c2 − c3)

+ (1 + c1 + c2 + c3) log2(1 + c1 + c2 + c3)

+ (1− c1 + c2 − c3) log2(1− c1 + c2 − c3)

+ (1− c1 − c2 + c3) log2(1− c1 − c2 + c3)]

− 1 + c

2
log2(1 + c)− 1− c

2
log2(1− c).

(3.6)
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证 易证 SA1(ρ) = 1,

SA2|ΠA1 (ρ) = SA3|ΠA1A2 (ρ) = ... = SAN−1|ΠA1A2...AN−2 (ρ) = 1, (3.7)

且有

min[SAN |ΠA1...AN−1 (ρ)] = −1− c

2
log2(1− c)− 1 + c

2
log2(1 + c) + 1. (3.8)

记 A = 1
2N (aij)2N×2N 为 ρ 的密度矩阵, 易知 A 为 X 型矩阵, 我们从以下几类进行说明：

1) 当 N = 2v + 1 时, 若 aii = 1− c3, 则 a2N−i+1|2N−i+1 = 1 + c3, ai|2N−i+1 = a2N−i+1|i,
且 ai|2N−i+1 = c1+c2i, c1−c2i, −c1+c2i或者−c1−c2i, c1i+c2, −c1i+c2, c1i−c2, −c1i−c2.
注 本文 ai|j 的符号表示与 aij 相同, 均表示矩阵中第 i 行、第 j 列的元素.
此时 ρ 的特征值为

λ =
1

22v+1
(1±

√
c2
1 + c2

2 + c2
3), (3.9)

且每个特征值重数为 22v. 因此

−SA2;A3;...;A2v+1|A1(ρ) = −[S(ρ)− SA1(ρ)]

=
1 + ξ

2
log2(1 + ξ) +

1− ξ

2
log2(1− ξ)− 2v.

(3.10)

通过式 (1.2), 我们可以得出式 (3.2).
2)当N = 4v−2且m为奇数时,若 aii = 1+ c3,则 a2N−i+1|2N−i+1 = 1+ c3, ai|2N−i+1 =

a2N−i+1|i, 且 ai|2N−i+1 = (c1 + c2)i, −(c1 + c2)i; 若 aii = 1− c3, 则 a2N−i+1|2N−i+1 = 1− c3,
ai|2N−i+1 = a2N−i+1|i, 且 ai|2N−i+1 = (c1 − c2)i, −(c1 − c2)i. 此时 ρ 的特征值为

λ0 =
1

24v−2
(1 + c1 + c2 + c3), λ1 =

1
24v−2

(1 + c1 − c2 − c3),

λ2 =
1

24v−2
(1− c1 − c2 + c3), λ3 =

1
24v−2

(1− c1 + c2 − c3).
(3.11)

且每个特征值重数为 24v−4. 因此

−SA2;A3;...;A4v−2|A1(ρ) =− [S(ρ)− SA1(ρ)]

=
1
4
[(1 + c1 + c2 + c3) log2(1 + c1 + c2 + c3)

+ (1 + c1 − c2 − c3) log2(1 + c1 − c2 − c3)

+ (1− c1 − c2 + c3) log2(1− c1 − c2 + c3)

+ (1− c1 + c2 − c3) log2(1− c1 + c2 − c3)] + 3− 4v.

(3.12)

通过式 (1.2), 我们可得式 (3.3).
3)当N = 4v−2且m为偶数时,若 aii = 1+ c3,则 a2N−i+1|2N−i+1 = 1+ c3, ai|2N−i+1 =

a2N−i+1|i 且 ai|2N−i+1 = c1 − c2, −c1 + c2; 若 aii = 1 − c3, 则 a2N−i+1|2N−i+1 = 1 − c3 ,
ai|2N−i+1 = a2N−i+1|i 且有 ai|2N−i+1 = c1 + c2, −c1 − c2. 此时 ρ 的特征值为

λ0 =
1

24v−2
(1 + c1 − c2 + c3), λ1 =

1
24v−2

(1 + c1 + c2 − c3),

λ2 =
1

24v−2
(1− c1 + c2 + c3), λ3 =

1
24v−2

(1− c1 − c2 − c3).
(3.13)
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且每个特征值的重数为 24v−4. 因此

−SA2;A3;...;A4v−2|A1(ρ) =− [S(ρ)− SA1(ρ)]

=
1
4
[(1 + c1 − c2 + c3) log2(1 + c1 − c2 + c3)

+ (1 + c1 + c2 − c3) log2(1 + c1 + c2 − c3)

+ (1− c1 + c2 + c3) log2(1− c1 + c2 + c3)

+ (1− c1 − c2 − c3) log2(1− c1 − c2 − c3)] + 3− 4v.

(3.14)

通过式 (1.2), 我们可得式 (3.4). 式 (3.5), (3.6) 可类似得出, 定理得证.

4 结论

在本文中, 我们研究了一类N 体态的量子失协, 并且获得了解析表达式. 此外, 我们还证
明了这类特殊的 N 体态的量子失协可以分为五类进行表征. 相比于之前的研究, 我们所研究
的 N 体态的范畴更为广泛. 但由于计算的复杂性, N 体态的量子失协的计算表达式仍不具有

一般性.
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QUANTUM DISCORD FOR A FAMILY OF MULTIPARTITE

STATES

NI Hui, WANG Li, HE Kan

(College of Mathematics, Taiyuan University of Technology, Taiyuan 030024)

Abstract: This paper initially investigates the quantum discord of a specific class of

three-qubit states and provides a comprehensive calculation process. Subsequently, using this

three-qubit quantum discord calculation methodology, we derive analytical results for a family

of N -qubit states. The analysis methodology outlined herein amplifies the prevailing findings on

quantum discord in multipartite systems. Moreover, based on the influence of the number of

constituents in the states and the Pauli matrix on quantum discord evaluation, we identify that

the quantum discord for this N -qubit family can be classified into five distinct categories.

Keywords: quantum discord; multipartite states; conditional measurement
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