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一类包含广义欧拉函数的方程的可解性
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摘 要: 伪 Smarandache 函数、Smarandache LCM 函数以及广义 Euler 函数都是重要的

数论函数, 本文研究了由这三类函数组成的数论函数方程 Z(n2) = ϕe(SL(n2)) 的可解性问题. 利

用整除的性质和同余的方法, 获得了该方程在 e = 6 时无正整数解的结果. 推广了数论函数方程

Z(n2) = ϕ6(SL(n2)) 无正整数解的结果.
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1 引言及主要结果

欧拉函数和 Smarandache 函数在数论的学习和研究中应用十分广泛. 对于正整数 n, 伪
Smarandache 函数定义为最小的正整数m, 使得 1 + 2 + · · ·+ m 能被 n 整除 [1], 即

Z(n) = min{m : m ∈ Z+, n|m(m + 1)
2

}.

Smarandache LCM 函数被定义为最小的正整数 m, 使得 1, 2, 3, . . . , m 的最小公倍数能

被 n 整除 [2], 即
SL(n) = min{m : m ∈ Z+, n|lcm[1, 2, 3, . . . , m]}.

蔡天新等人把广义欧拉函数这样来定义, 即对于任意的正整数 e, 正整数 n 的广义 Euler
函数 ϕe(n) 定义为序列 1, 2, 3, . . . , [n

e
] 中与 n 互素的个数 [3], 即

ϕe(n) =
[ n

e ]∑

i=1,gcd(i,n)=1

1.

易证明:

ϕe(n) =
∑

d
n

µ(
n

d
)[

d

e
],

其中 µ(n) 为麦比乌斯函数.
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许多学者研究了广义欧拉函数, 比如邓桂林等 [4] 研究了方程 ϕe(n) = ptω(n)(p 为奇素数)
的可解性问题;赵贤等 [5] 研究了广义欧拉方程 ϕ5(n) = d

n
(d是 n的正因子)的正整数解问题.

近年来, 蔡天新等人利用雅可比符号和勒让德公式得到了 ϕe(n)(e = 3, 4, 6) 的计算公
式, 有许多学者利用这几个公式, 将以上定义的三类函数结合起来, 例如, 张文鹏教授 [6]

研究了 F.Smarandache 函数的两个问题, 证明了方程 Z(n) = S(n) 以及 Z(n) + 1 = S(n)
存在无穷多个正整数解, 并且也给出了解的具体形式; 郭梦媛, 高丽等 [7] 研究了数论函数

方程 S(SL(n2)) = ϕ2(n) 问题的可解性, 并得出全部正整数解; 杨张媛等 [8] 研究了方程

S(SL(n)) = ϕ2(n) 的可解性, 并给出该方程仅有两个正整数解 n = 1 和 4. 近几年来, 有众
多的学者将这三种不同的数论函数结合起来研究, 并从中获取了不少研究成果. 例如, 朱杰等
[9] 研究了方程 Z(n) = ϕe(SL(n)) 的可解性问题和正整数解问题, 并得到该方程没有正整数
解; 张利霞等 [10] 人研究了 Z(SL(n)) = ϕe(n), e ∈ {1, 2} 时的可解性问题, 并给出了其所有
正整数解; 杜珊 [11] 在其硕士论文中研究了数论函数方程 Z(n2) = ϕe(SL(n)) 的可解性, 并得
出当 e = 1 时方程 Z(n2) = ϕe(SL(n)) 有唯一的正整数解 n = 1, 而当 e ∈ {2, 3, 4, 6} 方程
Z(n2) = ϕe(SL(n)) 没有正整数解; 王慧莉等 [12] 讨论了数论函数方程 SL(n) = ϕe(n) 的可解
性的问题, 并得到了该方程全部的正整数解.

本文进一步对数论函数方程进行研究, 将伪 Smarandache 函数以及广义 Euler 函数结合
起来, 讨论当 e = 6 时, 方程 Z(n2) = ϕe(SL(n2)) 的可解性, 主要得到以下结果:

定理函数方程

Z(n2) = ϕ6(SL(n2)) (1.1)

无正整数解.

2 相关引理

为后文叙述方便, 设 n 为正整数, 记 Ω(n) 为 n 的素因子个数 (重复计数), ω(n) 为 n 的

不同素因子的个数, 并规定 Ω(1) = ω(1) = 0.

引理 2.1[13] 设正整数 n 的标准分解式为 n = pα1
1 pα2

2 . . . pαs
s , 则有

SL(n) = max{pαi

i |i = 1, 2, 3, . . . , s}

特别的, 当 p 为素数及 α ≥ 1 时, 有 SL(pα) = pα.

引理 2.2[14] 对任意素数 p ≥ 3 及 k ≥ 1, 有 Z(pα) = pα − pα−1. 当 p = 2 时, 则有
Z(2k) = 2k+1 − 1.

引理 2.3[15] 对任意两个互素的正整数m, n, 有 ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).

引理 2.4[16] 若 n = 2α3β
s∏

i=1

pαi

i > 6,其中α, β, αi ≥ 0, pi是不同的奇素数且 gcd(pi, 6) =

1(i = 1, 2, . . . , s), 则
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ϕ6(n) =





ϕ(n)
6

+
(−1)Ω(n)2ω(n)+1−β

6
, α = 0, β ∈ {0, 1}且pi ≡ 5(mod6);

ϕ(n)
6

+
(−1)Ω(n)2ω(n)−1−β

6
, α = 1, β ∈ {0, 1}且pi ≡ 5(mod6);

ϕ(n)
6

+
(−1)Ω(n)2ω(n)−β

6
, α ≥ 2, β ∈ {0, 1}且pi ≡ 5(mod6);

ϕ(n)
6

,其它.

引理 2.5[17] 若 n = 2α3β > 6, 则

ϕ6(n) =





2α−2 + (−1)α−1

3
, α ≥ 3且β = 0;

2α−1 + (−1)α

3
, α ≥ 2且β = 1;

ϕ(n)
6

,其它.

3 定理的证明

证

Z(12) = 1, ϕ6(SL(12)) = ϕ6(1) = 0, Z(12) 6= ϕ6(SL(12)).

Z(22) = 7, ϕ6(SL(22)) = ϕ6(4) = 0, Z(22) 6= ϕ6(SL(22)).

Z(32) = 8, ϕ6(SL(32)) = ϕ6(6) = 1, Z(32) 6= ϕ6(SL(32)).

Z(42) = 31, ϕ6(SL(42)) = ϕ6(6) = 1, Z(42) 6= ϕ6(SL(42)).

Z(52) = 24, ϕ6(SL(52)) = ϕ6(10) = 1, Z(52) 6= ϕ6(SL(52)).

Z(62) = 8, ϕ6(SL(62)) = ϕ6(6) = 1, Z(62) 6= ϕ6(SL(62)).

因此, n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 均不是方程 (1.1) 的解.
1. 设 n = 2α3β > 6, α, β ≥ 0.

1) 若 β = 0 且 α ≥ 3, 则 n = 2α,SL(n) = 2α. 此时 SL(n2) = 22α. 根据引理 2.5 可得

ϕ6(SL(n2)) = ϕ6(22α) =
22α−2 + (−1)2α−1

3
.

若 Z(n2) = ϕ6(SL(n2)) 成立, 由 Z(n) 的定义可得

22α|
22α−2+(−1)2α−1

3
[ 2

2α−2+(−1)2α−1

3
+ 1]

2
,

即

22α+132|[22α−2 + (−1)2α−1][22α−2 + (−1)2α−1 + 3],

从而

22α+1|[22α−2 + (−1)2α−1][22α−2 + (−1)2α−1 + 3].
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因为 (22α+1, 22α−2 + (−1)2α−1) = 1, 所以 22α+1|[22α−2 + (−1)2α−1 + 3]. 显然这是不成立
的.

2) 若 β = 1, α ≥ 2, 则 SL(n) =max{2α, 3β} = 2α, 此时 SL(n2) = 22α. 由引理 2.5 可得

ϕ6(SL(n2)) = ϕ6(22α) =
22α−1 + (−1)2α

3
.

若 Z(n2) = ϕ6(SL(n2)) 成立, 由 Z(n) 的定义可得

22α| [
22α−1+(−1)2α

3
][2

2α−1+(−1)2α

3
+ 1]

2
,

即

22α+132|[22α−1 + 1][22α−1 + 4],

从而

22α+1|[22α−1 + 1][22α−1 + 4].

因为 (22α+1, 22α−1 + 1) = 1, 所以 22α+1|22α−1 + 4. 显然这是不成立的.

2. 设 n = 2α3β
s∏

i=1

pαi

i > 6, α, β, αi ≥ 0. pi 是不同的素数且 gcd(pi, 6) = 1.

1) pi ≡ 1(mod6). 由引理 2.4 可以得到

ϕ6(SL(n2)) = ϕ6(p2αs
s ) =

1
6
p2αs−1

s (ps − 1).

若 Z(n2) = ϕ6(SL(n2)) 成立, 由 Z(n) 的定义可得

22α32βp2α1
1 p2α2

2 . . . p2αs
s | [

1
6
p2αs−1

s (ps − 1)][1
6
p2αs−1

s (ps − 1) + 1]
2

,

即

22α+332β+2p2α1
1 p2α2

2 . . . p2αs
s |[p2αs−1

s (ps − 1)][p2αs−1
s (ps − 1) + 6].

特别的, 当 i = s 时

p2αs
s |[p2αs−1

s (ps − 1)][p2αs−1
s (ps − 1) + 6],

从而

ps|(ps − 1)[p2αs−1
s (ps − 1) + 6].

因为 gcd(ps, ps − 1) = 1, 所以 ps|[p2αs−1
s (ps − 1) + 6], 即 ps|(p2αs−1

s + 6). 当 αs = 1 时,
ps = 2 或 3, 与 ps ≡ 1(mod6) 矛盾. 当 αs > 1 时, ps - p2αs−1

s (ps − 1) + 6. 此时方程 (1.1) 无
解.

2) pi ≡ 5(mod6). 由引理 2.4 可以得到

ϕ6(SL(n2)) = ϕ6(p2αs
s ) =

1
6
p2αs−1

s (ps − 1) +
4 · (−1)αs

6
.

若 Z(n2) = ϕ6(SL(n2)) 成立, 由 Z(n) 的定义可得

22α32βp2α1
1 p2α2

2 . . . p2αs
s | [

1
6
p2αs−1

s (ps − 1) + 4·(−1)αs

6
][1

6
p2αs−1

s (ps − 1) + 4·(−1)αs

6
+ 1]

2
,
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即

22α+332β+2p2α1
1 p2α2

2 . . . p2αs
s |[p2αs−1

s (ps − 1) + 4 · (−1)αs ][p2αs−1
s (ps − 1) + 4 · (−1)αs + 6].

特别的, 当 i = s 时

p2αs
s |[p2αs−1

s (ps − 1) + 4 · (−1)αs ][p2αs−1
s (ps − 1) + 4 · (−1)αs + 6],

即

p2αs
s |[p2αs−1

s (ps − 1) + 4 · (−1)αs ], (3.1)

或

p2αs
s |[p2αs−1

s (ps − 1) + 4 · (−1)αs + 6], (3.2)

或存在 r(1 ≤ r ≤ αs), 使得
{

pr
s|[p2αs−1

s (ps − 1) + 4 · (−1)αs ];

pαs−r
s |[p2αs−1

s (ps − 1) + 4 · (−1)αs + 6].
(3.3)

对于 (3.1)式成立,若αs = 1,则有 ps = 1.若αs > 1,则 p2αs
s - p2αs−1

s (ps − 1) + 4 · (−1)αs .

对于 (3.2)式成立,若αs = 1,则有 ps = 1或 2.若αs > 1,则 p2αs
s - p2αs−1

s (ps − 1) + 4 · (−1)αs + 6.

因此 (3.3) 式也不成立. 此时方程 (1.1) 无解.
综上所述, 方程 Z(n2) = ϕ6(SL(n2)) 无正整数解.

4 结论

本文基于伪 Smarandache 函数, Smarandache LCM 函数以及广义 Euler 函数的基本性
质, 结合 ϕ6(n) 的准确计算公式, 研究了方程 Z(n2) = ϕ6(SL(n2)) 的可解性问题, 并得出
其没有正整数解. 关于广义 Euler 函数 ϕe(n)(e = 8, 12) 的公式也已得出, 因此后续可研究
Z(n2) = ϕe(SL(n2))(e = 8, 12) 的问题.
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SOLVABILITY OF A CLASS OF EQUATIONS CONTAINING

GENERALIZED EULER FUNCTIONS

NIU Jia-xing, GAO Li

(School of Mathematics and Computer Science, Yan’an University, Yan’an 716000, China)

Abstract: Pseudo Smarandache functions, Smarandache LCM and Euler functions are

important number theoretic functions. In this paper, the solvability of the number theoretic

functional equation Z(n2) = ϕe(SL(n2)) composed of these three classes of functions is studied.

By using the property of integral division and the method of congruence, the result that equation

has no positive integer solution at e = 6 is obtained. This paper generalizes the result of the

equation Z(n2) = ϕ6(SL(n2)) without positive integer solution.

Keywords: pseudo Smarandache function; Smarandache LCM function; generalized Euler

function
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