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分块对角算子矩阵在上三角扰动下的精细拟谱和固有拟谱
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摘要: 本文研究了对角分块算子矩阵在上三角有界扰动情形下的精细拟谱和固有拟谱的问题.

利用空间分解技巧和算子的扰动原理等方法, 将谱的结论推广到拟谱上, 获得了对角分块算子矩阵在

上三角有界扰动情形下的 ε- 单射性以及它的拟剩余谱与拟连续谱. 最后, 刻画了对角分块算子矩阵在

上三角有界扰动情形下的固有拟点谱、固有拟剩余谱和固有拟连续谱.
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1 引言

线性算子谱理论是算子理论的重要组成部分, 在许多应用实践中具有举足轻重的作用.
自伴算子的谱理论是量子力学的基础, 非自伴算子的谱理论在实际应用中扮演重要角色. 非
自伴算子的谱分析比自伴算子复杂, 比如在由非自伴算子决定的系统中, 当受迫振动频率的
值离算子谱远的时候就可能发生共振现象 [1]. 所以说, 对于非自伴算子, 仅仅用谱去刻画非
自伴系统是不科学的. 又由于线性算子谱对扰动的敏感性, 相关数值算法不能保证它的精确
性, 因此经典的谱分析在应用实践中出现很大的弊端. 为了克服这样的缺点, 后来人们提出了
拟谱的概念. 拟谱是谱的延伸与推广, 能够更好地刻画非正规系统的稳定性 [2–4] 以及分析非

正规性动力系统的瞬时状态 [3, 5]. 学者们已从不同角度对其进行了研究, 并得到较好的结论.
文献 [6, 7]研究了一些特殊算子的拟谱和线性算子的和、差与乘积之拟谱的保持问题. 文献
[8]研究了两个矩阵在一定条件下具有相同的拟谱. 文献 [9]讨论了矩阵的分数阶拟谱. 文献
[10]研究了 Banach空间中有界线性算子的本质拟谱和条件本质拟谱. 文献 [11, 12]剖析了分
块矩阵拟谱的上下界. 文献 [13]讨论了在一定条件下分块算子矩阵对角元的本质拟谱与其在
对角扰动下的本质拟谱之间的关系. 对于拟谱的更多结论, 请参阅 [14–16]及其引用文献.
分块算子矩阵是以 Hilbert空间或 Banach空间中线性算子为元素的特殊矩阵, 它广泛出

现于系统理论、非线性分析以及发展方程等领域, 在应用偏微分方程求解问题、弹性力学、流
体力学、量子力学等领域有重要应用.近二十年来, 许多文献主要集中于对 2× 2上三角算子
矩阵和 2 × 2算子矩阵的的可逆性与正则性以及它们的谱分析和谱补问题的研究, 均获得了
丰富的成果, 参见 [17–22] 和塞尔维亚学者 Dragana S. 最近出版的专著 [23]. 为了更好地了

∗收稿日期：2023-11-13 接收日期:2023-12-27

基金项目：国家自然科学基金 (11861048, 12261064) 资助; 内蒙古自然科学基金 (2021MS01004) 资助.

作者简介: 申润拴 (1982–),男,内蒙古乌兰察布,教师,主要研究方向:算子矩阵的谱理论

E-mail: 65240147@qq.com

通讯作者: 侯国林 (1980–),男,内蒙古扎兰屯,教授,主要研究方向:算子矩阵的谱理论

E-mail: smshgl@imu.edu.cn.



No.4 申润拴, 侯国林: 分块对角算子矩阵在上三角扰动下的精细拟谱和固有拟谱 359

解拟谱的特性, 文献 [24]对拟谱作了精细划分, 讨论了闭线性算子与其共轭算子的精细拟谱
之间的关系, 进而研究了 Hamilton算子的拟谱结构.在此基础上, 用对角元的拟谱刻画了整
体算子矩阵的拟谱分布. 文献 [25]对 2 × 2分块对角算子矩阵在对角有界扰动情形下的拟谱
作了精细描述, 同时也探讨了上三角有界扰动情形下的拟点谱分布.
本文在文献 [24, 25] 的基础上,提出了稠定闭线性算子的 ε- 单射, ε- 稠密以及固有拟谱、

固有拟点谱、固有拟剩余谱和固有拟连续谱的概念, 研究了分块对角算子矩阵在上三角有界
扰动情形下的 ε- 单射性, 同时也得到了分块对角算子矩阵在上三角有界扰动情形下的拟剩余
谱和拟连续谱. 最后, 给出了M0在上三角有界扰动情形下的固有拟点谱、固有拟剩余谱和固

有拟连续谱的描述.

2 预备知识

在下文中, 始终用X, Y 表示无穷维可分的复 Hilbert空间. 符号 B(X, Y ), C(X, Y ) 分别
表示从 X 到 Y 的有界线性算子全体构成的集合和从 X 到 Y 的稠定闭线性算子全体构成的

集合. 为了简便, 记 B(X) = B(X, X), C(X) = C(X, X).设 T 是X 中的稠定线性算子, 用 T ∗,
D(T ), N (T ), R(T ), R(T )和 R(T )⊥ 分别表示 T 的共轭算子、定义域、零子空间、值域、值

域的闭包和值域的正交补. 用 T |M表示 T 在空间M上的限制. 统一用 I 表示给定空间上的

单位算子. 若 T ∈ C(X), 我们用 σ(T ), ρ(T ), σp(T ), σr(T ) 和 σc(T ) 分别表示 T 的谱集、预

解集、点谱、剩余谱和连续谱.
下面给出稠定闭线性算子的拟谱、拟点谱、拟剩余谱与拟连续谱定义.
定义 2.1 (参见 [3]) 令 T ∈ C(X). 对于任意的 ε > 0,算子 T 的拟谱 σε(T )定义如下:

σε(T ) = σ(T ) ∪ {λ ∈ ρ(T ) : ‖(T − λI)−1‖ >
1
ε
}.

利用扰动原理, 等价地可得到 [2],

σε(T ) =
⋃

E∈B(X)
‖E‖<ε

σ(T + E) = {λ ∈ C :存在 E ∈ B(X), ‖E‖ < ε, 使得 λ ∈ σ(T + E)}.

定义 2.2 (参见 [24]) 令 T ∈ C(X). 对于任意的 ε > 0, 定义

σε,p(T ) : =
⋃

E∈B(X)
‖E‖<ε

σp(T + E) = {λ ∈ C :存在 E ∈ B(X), ‖E‖ < ε, 使得 λ ∈ σp(T + E)};

σε,r(T ) : =
⋃

E∈B(X)
‖E‖<ε

σr(T + E) = {λ ∈ C :存在 E ∈ B(X), ‖E‖ < ε, 使得 λ ∈ σr(T + E)};

σε,c(T ) : =
⋃

E∈B(X)
‖E‖<ε

σc(T + E) = {λ ∈ C :存在 E ∈ B(X), ‖E‖ < ε, 使得 λ ∈ σc(T + E)},

称 σε,p(T ), σε,r(T ) 和 σε,c(T ) 分别为 T 的拟点谱、拟剩余谱和拟连续谱.
注 2.1 容易看出

σ(T ) ⊆ σε(T ), σα(T ) ⊆ σε,α(T ), α ∈ {p, r, c},
σε(T ) = σε,p(T ) ∪ σε,r(T ) ∪ σε,c(T ).
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当 ε → 0时, 拟点谱、拟剩余谱和拟连续谱分别退化为点谱、剩余谱和连续谱; 但对较大的正
数 ε, 拟点谱、拟剩余谱、拟连续谱之间可能是有交集的 (参见 [24]).
定义 2.3 (参见 [25]) 设 T ∈ C(X) 且 ε > 0. 定义 T 的 ε- 零子空间 Nε(T ) 和 ε- 值域

Rε(T ) 分别为:

Nε(T ) =
⋃

E∈B(X)
‖E‖<ε

N (T + E) = {x ∈ D(T ) : 使得 (T + E)x = 0, 其中 E ∈ B(X), ‖E‖ < ε};

Rε(T ) =
⋃

E∈B(X)
‖E‖<ε

R(T + E) = {(T + E)x : x ∈ D(T ), 其中 E ∈ B(X)且 ‖E‖ < ε}.

并称 αε(T ) = dimNε(T )为 T 的 ε- 零度, βε(T ) = dimRε(T )⊥为 T 的 ε- 余维数.
定义 2.4 设 T ∈ C(X)且 ε > 0.如果存在 E ∈ B(X), ‖E‖ < ε使得 T + E 是单射,则称

线性算子 T 是 ε- 单射,如果R(T + E) = X,那么称线性算子 T 是 ε- 稠密.
定义 2.5 令 T ∈ C(X). 对于任意给定的 ε > 0, 定义

σI
ε(T ) : =

⋂

E∈B(X)
‖E‖<ε

σ(T + E)

= {λ ∈ C :对于所有的 E ∈ B(X), ‖E‖ < ε, 都有 λ ∈ σ(T + E)},
σI

ε,p(T ) : =
⋂

E∈B(X)
‖E‖<ε

σp(T + E)

= {λ ∈ C :对于所有的 E ∈ B(X), ‖E‖ < ε, 都有 λ ∈ σp(T + E)};
σI

ε,r(T ) : =
⋂

E∈B(X)
‖E‖<ε

σr(T + E)

= {λ ∈ C :对于所有的 E ∈ B(X), ‖E‖ < ε, 都有 λ ∈ σr(T + E)};
σI

ε,c(T ) : =
⋂

E∈B(X)
‖E‖<ε

σc(T + E)

= {λ ∈ C :对于所有的 E ∈ B(X), ‖E‖ < ε, 都有 λ ∈ σc(T + E)},

称 σI
ε(T ), σI

ε,p(T ), σI
ε,r(T ) 和 σI

ε,c(T ) 分别为 T 的固有拟谱、固有拟点谱、固有拟剩余谱和固

有拟连续谱.
注 2.2 易知

σI
ε(T ) ⊆ σ(T ), σI

ε,∗(T ) ⊆ σ∗(T ), ∗ ∈ {p, r, c}.

本文后续结果显示:对于给定的 ε > 0,上述包含关系是严格的.
设 A ∈ C(X), B ∈ C(Y ),下文中我们始终用

M0 =

(
A 0
0 B

)



No.4 申润拴, 侯国林: 分块对角算子矩阵在上三角扰动下的精细拟谱和固有拟谱 361

表示 2× 2对角分块算子矩阵. 同时我们考虑扰动算子为上三角有界扰动情形, 即

E =

(
E11 E12

0 E22

)
∈ B(X ⊕ Y ),

其中E11 ∈ B(X), E12 ∈ B(Y, X), E22 ∈ B(Y ), ‖Eij‖ < ε, i, j = 1, 2且 ‖E‖ = max
i,j=1,2

{‖Eij‖} <

ε.并分别用 σT
ε,∗(M0), σIT

ε,∗(M0)(∗ ∈ {p, r, c})表示M0 在上三角有界扰动情形下的精细拟谱

和固有精细拟谱.

3 主要结论及其证明

3.1 M0 在上三角有界扰动情形下的精细拟谱

在本部分中, 首先我们讨论了M0在上三角有界扰动情形下的 ε- 单射性, 在此基础上, 刻
画了M0的拟剩余谱与拟连续谱分布.
在下文, 取常数 γ 满足 0 < γ < ε,并且 γJ 表示有界线性算子 J 的数乘.为了表述方便,

记

∆0 = {λ ∈ C : αε(B − λI) > βε(A− λI)};
∆1 = {λ ∈ C : 1 ≤ αε(B − λI) = βε(A− λI)};
∆2 = {λ ∈ C : 0 < αε(B − λI) < βε(A− λI)}.

引理 3.1.1 [25] 若M0是 2× 2对角分块算子矩阵,则

σT
ε,p(M0) = σε,p(A) ∪∆0 ∪∆1 ∪∆2.

引理 3.1.2 [26] 设 T ∈ B(X, Y ), R(T )不闭,那么存在无穷维子空间 X0 ⊆ R(T )使得
X0 ∩R(T ) = {0}.
定理 3.1.3 设 ε > 0,算子M0是 ε- 单射的充要条件 A是 ε- 单射且满足如下条件之一:

(1) Rε(A)闭的且 αε(B) ≤ βε(A);

(2) Rε(A)不闭.

证 (充分性.)设 A是 ε- 单射, 则存在算子 E11 ∈ B(X), ‖E11‖ < ε使得 A + E11是单射.
如果 Rε(A)闭且 αε(B) ≤ βε(A),那么定义一下方有界算子 J : Nε(B) → Rε(A)⊥, ‖J‖ = 1.

令

E12 =

(
γJ 0
0 0

)
:

(
Nε(B)
Nε(B)⊥

)
→

(
Rε(A)⊥

Rε(A)

)
. (3.1)

如前所述 γ 表示一常数且 0 < γ < ε.显然, ‖E12‖ = ‖γJ‖ < ε.取

E =

(
E11 E12

0 E22

)
∈ B(X ⊕ Y ), ‖E‖ = max

i,j
{‖Eij‖} < ε, (3.2)
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其中 E22 ∈ B(Y ), ‖E22‖ < ε.

设

(
x

y

)
∈ D(M0 + E),令

(M0 + E)

(
x

y

)
=

(
A + E11 E12

0 B + E22

)(
x

y

)

=

(
(A + E11)x + E12y

(B + E22)y

)

= 0. (3.3)

可以得到

y ∈ N (B + E22) ⊆ Nε(B)且 (A + E11)x = −E12y. (3.4)

进而,有
(A + E11)x = −γJy = 0. (3.5)

结合 J 的定义得到 y = 0.又因为 A + E11是单射,所以 x = 0.这表明M0 + E是单射. 即M0

是 ε- 单射.
如果 Rε(A)不闭, 那么有 βε(A) = ∞.于是, 根据引理 3.1.2知, 必存在闭子空间 X0 ⊂

Rε(A)满足 X0 ∩Rε(A) = {0}.现定义一下方有界算子

E
(1)
12 : Nε(B) → Rε(A) (3.6)

使得R(E(1)
12 ) ⊆ X0. 令

E12 =

(
E

(2)
12 E

(3)
12

E
(1)
12 E

(4)
12

)
:

(
Nε(B)
Nε(B)⊥

)
→

(
Rε(A)⊥

Rε(A)

)
. (3.7)

这里 E
(i)
12 ∈ B(Y, X)且 ‖E(i)

12 ‖ < ε.

根据 E
(1)
12 定义,有

N (E(2)
12 ) ∩N (E(1)

12 ) = {0}且R(E(1)
12 ) ∩Rε(A) = {0}, (3.8)

从而 E12|Nε(B)是单射且

R(E12 |Nε(B)) ∩Rε(A) = {0}. (3.9)

又由于 A是 ε- 单射, 故存在算子 E11 ∈ B(X), ‖E11‖ < ε使得 A + E11是单射.取

E =

(
E11 E12

0 E22

)
∈ B(X ⊕ Y ), ‖E‖ = max

i,j
{‖Eij‖} < ε,

其中 E22 ∈ B(Y ), ‖E22‖ < ε.

设

(
x1

y1

)
∈ D(M0 + E),令 (M0 + E)

(
x1

y1

)
= 0.如同等式 3.3− 3.5,易得M0 是 ε-

单射.
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(必要性.)假设算子M0是 ε- 单射, 则存在

E =

(
E11 E12

0 E22

)
∈ B(X ⊕ Y ), ‖E‖ = max

i,j
{‖Eij‖} < ε,

使得算子M0 + E 是单射, 这表明 A是 ε- 单射且 N (E12) ∩N (B + E22) = {0}. 进而,

E12(N (B + E22)) ∩R(A + E11) = {0}. (3.10)

如果Rε(A)不闭, 则结论自然成立. 以下讨论Rε(A)为闭的情形, 考虑 E12的下述分解:

E12 =

(
E

(2)
12 E

(3)
12

E
(1)
12 E

(4)
12

)
:

(
Nε(B)
Nε(B)⊥

)
→

(
Rε(A)⊥

Rε(A)

)
, (3.11)

由

E12(N (B + E22)) ∩R(A + E11) = {0},
得 N (E(2)

12 ) ⊆ N (E(1)
12 ). 又由 E12|N (B+E22) 是单射, 故 N (E(2)

12 ) ∩ N (E(1)
12 ) = {0}. 从而

N (E(2)
12 ) = {0}.进一步推出, 算子 E

(2)
12 是单射. 从而, αε(B) ≤ βε(A).

通过对定理 3.1.3的逆否命题的分析, 得到如下推论.
推论 3.1.4 设 ε > 0,则有

σIT
ε,p(M0) = σI

ε,p(A) ∪ {λ ∈ C : αε(B − λI) > βε(A− λI)}. (3.12)

接下来, 我们来讨论上三角有界扰动情形下的拟剩余谱.
为了表述的方便, 在下文记

∆3 = {λ ∈ C : αε(A∗ − λI) > βε(B∗ − λI)};
∆4 = {λ ∈ C : 1 ≤ αε(A∗ − λI) = βε(B∗ − λI)};
∆5 = {λ ∈ C : 0 < αε(A∗ − λI) < βε(B∗ − λI)}.

定理 3.1.5 设 λ ∈ C, λ ∈ σT
ε,r(M0)的充要条件为 A− λI 是 ε- 单射且满足以下条件之

一:

(1) Rε(A− λI)是闭的, αε(B − λI) ≤ βε(A− λI)且 {λ : λ ∈ σε,p(B∗) ∪∆3 ∪∆4 ∪∆5};

(2) Rε(A− λI)不闭且 {λ : λ ∈ σε,p(B∗) ∪∆3 ∪∆4 ∪∆5.}.

证 假设 λ ∈ σT
ε,r(M0),那么存在

E =

(
E11 E12

0 E22

)
∈ B(X ⊕ Y ), ‖E‖ = max

i,j
{‖Eij‖} < ε,

使得算子M0 + E − λI 是单射且 R(M0 + E − λI) 6= X ⊕ Y.这样, 我们根据定理 3.1.3得,
算子 M0 + E − λI 是 ε- 单射的充要条件为算子 A − λI 是 ε- 单射且满足以下条件之一:
Rε(A− λI)是闭的且 αε(B − λI) ≤ βε(A− λI)或Rε(A− λI)不闭.
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另一方面, 由 R(M0 + E − λI) 6= X ⊕ Y 知,N (M∗
0 + E∗ − λI) 6= {0}.故 λ ∈ σT

ε,p(M
∗
0 ).

根据引理 3.1.1得,
λ ∈ σε,p(B∗) ∪∆3 ∪∆4 ∪∆5. (3.13)

综上所述,有 λ ∈ σT
ε,r(M0)的充要条件为 A− λI 是 ε- 单射且满足以下条件之一:

(1) Rε(A− λI)是闭的, αε(B − λI) ≤ βε(A− λI)且 {λ : λ ∈ σε,p(B∗) ∪∆3 ∪∆4 ∪∆5.};

(2) Rε(A− λI)不闭且 {λ : λ ∈ σε,p(B∗) ∪∆3 ∪∆4 ∪∆5.}.

根据上述已有结论和方法, 下面将研究上三角有界扰动情形下的拟连续谱.
定理 3.1.6 设 λ ∈ C, λ ∈ σT

ε,c(M0)\σε,δ(A)的充要条件为 A− λI 是 ε- 单射, B − λI 是

ε- 稠密, λ ∈ σε,δ(B)且满足以下四种情形之一:

(1) Rε(A− λI)闭,Rε(B− λI)闭, αε(B− λI) ≤ βε(A− λI), αε(A∗− λI) ≤ βε(B∗− λI);

(2) Rε(A− λI)闭,Rε(B − λI)不闭, αε(B − λI) ≤ βε(A− λI);

(3) Rε(A− λI)不闭,Rε(B − λI)闭, αε(A∗ − λI) ≤ βε(B∗ − λI);

(4) Rε(A− λI)不闭,Rε(B − λI)不闭.

证 设 λ ∈ σT
ε,c(M0), 那么存在算子 E =

(
E11 E12

0 E22

)
∈ B(X ⊕ Y ), ‖E‖ =

max
i,j
{‖Eij‖} < ε,使得N (M0+E−λI) = {0}, R(M0 + E − λI) = X⊕Y 且R(M0+E−λI) 6=

X ⊕ Y.首先根据定理 3.1.3知: 算子M0 + E − λI 是单射的充要条件, 算子 A− λI 是 ε- 单射
且满足以下条件之一:

(i) Rε(A− λI)是闭的且 αε(B − λI) ≤ βε(A− λI);

(ii) Rε(A− λI)不闭.

其次, R(M0 + E − λI) = X ⊕ Y 意味着 N (M∗
0 + E∗ − λI) = {0},这表明M∗

0 − λI 是

ε- 单射. 根据定理 3.1.3得, 算子 B∗ − λI 是 ε- 单射且满足以下条件之一:

(a) Rε(B∗ − λI)是闭的且 αε(A∗ − λI) ≤ βε(B∗ − λI);

(b) Rε(B∗ − λI)不闭.

然而, 由 B∗ − λI 是 ε- 单射, 得 B − λI 是 ε- 稠密.
由R(M0 + E − λI) 6= X ⊕ Y , λ 6∈ σε,δ(A)知,R(B + E22 − λI) 6= Y.因此 λ ∈ σε,δ(B).
综上所述, λ ∈ σT

ε,c(M0)\σε,δ(A) 的充要条件为 A − λI 是 ε- 单射, B − λI 是 ε- 稠密,
λ ∈ σε,δ(B)且以下四种情形之一成立:

(1) Rε(A− λI)闭,Rε(B− λI)闭, αε(B− λI) ≤ βε(A− λI), αε(A∗− λI) ≤ βε(B∗− λI);

(2) Rε(A− λI)闭,Rε(B − λI)不闭, αε(B − λI) ≤ βε(A− λI);
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(3) Rε(A− λI)不闭,Rε(B − λI)闭, αε(A∗ − λI) ≤ βε(B∗ − λI);

(4) Rε(A− λI)不闭,Rε(B − λI)不闭.

3.2 M0 在上三角有界扰动情形下的固有精细拟谱

定理 3.2.1 设 ε > 0, 则有

σIT
ε,r(M0) = (σI

ε,r(B) \ σε,p(A)) ∪ {λ : λ ∈ Γ}\(σε,p(A) ∪ σε,p(B)). (3.14)

在这里, Γ = {λ : dim(
⋂

E11∈B(X)
‖E11‖<ε

R(A + E11 − λI))⊥ > 0}.

证 假设 λ ∈ σIT
ε,r(M0),那么对于所有的

E =

(
E11 E12

0 E22

)
∈ B(X ⊕ Y ), ‖E‖ = max

i,j
{‖Eij‖} < ε,

算子M0 + E − λI 是单射且 R(M0 + E − λI) 6= X ⊕ Y.算子 M0 + E − λI 是单射等价于

λ 6∈ σT
ε,p(M0).从而, 我们根据引理 3.1.1可得 λ 6∈ σε,p(A) ∪∆0 ∪∆1 ∪∆2.经进一步分析得

λ 6∈ σε,p(A) ∪ σε,p(B).而由R(M0 + E − λI) 6= X ⊕ Y 知, N (M∗
0 + E∗ − λI) 6= {0},即

λ ∈ σIT
ε,p(M

∗
0 ).

根据推论 3.1.4知,

λ ∈ σI
ε,p(B

∗) ∪ {λ ∈ C : αε(A∗ − λI) > βε(B∗ − λI)}. (3.15)

由 λ ∈ σI
ε,p(B

∗)可得, N (B∗ + E∗
22 − λI) 6= {0}.从而, 有R(B + E22 − λI) 6= X.由于

αε(A∗ − λI) = dim(
⋃

E11∈B(X)
‖E11‖<ε

N (A∗ + E∗
11 − λI))

= dim(
⋃

E11∈B(X)
‖E11‖<ε

R(A + E11 − λI)
⊥
)

= dim(
⋂

E11∈B(X)
‖E11‖<ε

R(A + E11 − λI))⊥, (3.16)

βε(B∗ − λI) = dim(
⋃

E22∈B(Y )
‖E22‖<ε

R(B∗ + E∗
22 − λI))⊥

= dim(
⋂

E22∈B(Y )
‖E22‖<ε

R(B∗ + E∗
22 − λI)⊥)

= dim(
⋂

E22∈B(Y )
‖E22‖<ε

N (B + E22 − λI)). (3.17)
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故当 λ 6∈ σε,p(A) ∪ σε,p(B)时,

{λ : dim(
⋂

E11∈B(X)
‖E11‖<ε

R(A + E11 − λI))⊥ > βε(B∗ − λI)} (3.18)

等价于

{λ : dim(
⋂

E11∈B(X)
‖E11‖<ε

R(A + E11 − λI))⊥ > 0}. (3.19)

综上所述, 我们有

σIT
ε,r(M0) = (σI

ε,r(B) \ σε,p(A)) ∪ {λ : λ ∈ Γ}\(σε,p(A) ∪ σε,p(B)).

定理 3.2.2 设 ε > 0, 则

σIT
ε,c(M0) = (σI

ε,c(A) ∩ σI
ε,c(B)) ∪ (σI

ε,c(A) ∩ ρε(B)) ∪ (σI
ε,c(B) ∩ ρε(A)). (3.20)

证 设 λ ∈ σIT
ε,c(M0), 那么对于所有的算子 E =

(
E11 E12

0 E22

)
∈ B(X ⊕ Y ), ‖E‖ =

max
i,j
{‖Eij‖} < ε,使得N (M0+E−λI) = {0}, R(M0 + E − λI) = X⊕Y 且R(M0+E−λI) 6=

X ⊕ Y.这样, 由 N (M0 + E − λI) = {0}得, λ 6∈ σT
ε,p(M0).即

λ 6∈ σε,p(A) ∪∆0 ∪∆1 ∪∆2.

这进一步说明了 λ 6∈ σε,p(A) ∪ σε,p(B). 故对于所有的 E11 ∈ B(X), E22 ∈ B(Y ),有

N (A + E11 − λI) = {0}且 N (B + E22 − λI) = {0}.

其次, 由R(M0 + E − λI) = X ⊕ Y 知 N (M∗
0 + E∗ − λI) = {0}. 从而有 λ 6∈ σT

ε,p(M
∗
0 ).即

λ 6∈ σε,p(B∗) ∪∆3 ∪∆4 ∪∆5.

进而表明 λ 6∈ σε,p(A∗) ∪ σε,p(B∗). 因此对于所有的 E11 ∈ B(X), E22 ∈ B(Y ),有

R(A + E11 − λI) = X 且R(B + E22 − λI) = Y.

最后由R(M0 + E − λI) 6= X ⊕ Y 可知,对于对应的 E11 ∈ B(X), E22 ∈ B(Y ),

R(A + E11 − λI) 6= X 或R(B + E22 − λI) 6= Y.

假设上述情形不成立,那么我们就得到存在E11 ∈ B(X), E22 ∈ B(Y )使得R(A+E11−λI) =
X 且 R(B + E22 − λI) = Y. 这样,显然有R(M0 + E − λI) = X ⊕ Y 成立. 这与已知是矛盾
的.
综上所述, 得

σIT
ε,c(M0) = (σI

ε,c(A) ∩ σI
ε,c(B)) ∪ (σI

ε,c(A) ∩ ρε(B)) ∪ (σI
ε,c(B) ∩ ρε(A)).
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注 3.1 通过以上研究, 我们不难发现:

σIT
ε,∗(M0) ⊆ σ∗(M0), ∗ ∈ {p, r, c}. (3.21)

经简单分析,上述包含关系是严格的,这进一步印证了注 2.2的断言. 另外, ε → 0时, σIT
ε,∗(M0)

退化为 σ∗(M0),这说明结果是合理的.设MC =

(
A C

0 B

)
表示 2× 2上三角分块算子矩阵,

文献 [18]给出了
⋂

C∈B(Y,X)

σ∗(MC)的描述,这为本文结果的证明提供了思路.经进一步分析,

我们有如下结论: ⋂

C∈B(Y,X)

σ∗(MC) ⊆ σIT
ε,∗(M0), ∗ ∈ {p, r, c}. (3.22)
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THE METICULOUS PSEUDO-SPECTRA AND INTRINSIC

PSEUDO-SPECTRA FOR 2× 2 DIAGONAL BLOCK OPERATOR

MATRICES UNDER THE BOUNDED PERTURBATION OF

UPPER-TRIANGULAR OPERATOR MATRICES

SHEN Run-shuan, HOU Guo-lin

(School of Mathematical Sciences, Inner Mongolia University, Hohhot 010021, China)

Abstract: In this paper, we study the problem of meticulous pseudo-spectra and intrinsic

pseudo-spectra for the diagonal block operator matrices under the bounded perturbation of

upper-triangular operator matrices. By means of space decomposition technique and perturba-

tion principle of operators, we extend the spectral result to pseudo-spectrum and obtain the

ε-injectivity and its pseudo-residual spectrum and pseudo-continuous spectrum for the diagonal

block operator matrices with the bounded perturbation of upper-triangular operator matrices.

Finally, the intrinsic pseudo-point spectrum, intrinsic pseudo-residual spectrum and intrinsic

pseudo-continuous spectrum for the diagonal block operator matrices in the case of the bounded

perturbation of upper-triangular operator matrices are described.

Keywords: operator matrices; pseudo-point spectrum; pseudo-residual spectrum; pseudo-

continuous spectrum; innate pseudo-spectrum
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