
Vol. 44 ( 2024 )
No. 4

数 学 杂 志
J. of Math. (PRC)

关于二阶 Fermat 型常微分方程的整函数解
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摘要: 本文研究了二阶 Fermat型常微分方程 (a1f + b1f
′+ c1f

′′)2 +(a2f + b2f
′+ c2f

′′)2 = γ

的整函数解的问题, 其中 γ 是 C 上的整函数. 利用 Nevanlinna 值分布理论的方法, 获得了方程存在

整函数解的充要条件, 并且给出了解的表达形式.
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1 引言

1637 年, 法国数学家 Pierre de Fermat 提出了一个猜想: 对于不小于 3 的正整数 n, 关于
x, y, z 的方程 xn + yn = zn 没有正整数解. 直到三百多年后, 英国数学家 Andrew Wiles 证
明了该猜想, 该猜想即为著名的 Fermat 大定理.
类似地, 我们把形如

fm + gn = 1(m,n ∈ N+) (1.1)

的关于 f, g 的函数方程称为 Fermat 型函数方程. Montel [1] 与 Cartan [2] 分别证明了: 当

m = n > 3 以及更一般地, 当
1
m

+
1
n

< 1 时, 复平面上的函数方程 (1.1) 的整函数解必定为

常数. Iyer [3] 则对m = n = 2 的情形进行了研究, 并证明了
定理 1.1 [3] 复平面上的函数方程 f2+g2 = 1的整函数解必然形如 f(z) = cos h(z), g(z) =

sinh(z), 其中 h(z) 是复平面上的任意整函数; 并且不存在其他形式的整函数解.
随着 Nevanlinna 值分布理论的发展, 对复微分方程的研究也有了新的进展. 2004 年,

Yang 和 Li [4] 对 (1.1) 中的 g =
r∑

k=0

akf
(k)(ar 6= 0),m = n = 2 的情形进行了研究, 并得出

定理 1.2 [4] 若 L(f) =
r∑

k=0

akf
(k)(a1, a2, · · · , ar ∈ C, ar 6= 0), 则复平面上关于 f 的函数

方程 f2 + L2(f) = 1 的超越整函数解为 f(z) =
1
2

(
peλz +

1
p
e−λz

)
, 其中 p ∈ C 为非零常数,

而 λ 满足
r∑

k=0

akλ
k = −i,

r∑
k=0

ak(−λ)k = i.

随后, 各种不同类型的 Fermat 型常微分方程被深入研究, Tang 和 Liao [5] 研究了形如

f2 + P 2(f (k))2 = Q 的常微分方程, 得到了
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定理 1.3 [5] 若 P (z), Q(z) 都是非零多项式, f(z) 是微分方程 f2 + P 2(f (k))2 = Q 的

超越亚纯函数解, 那么 P (z) ≡ A,Q(z) ≡ B, k = 2n + 1 对某些非负整数 n 成立, 并且
f(z) = b cos(az + c), 其中 A,B, a, b, c 都是常数并且满足 Aak = ±1, b2 = B.

2015 年, Liu 和 Dong [6] 将 (1.1) 中的 f 和 g 分别替换为 af + bf ′ 和 cf + df ′′, 考虑了
形如 (af + bf ′)2 + (cf + df ′′)2 = 1 的二阶 Fermat 型常微分方程, 并且证明了
定理 1.4 [6] 若 f(z) 为微分方程 (af + bf ′)2 + (cf + df ′′)2 = 1 的超越亚纯函数解, 则

f(z) 必定是以下情形之一:

(1) 若 a = c = 0, b, d 6= 0, 则 f(z) =
id
b2

sinh(
ib
d

z −A) + B, 其中 A,B ∈ C 是常数;

(2) 若 a, b, c, d 6= 0,
c

a
= i

(
1− e2p

1 + e2p

)
, 则 f(z) = De−

a
b z +

ep + e−p

2a
, 其中 p ∈ C 是常数,

D ∈ C 是非零常数;

(3) 若 a = 0, b, c 6= 0, 则 f(z) =
ib + d

bc
sinh

( c

ib + d
z −A

)
+ B, 其中 d +

cd

bd + ib2
=

0, A, B ∈ C 是常数.
2017 年, Han 和 L ü [7] 则将 (1.1) 中的 g 和 1 分别替换为 f ′ 和 eαz+β, 得出了微分方程

fn + (f ′)n = eαz+β 的亚纯函数解.
定理 1.5 [7] 微分方程 fn + (f ′)n = eαz+β 的亚纯函数解 f 必定是整函数, 并且以下断

言成立.

(1)当 n = 1时,若α 6= −1,则 f(z) =
eαz+β

α + 1
+ae−z,若α = −1,则 f(z) = ze−z+β+ae−z.

(2) 当 n = 2 时, 有 f(z) = de
αz+β

2 , 或着对于 α = 0, 有 f(z) = e
β
2 sin(z + b).

(3) 当 n > 3 时, 有 f(z) = de
αz+β

n .

其中 α, β, a, b, c ∈ C 并且对 n > 1 有 dn
(
1 +

(α

n

)n)
= 1.

2021年, Luo, Xu以及Hu [8] 则研究了带有交叉项的常微分方程 f2 +2αff ′+(f ′)2 = eg,
得到了

定理 1.6 [8] 设 α2 6= 0, 1, g(z) 是一个多项式, 若微分方程 f2 + 2αff ′ + (f ′)2 = eg 存在

有穷级超越整函数解, 那么 g(z) 必定是 g(z) = az + b 的形式, 其中 a, b ∈ C.
同时,对 Fermat型的复偏微分方程的研究也得出了大量结果. Li [9,10] 对形如 u2

z1
+u2

z2
=

eg 和 u2
z1

+ u2
z2

= p 的两类复偏微分方程 (其中 g 和 p 都是 C2 上的多项式函数) 的整函数解
进行了研究, 并得出了相关结果.

2 主要结果

本文主要研究二阶 Fermat 型常微分方程

(a1f + b1f
′ + c1f

′′)2 + (a2f + b2f
′ + c2f

′′)2 = γ (2.1)

的整函数解, 其中 a1, a2, b1, b2, c1, c2 ∈ C, γ 为定义在 C 上的整函数. 分别记

D =

(
a1 b1 c1

a2 b2 c2

)
, Dab =

∣∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ , Dbc =

∣∣∣∣∣
b1 c1

b2 c2

∣∣∣∣∣ , Dca =

∣∣∣∣∣
c1 a1

c2 a2

∣∣∣∣∣ ,

再记常数M 满足Dca = MDbc. 如果 rankD = 1,那么 a1, b1, c1 与 a2, b2, c2 对应成比例,这样
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方程 (2.1) 就是一个平凡的二阶常系数线性常微分方程. 如果 rankD = 2, 那么 Dab, Dbc, Dca

中至少有一个不等于 0. 首先考虑方程 (2.2) 中的 Dbc 6= 0 的情形.

2.1 方程 (2.2) 中的 Dbc 6= 0

对于整函数 γ, 我们主要考虑指数函数和多项式函数两种情形, 一是 γ = eg 且 g 是定义

在 C 上的多项式函数; 二是 γ = p 且 p 是定义在 C 上不恒为 0 的多项式函数. 我们有如下
结论:
定理 2.1 设 a1, a2, b1, b2, c1, c2 ∈ C, 并且 Dbc 6= 0, D2

ca = DabDbc, 而 g(z) 是定义在 C
上的多项式函数, 那么关于 f(z) 的方程

(a1f + b1f
′ + c1f

′′)2 + (a2f + b2f
′ + c2f

′′)2 = eg (2.2)

存在整函数解的充要条件是: g(z) = Az + B, 其中 A,B 都是C中的常数, 并且满足
(i)

b2
1 + b2

2 + 2(b1c1 + b2c2)
(

M +
A

2

)
+ (c2

1 + c2
2)

(
M +

A

2

)2

6= 0. (2.3)

此时方程 (2.2) 的整函数解形如

f(z) = r1eMz +
eMz+ B

2√
b2
1 + b2

2 + 2(b1c1 + b2c2)
(
M + A

2

)
+ (c2

1 + c2
2)

(
M + A

2

)2

∫ z

0

e(
A
2 −M)tdt,

其中 r1 是C中的任意常数.
或者 (ii)

c2
1 + c2

2 6= 0,

b1c1 + b2c2

c2
1 + c2

2

+ M +
A

2
= 0. (2.4)

此时方程 (2.2) 的整函数解形如

f(z) = r2eMz + eMz+ B
2

∫ z

0

c2 cos h(t)− c1 sinh(t)
Dbc

e(
A
2 −M)tdt,

其中 h(z) = − Dbc

c2
1 + c2

2

z + µ1, 而 r2, µ1 都是C中的任意常数.

在此定理中取 A = 0, B = log C, 其中 C 是C中的非零常数, 显然可以得出
推论 2.1 设 a1, a2, b1, b2, c1, c2 ∈ C, 并且 Dbc 6= 0, D2

ca = DabDbc, 而 C 是 C 中的非零
常数, 那么关于 f(z) 的方程

(a1f + b1f
′ + c1f

′′)2 + (a2f + b2f
′ + c2f

′′)2 = C (2.5)

存在整函数解的充要条件是:
(i)

b2
1 + b2

2 + 2(b1c1 + b2c2)M + (c2
1 + c2

2)M
2 6= 0.
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此时方程 (2.5) 的整函数解形如

f(z) = r1eMz +

√
CeMz

√
b2
1 + b2

2 + 2(b1c1 + b2c2)M + (c2
1 + c2

2)M2

∫ z

0

e−Mtdt,

其中 r1 是C中的任意常数.
或者 (ii)

c2
1 + c2

2 6= 0, b1c1 + b2c2 + (c2
1 + c2

2)M = 0.

此时方程 (2.5) 的整函数解形如

f(z) = r2eMz +

√
C

Dbc

eMz

∫ z

0

(c2 cos h(t)− c1 sinh(t))e−Mtdt,

其中 h(z) = − Dbc

c2
1 + c2

2

z + µ1, 而 r2, µ1 都是C中的任意常数.

定理 2.2 设 a1, a2, b1, b2, c1, c2 ∈ C, 并且 Dbc 6= 0, D2
ca = DabDbc, 而 p(z) 是定义在 C

上不恒为 0 的多项式函数, 那么关于 f(z) 的方程

(a1f + b1f
′ + c1f

′′)2 + (a2f + b2f
′ + c2f

′′)2 = p (2.6)

存在整函数解的充要条件是:
(i)

a1 = a2 = 0,

并且存在C中的非零常数 l 以及 p 的因式 u 和 v, 满足 p = uv, 以及

l2(b2 + ib1)u + (b2 − ib1)v + l2(c2 + ic1)u′ + (c2 − ic1)v′ = 0. (2.7)

此时方程 (2.6) 的整函数解形如

f(z) = r3 +
∫ z

0

l2(c2 + ic1)u(t) + (c2 − ic1)v(t)
2lDbc

dt,

其中 r3 是C中的任意常数.
或者 (ii)

b2
1 + b2

2 + 2(b1c1 + b2c2)M + (c2
1 + c2

2)M
2 6= 0,

b1c1 + b2c2 + (c2
1 + c2

2)M = 0,
(2.8)

并且 p 是C中的非零常数, 此时方程 (2.6) 的整函数解形如

f(z) = r4eMz +
√

peMz

√
b2
1 + b2

2 + 2(b1c1 + b2c2)M + (c2
1 + c2

2)M2

∫ z

0

e−Mtdt,

其中 r4 是C中的任意常数.
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或者 (iii)
c2
1 + c2

2 6= 0,

b1c1 + b2c2 + (c2
1 + c2

2)M = 0,
(2.9)

并且 p 是C中的非零常数, 此时方程 (2.6) 的整函数解形如

f(z) = r5eMz +
√

p

Dbc

eMz

∫ z

0

(c2 cos h(t)− c1 sinh(t))e−Mtdt,

其中 h(z) = − Dbc

c2
1 + c2

2

z + µ1, 而 r5, µ1 都是C中的任意常数.

根据该定理显然可以得出

推论 2.2 设 a1, a2, b1, b2, c1, c2 ∈ C, 并且 |a1|+ |a2| 6= 0, Dbc 6= 0, D2
ca = DabDbc, 而 p(z)

是定义在 C 上不恒为 0 的多项式函数, 如果关于 f(z) 的方程 (2.6) 存在整函数解, 那么 p(z)
是C上的非零常数.
然后是方程 (2.2) 中的 Dbc = 0 的情形.

2.2 方程 (2.2) 中的 Dbc = 0

如果 Dbc = 0, D2
ca = DabDbc, 那么 Dca = 0, 从而 c1 = c2 = 0, Dab 6= 0. 设 F (z) =∫ z

0
f(t)dt, 那么

(a1f + b1f
′)2 + (a2f + b2f

′)2 = (0 · F + a1F
′ + b1F

′′)2 + (0 · F + a2F
′ + b2F

′′)2 = γ,

其中 γ = eg 或 p, 并且 g 是定义在 C 上的多项式函数, p 是定义在 C 上不恒为 0 的多项式
函数. 对于关于 F (z) 的方程

(0 · F + a1F
′ + b1F

′′)2 + (0 · F + a2F
′ + b2F

′′)2 = γ, (2.10)

注意到Dab 6= 0, 并且自然成立

∣∣∣∣∣
b1 0
b2 0

∣∣∣∣∣

2

= 0 =

∣∣∣∣∣
0 a1

0 a2

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣, 应用定理 2.1和定理 2.2就可

以得出方程 (2.10) 存在整函数解的充要条件, 以及整函数 F 的表达式. 如果存在整函数解
F , 再对 F 求导即可得出关于 f(z) 的方程 (a1f + b1f

′)2 + (a2f + b2f
′)2 = γ 的整函数解 f .

因此对应于定理 2.1和定理 2.2, 我们有
推论 2.3 设 a1, a2, b1, b2 ∈ C, 并且 Dab 6= 0, 而 g(z) 是定义在 C 上的多项式函数, 那么

关于 f(z) 的方程
(a1f + b1f

′)2 + (a2f + b2f
′)2 = eg (2.11)

存在整函数解的充要条件是: g(z) = Az + B, 其中 A,B 都是C中的常数, 并且满足
(i)

4(a2
1 + a2

2) + 4(a1b1 + a2b2)A + (b2
1 + b2

2)A
2 6= 0. (2.12)

此时方程 (2.11) 的整函数解形如

f(z) = +
2e

Az+B
2√

4(a2
1 + a2

2) + 4(a1b1 + a2b2)A + (b2
1 + b2

2)A2
.
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或者 (ii)

b2
1 + b2

2 6= 0,
a1b1 + a2b2

b2
1 + b2

2

+
A

2
= 0.

此时方程 (2.11) 的整函数解形如

f(z) =
b2 cos h(z)− b1 sinh(z)

Dab

e
Az+B

2 ,

其中 h(z) = − Dab

b2
1 + b2

2

z + µ2, 而 µ2 是C中的任意常数.

推论 2.4 设 a1, a2, b1, b2 ∈ C, 并且 Dab 6= 0, 而 p(z) 是定义在 C 上不恒为 0 的多项式
函数, 那么关于 f(z) 的方程

(a1f + b1f
′)2 + (a2f + b2f

′)2 = p (2.13)

存在整函数解的充要条件是:
(i)
存在C中的非零常数 l 以及 p 的因式 u 和 v, 满足 p = uv, 以及

l2(a2 + ia1)u + (a2 − ia1)v + l2(b2 + ib1)u′ + (b2 − ib1)v′ = 0.

此时方程 (2.13) 的整函数解形如

f(z) =
l2(b2 + ib1)u(z) + (b2 − ib1)v(z)

2lDab

.

或者 (ii)

a2
1 + a2

2 6= 0, a1b1 + a2b2 = 0.

并且 p 是C中的非零常数, 此时方程 (2.13) 的整函数解形如

f(z) =
√

p

a2
1 + a2

2

.

或者 (iii)

b2
1 + b2

2 6= 0, a1b1 + a2b2 = 0.

并且 p 是C中的非零常数, 此时方程 (2.13) 的整函数解形如

f(z) =
b2 cos h(z)− b1 sinh(z)

Dab

√
p,

其中 h(z) = − Dab

b2
1 + b2

2

z + µ2, 而 µ2 是C中的任意常数.

3 定理的证明
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下面列出三个引理, 这在本文定理的证明过程中具有关键作用.
引理 3.1 [11,12] 设 f 是定义在 C 上的亚纯函数, 那么除去一个有限测度集后, 有

T (r, f ′) = O(T (r, f))(r → +∞).
引理 3.2 [13,14] 设 f 是定义在C 上的超越亚纯函数, 而 g 是定义在C 上的非常整函数,

那么 T (r, g) = o(T (r, f ◦ g))(r → +∞).

引理 3.3 [14] 设 f 是定义在C上的亚纯函数,那么对于任意有穷复数 a,有T

(
r,

1
f − a

)
=

T (r, f) + O(1)(r > 0).

3.1 定理 2.1 的证明

充分性只需直接代入验证即可, 此处略去. 必要性的证明如下:
根据定理 1.1可知, 存在整函数 h, 满足

a1f + b1f
′ + c1f

′′ = e
g
2 cos h,

a2f + b2f
′ + c2f

′′ = e
g
2 sinh.

从而可得

Dbcf
′ = (c2 cos h− c1 sinh)e

g
2 + Dcaf, (3.1)

Dbcf
′′ = (b1 sinh− b2 cos h)e

g
2 + Dabf. (3.2)

对 (3.1) 两边求导并结合 (3.2) 可得

(b1 sinh− b2 cos h)e
g
2 + Dabf = Dbcf

′′

=
[
c2 cos h− c1 sinh

2
g′ − (c2 sinh + c1 cos h)h′

]
e

g
2 + Dcaf

′

=
[
c2 cos h− c1 sinh

2
g′ − (c2 sinh + c1 cos h)h′

]
e

g
2 + (c2 cos h− c1 sinh)Me

g
2 +

D2
ca

Dbc

f.

又因为 D2
ca = DabDbc, 所以有

(
b1 + c1M + c2h

′ +
c1g

′

2

)
sinh−

(
b2 + c2M − c1h

′ +
c2g

′

2

)
cos h =

D2
ca −DabDbc

Dbc

fe−
g
2 = 0.

即有 (
b1 + c1M + c2h

′ +
c1g

′

2

)
sinh =

(
b2 + c2M − c1h

′ +
c2g

′

2

)
cos h. (3.3)

下面分两种情形讨论.

情形一 b1 + c1M + c2h
′ +

c1g
′

2
和 b2 + c2M − c1h

′ +
c2g

′

2
都等于 0.

此时有

(c2
1 + c2

2)h
′ + Dbc = 0, (3.4)

c2
1 + c2

2

2
g′ + (b1c1 + b2c2) + (c2

1 + c2
2)M = 0.
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由于Dbc 6= 0,根据 (3.4)必然有 c2
1+c2

2 6= 0.进而有h′ = − Dbc

c2
1 + c2

2

, g′ = −2
(

b1c1 + b2c2

c2
1 + c2

2

+ M

)
.

因此可得

h = − Dbc

c2
1 + c2

2

z + µ1,

g = Az + B.

其中 µ1, B 都是C中的任意常数, 并且常数 A 满足 A = −2
(

b1c1 + b2c2

c2
1 + c2

2

+ M

)
, 即 (2.4). 再

通过解关于 f 的一阶线性常微分方程 (3.1) 可得 (2.2) 的整函数解为

f(z) = r2eMz + eMz+ B
2

∫ z

0

c2 cos h(t)− c1 sinh(t)
Dbc

e(
A
2 −M)tdt,

其中 r2 是C中的任意常数.

情形二 b1 + c1M + c2h
′ +

c1g
′

2
和 b2 + c2M − c1h

′ +
c2g

′

2
至少有一个不等于 0.

此时有

tanh =
2b2Dbc + 2c2Dca − 2c1Dbch

′ + c2Dbcg
′

2b1Dbc + 2c1Dca + 2c2Dbch′ + c1Dbcg′
, (3.5)

或者

cot h =
2b1Dbc + 2c1Dca + 2c2Dbch

′ + c1Dbcg
′

2b2Dbc + 2c2Dca − 2c1Dbch′ + c2Dbcg′
. (3.6)

此时可以断定 h 必为C上的常数, 下面利用反证法证明.
假设 h 为定义在C上的非常整函数, 那么有 log r = o(T (r, h))(r → +∞). 又因为 g 是定义

在C上的多项式函数, 结合引理 3.1 可知, 除去一个有限测度集后有

T (r, g′) = O(T (r, g)) = O(log r) = O(o(T (r, h))) = o(T (r, h))(r → +∞).

再根据引理 3.2 与引理 3.3 可知, 对于 (3.5), 除去一个有限测度集后有

T (r, h) = o(T (r, tanh)) = o(O(T (r, h′)+T (r, g′))) = o(T (r, h))+o(T (r, g′)) = o(T (r, h))(r → +∞).

对于 (3.6), 除去一个有限测度集后也有

T (r, h) = o(T (r, cot h)) = o(O(T (r, h′)+T (r, g′))) = o(T (r, h))+o(T (r, g′)) = o(T (r, h))(r → +∞).

均出现矛盾, 因此 h 为C上的常数, 此时有 h′ = 0, 代入 (3.3) 有
(

b1 + c1M +
c1g

′

2

)
λ2 =

(
b2 + c2M +

c2g
′

2

)
λ1.

即
c1λ2 − c2λ1

2
g′ = b2λ1 − b1λ2 + (c2λ1 − c1λ2)M.

其中 λ1 = cos h, λ2 = sin h 为C中的常数, 且满足 λ2
1 + λ2

2 = 1.
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此时必然有 c1λ2 6= c2λ1, 否则假设 c1λ2 = c2λ1, 那么显然有 b2λ1 = b1λ2. 于是有 λ1λ2Dbc =
λ1λ2(b1c2 − b2c1) = 0. 即 λ1λ2 = 0. 若 λ1 = 0, 那么 λ2

2 = 1, 此时必然有

b1 =
λ1b2

λ2

= 0, c1 =
λ1c2

λ2

= 0,

从而

Dbc = b1c2 − b2c1 = 0,

矛盾; 若 λ2 = 0, 同样可以得出矛盾. 即有 c1λ2 6= c2λ1.

记 x = b2λ1 − b1λ2, y = c2λ1 − c1λ2 6= 0, 于是就有 g′ = −2
(

x

y
+ M

)
, 从而 g(z) = Az + B,

其中 B 是C中的任意常数, 并且常数 A 满足 A = −2
(

x

y
+ M

)
. 又因为

(
b1y − c1x

Dbc

)2

+
(

b2y − c2x

Dbc

)2

= λ2
1 + λ2

2 = 1,

所以 ((
b1 + c1

(
M +

A

2

))2

+
(

b2 + c2

(
M +

A

2

))2
)

y2 = D2
bc.

考虑到 Dbc 6= 0, 所以
(

b1 + c1

(
M +

A

2

))2

+
(

b2 + c2

(
M +

A

2

))2

6= 0,

y =
Dbc√(

b1 + c1

(
M + A

2

))2
+

(
b2 + c2

(
M + A

2

))2
,

即 (2.3) 成立, 再通过解关于 f 的一阶线性常微分方程 (3.1) 可得 (2.2) 的整函数解为

f(z) = r1eMz +
yeMz

Dbc

∫ z

0

e
g(t)
2 −Mtdt

= r1eMz +
eMz+ B

2√
b2
1 + b2

2 + 2(b1c1 + b2c2)
(
M + A

2

)
+ (c2

1 + c2
2)

(
M + A

2

)2

∫ z

0

e(
A
2 −M)tdt,

其中 r1 是C中的任意常数.

3.2 定理 2.2 的证明

这里依然略去充分性的验证, 必要性的证明如下:
由 (2.6) 可得

[(a1f + b1f
′ + c1f

′′) + i(a2f + b2f
′ + c2f

′′)] · [(a1f + b1f
′ + c1f

′′)− i(a2f + b2f
′ + c2f

′′)] = p.

于是存在 p 的因式 u 和 v 满足 p = uv, 并且使得 (a1f + b1f
′ + c1f

′′) + i(a2f + b2f
′ + c2f

′′)
与 u 具有相同的零点包括零点重数, 那么 (a1f + b1f

′ + c1f
′′)− i(a2f + b2f

′ + c2f
′′) 与 v 也
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将具有相同的零点包括零点重数, 所以存在整函数 k, 满足

(a1f + b1f
′ + c1f

′′) + i(a2f + b2f
′ + c1f

′′) = uek,

(a1f + b1f
′ + c2f

′′)− i(a2f + b2f
′ + c2f

′′) = ve−k.

即有

a1f + b1f
′ + c1f

′′ =
uek + ve−k

2
, (3.7)

a2f + b2f
′ + c2f

′′ =
uek − ve−k

2i
. (3.8)

从而可得

Dbcf
′ =

(c2 + ic1)uek + (c2 − ic1)ve−k

2
+ Dcaf, (3.9)

Dbcf
′′ =

(ib1 − b2)ve−k − (ib1 + b2)uek

2
+ Dabf. (3.10)

对 (3.9) 两边求导并结合 (3.10) 可得

(ib1 − b2)ve−k − (b2 + ib1)uek

2
+ Dabf = Dbcf

′′

=
(c2 + ic1)(u′ + k′u)ek + (c2 − ic1)(v′ − k′v)e−k

2
+ Dcaf

′

=
[(c2 + ic1)(u′ + k′u) + M(c2 + ic1)u]ek + [(c2 − ic1)(v′ − k′v) + M(c2 − ic1)v]e−k

2
+

D2
ca

Dbc

f.

于是

[(c2 + ic1)(u′ + k′u) + M(c2 + ic1)u + (b2 + ib1)u]ek

+ [(c2 − ic1)(v′ − k′v) + M(c2 − ic1)v + (b2 − ib1)v]e−k

=2
DabDbc −D2

ca

Dbc

f = 0.

即有

[(c2 +ic1)(u′+k′u+Mu)+(b2 +ib1)u]ek = [(c2− ic1)(k′v−v′−Mv)−(b2− ib1)v]e−k. (3.11)

下面分两种情形讨论.
情形一 (c2 − ic1)(k′v − v′ −Mv)− (b2 − ib1)v = 0.
此时必然有 c2

1 + c2
2 6= 0. 否则, 若 c2 − ic1 = 0, 又因为 uv = p 6≡ 0, 故 v 6≡ 0, 从而有

(b2 − ib1)v = (c2 − ic1)(k′v − v′ −Mv) ≡ 0. 于是 b2 − ib1 = 0, 进而有Dbc = b1c2 − b2c1 = 0,
矛盾, 即有 c2 − ic1 6= 0. 注意到

(c2 + ic1)(u′ + k′u + Mu) + (b2 + ib1)u = [(c2 − ic1)(k′v − v′ −Mv)− (b2 − ib1)v]e−2k = 0,



No.4 张宇等: 关于二阶 Fermat 型常微分方程的整函数解 327

同理亦有 c2 + ic1 6= 0, 从而 c2
1 + c2

2 6= 0. 因此

k′ = −M − b2 + ib1

c2 + ic1

− u′

u
= M +

b2 − ib1

c2 − ic1

+
v′

v
.

即有
p′

p
=

u′

u
+

v′

v
= −2M − b2 + ib1

c2 + ic1

− b2 − ib1

c2 − ic1

= −2M − 2
b1c1 + b2c2

c2
1 + c2

2

.

由于 p 是定义在 C 上不恒为 0 的多项式函数, 所以

p′ = 0,

M +
b1c1 + b2c2

c2
1 + c2

2

= 0.

即 p 是 C 的非零常数, 此时在推论 2.1 中取 C = p, 就有
情形 1:

b2
1 + b2

2 + 2(b1c1 + b2c2)M + (c2
1 + c2

2)M
2 6= 0,

b1c1 + b2c2 + (c2
1 + c2

2)M = 0,

即 (2.8), 此时方程 (2.6) 的整函数解形如

f(z) = r4eMz +
√

peMz

√
b2
1 + b2

2 + 2(b1c1 + b2c2)M + (c2
1 + c2

2)M2

∫ z

0

e−Mtdt,

其中 r4 是C中的任意常数.
或者情形 2:

c2
1 + c2

2 6= 0,

b1c1 + b2c2 + (c2
1 + c2

2)M = 0,

即 (2.9), 此时方程 (2.6) 的整函数解形如

f(z) = r5eMz +
√

p

Dbc

eMz

∫ z

0

(c2 cos h(t)− c1 sinh(t))e−Mtdt,

其中 h(z) = − Dbc

c2
1 + c2

2

z + µ1, 而 r5, µ1 都是C中的任意常数.

情形二 (c2 − ic1)(k′v − v′ −Mv)− (b2 − ib1)v 6= 0.
此时必然有

(c2 + ic1)(u′ + k′u + Mu) + (b2 + ib1)u 6= 0.

否则, 若 (c2 + ic1)(u′ + k′u + Mu) + (b2 + ib1)u = 0, 根据 (3.11) 可知

(c2 − ic1)(k′v − v′ −Mv)− (b2 − ib1)v = [(c2 + ic1)(u′ + k′u + Mu) + (b2 + ib1)u]e2k = 0,

矛盾, 于是

e2k =
(c2 − ic1)(k′v − v′ −Mv)− (b2 − ib1)v
(c2 + ic1)(u′ + k′u + Mu) + (b2 + ib1)u

. (3.12)
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此时可以断定 k 必为C上的常数, 下面利用反证法证明. 假设 k 为定义在C上的非常整函数,
那么有

log r = o(T (r, k))(r → +∞).

又因为 p 是定义在C上不恒为 0 的多项式函数, 而 u 和 v 都是 p 的因式, 且 p = uv, 所以有

T (r, u) = O(log r) = O(o(T (r, k))) = o(T (r, k))(r → +∞),

T (r, v) = O(log r) = O(o(T (r, k))) = o(T (r, k))(r → +∞).

再根据引理 3.1, 引理 3.2 与引理 3.3 可知, 对于 (3.12), 除去一个有限测度集后有

T (r, k) = o(T (r, e2k)) = o(O(T (r, k′) + T (r, u′) + T (r, v′) + T (r, u) + T (r, v)))

= o(T (r, k)) + o(T (r, u)) + o(T (r, v)) = o(T (r, k))(r → +∞).

矛盾, 因此 k 为C上的常数, 此时有 k′ = 0, 代入 (3.11) 可得

[(c2 + ic1)(u′ + Mu) + (b2 + ib1)u]l2 = (ic1 − c2)(v′ + Mv)− (b2 − ib1)v,

其中 l = ek 为C中的非零常数, 即 (2.7) 成立, 再通过解关于 f 的一阶线性常微分方程 (3.9)
可得

f = r3eMz + eMz

∫ z

0

l2(c2 + ic1)u + (c2 − ic1)v
2lDbc

dt, (3.13)

其中 r3 是C中的任意常数.
下面断言M = 0. 考虑到

a1f + b1f
′ + c1f

′′

=(a1 + b1M + c1M
2) ·

[
r3 +

∫ z

0

l2(c2 + ic1)u + (c2 − ic1)v
2lDbc

dt

]
eMz

+
{
(b1 + 2c1M)[l2(c2 + ic1)u + (c2 + ic1)v] + c1[l2(c2 + ic1)u′ + (c2 + ic1)v′]

} eMz

2lDbc

.

又因为 D2
ca = DabDbc, 所以有

a1 + b1M + c1M
2 =

a1Dbc + b1Dca + c1Dab

Dbc

=
1

Dbc

∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a1 b1 c1

a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

结合 (2.7) 可得

a1f + b1f
′ + c1f

′′

={(b1 + 2c1M)[l2(c2 + ic1)u + (c2 + ic1)v] + c1[l2(c2 + ic1)u′ + (c2 + ic1)v′]} eMz

2lDbc

={l2[Dbc + c1(c2 + ic1)M ]u + [Dbc + c1(c2 − ic1)M ]v} eMz

2lDbc

.
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同理亦有

a2f + b2f
′ + c2f

′′ = {l2[Dbc − c2(c1 − ic2)M ]u− [Dbc − c2(c1 + ic2)M ]v} eMz

2ilDbc

.

再结合 (3.7) 和 (3.8) 可知

{l2[Dbc + c1(c2 + ic1)M ]u + [Dbc + c1(c2 − ic1)M ]v}eMz

Dbc

= l2u + v,

{l2[Dbc − c2(c1 − ic2)M ]u− [Dbc − c2(c1 + ic2)M ]v}eMz

Dbc

= l2u− v.

考虑到 u 和 v 都是C上不恒为 0 的多项式函数, 所以必然有M = 0, 于是 Dca = 0, 从而

Dab =
D2

ca

Dbc

= 0.

即 a1 = a2 = 0, 进而可得方程 (2.6) 的整函数解为

f = r3 +
∫ z

0

l2(c2 + ic1)u + (c2 − ic1)v
2lDbc

dt,

其中 r3 是C中的任意常数.
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FERMAT-TYPE ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS
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Abstract: This article investigates the problem of the entire function solution of second-order

Fermat type ordinary differential equation (a1f + b1f
′ + c1f

′′)2 + (a2f + b2f
′ + c2f

′′)2 = γ, where

γ is the entire function on C. Using the method of Nevanlinna value distribution theory, we

obtain the necessary and sufficient conditions for the existence of an entire function solution to

the equation, and provide the expression of the solution.
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distribution theory; entire function
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