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摘要: 本文给出了修正 q-Szász-Kantorovich 算子在复空间的定义, 参照 Gal S G 等人在文献

[10] 的方法, 研究了当 q > 1 时修正 q-Szász-Kantorovich 算子在紧圆盘对解析函数的逼近性质, 获得

了 Voronovskaja 结果, 并给出其精确估计, 丰富了修正 q-Szász-Kantorovich 算子在复空间的逼近性

质.
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1 预备知识与主要结果

我们要用到以下符号 [1]. 对 ∀k > 0

[k]q :=





1− qk

1− q
, q > 0, q 6= 1

k, q = 1

对 ∀k ∈ N
[k]q! := [1]q[2]q · · · [k]q, [0]! = 1.

对整数 0 ≤ k ≤ n, q- 二项式系数定义为
(

n

k

)

q

:=
[n]q!

[k]q![n− k]q!
.

对固定 q > 1, q- 导数定义为

Dqf(z) =





f(qz)− f(z)
(q − 1)z

, z 6= 0

f ′(0), z = 0

若 |q| > 1 或 0 < |q| < 1 且 |z| < 1
1−q

, q- 指数函数定义为

eq(z) :=
∞∑

k=0

zk

[k]q!
.
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当 |q| > 1 时, eq(z) 是整函数且有

eq(z) =
∞∏

j=0

(
1 + (q − 1)

z

qj+1

)
, |q| > 1.

关于算子在紧圆盘的复逼近的相关研究已经有很多了, 如参考文献 [2-4] 分别研究了
复 Szász-Durrmeyer 算子、复 Baskakov-Stancu 算子和复 Baskakov-Kantorovich 算子在紧
圆盘上对解析函数的逼近性质, 参考文献 [5,6] 则分别研究了 Bernstein-Durrmeyer 算子和
Durrmeyer 型 Bernstein-Stancu 算子在移动圆盘上的逼近性质, 但关于 q- 算子在紧圆盘上
逼近问题的相关研究则相对较少 (参见文献 [7-10]). 对 q > 1, 复 q-szász-Mirakjan 算子定义
为

Sn,q(f ; z) =
∞∑

k=0

f

(
[k]q
[n]q

)
1

q
k(k−1)

2

[n]kqz
k

[k]q!
eq(−[n]qq−kz).

上述算子在紧圆盘的逼近性质在文 [9] 中已研究. 2013 年 Gal S G 等人在文 [10] 中给出了
q-Szász-Kantorovich 算子在紧圆盘的逼近性质. 2021 年程文韬, 周晓玲在文 [11] 中给出了修
正 q-Szász-Kantorovich 算子在连续函数空间的定义：若 f ∈ [0,∞), q > 1, 对 ∀n ∈ N

Kn,q(f ;x) =
∞∑

k=0

sk
n,q(x)

∫ 1

0

f

(
[k]q + t

[n]q

)
dqt,

其中 sk
n,q(x) = 1

q
k(k−1)

2

[n]kq xk

[k]q !
eq(−[n]qq−kx), (k = 0, 1, 2, · · · ,∞). 并得出以下结果：

定理 1 [11] 若数列 qn 满足 qn > 1, limn→∞ qn = 1, limn→∞ qn
n = a ∈ [1,∞), 则对

∀x ∈ [0,∞), n ∈ N, f ∈ C2
B[0,∞), 有 limn→∞[n]qn

[Kn,qn
(f ;x)− f(x)] = 1

2
f ′(x) + 1

2
xf ′′(x).

定理 2 [11] 当序列 qn 满足 qn → 1(n →∞), 函数 f ∈ C2
B[0,∞), 则 ∀x ∈ [0,∞), n ∈ N,

存在一个常数 C > 0, 有

|Kn,qn
(f ;x)− f(x)| ≤ 4Cω2(f ;

√
Bqn

(x) + A2
qn

(x)) + ω(f ; |Aqn
(x)|),

其中 Aqn
(x) = Kn,qn

(t− x;x), Bqn
(x) = Kn,qn

((t− x)2;x).
定理 3 [11] 当函数 f ∈ CB[0,∞), γ ∈ (0, 1], 对于 ∀x ∈ [0,∞), 有

|Kn,q(f ;x)− f(x)| ≤ ω̃r(f ;x)B
γ
2
q (x).

定理 4 [11] 令 f ∈ C2
B[0,∞)

⋂
LipM (γ, E), γ ∈ (0, 1], 其中 E 是区间 [0,∞) 上的任意有

界子集, 则对于 q > 1, n ∈ N, M > 0, 有

|Kn,q(f ;x)− f(x)| ≤ M(B
γ
2
q (x) + 2dγ(x;E)),

其中 d(x;E) 是点 x 与空间 E 之间的距离, 即 d(x;E) = inf{|t− x| : t ∈ E}.
本文主要借鉴文献 [10] 的研究方法及思路研究修正 q-Szász-Kantorovich 算子在 q > 1

时对复空间紧圆盘上解析函数的逼近性质. 首先根据修正的 q-Szász-Kantorovich 算子在连
续函数空间的定义, 本文给出其在复空间的定义:

Kn,q(f ; z) =
∞∑

k=0

sk
n,q(z)

∫ 1

0

f

(
[k]q + t

[n]q

)
dqt,
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其中 sk
n,q(z) = 1

q
k(k−1)

2

[n]kq zk

[k]q !
eq(−[n]qq−kz), (k = 0, 1, 2, · · · ,∞). 若 f 为紧圆盘 Dr := {z ∈

C : |z| < r} 上的解析函数, 有 f(z) =
∑∞

m=0 cmzm.

对 1 < q < r′, |z| < r′ 定义 Lq(f ; z) := 1+
[2]q

z

[2]q
f ′(z) + Dqf(z)−f ′(z)

q−1
, 则有

Lq(f ; z) =
∞∑

m=2

am
[m]q −m

q − 1
zm−1 +

1 + [2]q
z

[2]q

∞∑
m=1

ammzm−1

=
∞∑

m=2

am([1]q + [2]q + · · ·+ [m− 1]q)zm−1 +
1 + [2]q

z

[2]q

∞∑
m=1

ammzm−1

:=
∞∑

m=1

amV (q)
m (z),

其中 V
(q)

m (z) = ([1]q + [2]q + · · ·+ [m− 1]q)zm−1 + 1+
[2]q

z

[2]q
mzm−1.

主要结果如下:
定理 1.1 令 1 < q < r′

4
, f 为 Dr′

⋃
[r′,+∞) → C 的连续有界函数, 且在 Dr′ 内解析, 即

f(z) =
∑∞

m=0 amzm 对 ∀z ∈ Dr′ 成立.
(i) 若 1 ≤ r < r′

4q
, 那么对 ∀|z| ≤ r, n ∈ N, 有

|Kn,q(f ; z)− f(z)| ≤ Cr(f)
[n]q

,

其中 Cr(f) = 1
2

∑∞
m=1 |am|m(m + 1)(4qr)m.

(ii) 若 1 ≤ r < r1 < r′

4q
, 则对 ∀|z| ≤ r 和 n, p ∈ N, 有

|K(p)
n,q(f ; z)− f (p)(z)| ≤ Cr1(f)

[n]q
p!r1

(r1 − r)p+1
,

其中 Cr1(f) = 1
2

∑∞
m=1 |am|m(m + 1)(4qr1)m.

下面定理给出了Kn,q(f ; z) 在紧圆盘的 Voronovskaja 型结果.
定理 1.2 f 为 Dr′

⋃
[r′,+∞) → C 的连续有界函数且在 Dr′ 上解析, 即 f(z) =∑∞

m=0 amzm 对 ∀z ∈ Dr′ 成立.
(i) 若 1 ≤ r < r′

4q2 , 对 ∀z ∈ Dr, n ∈ N 有

|Kn,q(f ; z)− f(z)− 1
[n]q

Lq(f ; z)| ≤ 6
[n]2q

∞∑
m=2

|am|m(m− 1)3(4q2r)m.

(ii) 若 1 < q < r′, 则对 1 ≤ r < r′

4q
有

lim
n→∞

[n]q

(
Kn,q(f ; z)− f(z)

)
= Lq(f ; z),

其中

Lq(f ; z) =
∞∑

m=1

amV (q)
m (z), z ∈ Dr′ ,
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V (q)
m (z) =

(
[1]q + [2]q + · · ·+ [m− 1]q

)
zm−1 +

1 + [2]q
z

[2]q
mzm−1.

当m = 1 时, [1]q + [2]q + · · ·+ [m− 1]q = 0.

作为定理 1 和定理 2 的应用, 我们得到算子逼近的精确估计.
定理 1.3 假设 f : Dr′

⋃
[r′,+∞) → C 在 Dr′

⋃
[r′,+∞) 上连续有界且在 Dr′ 内解析,

令 1 ≤ r < r′

4q
, 若 f 在 Dr′ 内不是常函数, 则 ‖Kn,q(f)− f‖r ∼ 1

[n]q
, 其中等价中的常数取决

于 f, q 和 r, 但与 n 无关.

2 相关引理

为了证明上述定理, 先给出一些引理.
引理 2.1 令 q > 1, 对 ∀n ∈ N, m ∈ N⋃

0, z ∈ C, 有

Kn,q(em; z) =
1

[n]mq

m∑
j=0

(
m

j

)
[n]jq

[m− j + 1]q
Sn,q(ej ; z).

证

Kn,q(em; z) =
∞∑

k=0

sk
n,q(z)

∫ 1

0

(
[k]q + t

[n]q

)m

dqt

=
∞∑

k=0

sk
n,q(z)

∫ 1

0

∑m

j=0

(
m
j

)
[k]jqt

m−j

[n]mq
dqt

=
∞∑

k=0

sk
n,q(z)

1
[n]mq

m∑
j=0

(
m

j

)
[k]jq

1
[m− j + 1]q

=
1

[n]mq

m∑
j=0

(
m

j

)
[n]jq

[m− j + 1]q

∞∑
k=0

[k]jq
[n]jq

sk
n,q(z)

=
1

[n]mq

m∑
j=0

(
m

j

)
[n]jq

[m− j + 1]q
Sn,q(ej ; z).

引理 2.2 对 ∀z ∈ C, 有

|Kn,q(em; z)| ≤ (4qr)m.

证 由文献 [9] 得 |Sn,q(ej ; z)| ≤ (2qr)j , 从而有

|Kn,q(em; z)| ≤ 1
[n]mq

m∑
j=0

(
m

j

)
[n]jq

[m− j + 1]q
|Sn,q(ej ; z)|

≤ 1
[n]mq

m∑
j=0

(
m

j

)
[n]jq

[m− j + 1]q
|
∞∑

k=1

[k]jq
[n]jq

sk
n,q(z)|

≤
∞∑

k=1

(
1 + [k]q

)m

[n]mq
sk

n,q(z)

≤ (4qr)m.
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引理 2.3 对 ∀n,m ∈ N, z ∈ C, q > 1, 有

Kn,q(em; z) =
z

[n]q
DqKn,q(em−1; z) + zKn,q(em−1; z)

+
m∑

j=0

(
m

j

)
1

[n]m−j
q [m− j + 1]q

(
1− j

m

)
Sn,q(ej ; z).

证 由文献 [9] 得 Sn,q(ek+1; z) = z
[n]q

DqSn,q(ek; z) + zSn,q(ek; z), 从而

z

[n]q
DqKn,q(em−1; z) =

m−1∑
j=0

(
m− 1

j

)
1

[n]m−j−1
q [m− j]q

(
Sn,q(ej+1; z)− zSn,q(ej ; z)

)

=
m−1∑
j=1

(
m− 1

j

)
1

[n]m−j−1
q [m− j]q

Sn,q(ej+1; z)

−
m−1∑
j=1

(
m− 1

j

)
z

[n]m−j−1
q [m− j]q

Sn,q(ej ; z)

=
m∑

j=1

(
m− 1
j − 1

)
1

[n]m−j
q [m− j + 1]q

Sn,q(ej ; z)− zKn,q(em−1; z).

由上式及引理 2.1 有

Kn,q(em; z) =
z

[n]q
DqKn,q(em−1; z) + zKn,q(em−1; z)

+
1

[n]mq

m∑
j=0

(
m

j

)
[n]jq

[m− j + 1]q
Sn,q(ej ; z)

−
m∑

j=1

(
m− 1
j − 1

)
1

[n]m−j
q [m− j + 1]q

Sn,q(ej ; z)

=
z

[n]q
DqKn,q(em−1; z) + zKn,q(em−1; z)

+
m∑

j=0

(
m

j

)
1

[n]m−j
q [m− j + 1]q

(
1− j

m

)
Sn,q(ej ; z).

记 En,m(z) = Kn,q(em; z)− em(z)− 1+
[2]q

z

[2]q [n]q
mzm−1 −∑m−1

k=1 [k]q zm−1

[n]q
.

引理 2.4 令 n,m ∈ N, q > 1, 有

En,m(z) =
z

[n]q
Dq

[
Kn,q(em−1; z)− em−1(z)

]
+ zEn,m−1(z)

− 1 + [2]q
z

[2]q[n]q
zm−1 +

m∑
j=0

(
m

j

)
1

[n]m−j
q [m− j + 1]q

(
1− j

m

)
Sn,q(ej ; z).
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证

En,m(z)

=
z

[n]q
DqKn,q(em−1; z) + zKn,q(em−1; z) +

m∑
j=0

(
m

j

)
1

[n]m−j
q [m− j + 1]q

(
1− j

m

)
Sn,q(ej ; z)

− em(z)− 1 +
[2]q

z

[2]q[n]q
mzm−1 −

m−1∑

k=1

[k]q
zm−1

[n]q

=
z

[n]q
DqKn,q(em−1; z) + z

[
En,m−1(z) + em−1(z) +

1 +
[2]q

z

[2]q[n]q
(m− 1)zm−2

+

m−2∑

k=1

[k]q
zm−2

[n]q

]
+

m∑
j=0

(
m

j

)
1

[n]m−j
q [m− j + 1]q

(
1− j

m

)
Sn,q(ej ; z)

− em(z)− 1 +
[2]q

z

[2]q[n]q
mzm−1 −

m−1∑

k=1

[k]q
zm−1

[n]q

=
z

[n]q
DqKn,q(em−1; z) + zEn,m−1(z)− 1 +

[2]q
z

[2]q[n]q
zm−1

+
m∑

j=0

(
m

j

)
1

[n]m−j
q [m− j + 1]q

(
1− j

m

)
Sn,q(ej ; z)− [m− 1]q

zm−1

[n]q

=
z

[n]q
Dq

[
Kn,q(em−1; z)− em−1(z)

]
+ zEn,m−1(z)− 1 +

[2]q
z

[2]q[n]q
zm−1

+
m∑

j=0

(
m

j

)
1

[n]m−j
q [m− j + 1]q

(
1− j

m

)
Sn,q(ej ; z).

3 定理的证明

定理 1.1 的证明
(i) 由引理 2.3

Kn,q(em; z)− em(z) =
z

[n]q
DqKn,q(em−1; z) + z

(
Kn,q(em−1; z)− em−1(z)

)

+
m∑

j=0

(
m

j

)
1

[n]m−j
q [m− j + 1]q

(
1− j

m

)
Sn,q(ej ; z),

其中

|
m∑

j=0

(
m

j

)
1

[n]m−j
q [m− j + 1]q

(
1− j

m

)
Sn,q(ej ; z)|

=| 1

[n]mq

m−1∑
j=0

(
m− 1

j

)
m

m− j

[n]jq
[m− j + 1]q

m− j

m
Sn,q(ej ; z)|

≤| 1

[n]mq

m−1∑
j=0

(
m− 1

j

)
[n]jq

[m− j]q
Sn,q(ej ; z)|

≤ [n]m−1
q

[n]mq
| 1

[n]m−1
q

m−1∑
j=0

(
m− 1

j

)
[n]jq

[m− j]q
Sn,q(ej ; z)|

≤ |Kn,q(em−1; z)|
[n]q

≤ (4qr)m−1

[n]q
.
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由 |P ′
m(z)| ≤ m

qr
‖Pm‖qr, 对 ∀|z| ≤ qr, r ≥ 1. 这里 ‖Pm‖qr = max{|Pm(z)| : |z| ≤ qr}.

|Kn,q(em; z)− em(z)| = z

[n]q
|DqKn,q(em−1; z)|+ z|Kn,q(em−1; z)− em−1(z)|+ (4qr)m−1

[n]q

≤ r

[n]q
m− 1

qr
‖Kn,q(em−1)‖qr + r|Kn,q(em−1; z)− em−1(z)|+ (4qr)m−1

[n]q

≤ r|Kn,q(em−1; z)− em−1(z)|+ m− 1
q[n]q

(4qr)m−1 +
(4qr)m−1

[n]q

≤ r|Kn,q(em−1; z)− em−1(z)|+ m

[n]q
(4qr)m−1.

通过数学归纳法可得

|Kn,q(em; z)− em(z)| ≤ m(m + 1)(4qr)m−1

2[n]q
≤ m(m + 1)

2[n]q
(4qr)m.

由于 Kn,q(f ; z) 在 Dr′ 内解析, 我们可以写 Kn,q(f ; z) =
∞∑

m=0

amKn,q(em; z), z ∈ Dr. 事

实上, 为了这个目的, 对任意m ∈ N, 我们定义 fm(z) =
m∑

j=0

cjz
j , 若 |z| ≤ r; fm(x) = f(x), 若

x ∈ (r,∞). 从 f 的假设可知对任意m ∈ N, 有 |fm(x)| ≤ Cm,r 对所有 x ∈ [0,∞) 成立. 这导
致对每一固定的 n,m ∈ N 和 z 有

|Kn,q(fm; z)| ≤ Cm,r

∞∑
j=0

1

q
j(j−1)

2

[n]jqz
j

[j]q!
eq(−[n]qq−jz) < ∞.

现在定义 fm,k(z) = ckek(z),若 |z| ≤ r; fm,k(x) = f(x)
m+1

,若 x ∈ (r,∞).显然 fm,k在 [0,∞)

是有界的且 fm(z) =
m∑

k=0

fm,k(z). 由 Kn,q 的线性, 我们有 Kn,q(fm)(z) =
m∑

k=0

ckKn,q(ek)(z),

对 ∀|z| ≤ r 成立. 通过

lim
m→∞

‖fm − f‖r = 0, ‖fm − f‖B[0,+∞) ≤ ‖fm − f‖r

和不等式

|Kn,q(fm)(z)−Kn,q(f)(z)| ≤ Mr,n · ‖fm − f‖B[0,+∞) ≤ Mr,n · ‖fm − f‖r

对任意 |z| ≤ r 成立, 足以证明 limm→∞Kn,q(fm)(z) = Kn,q(f)(z) 对每一固定 n ∈ N 和
|z| ≤ r 成立. 这里 ‖ · ‖B[0,+∞) 定义为在 C[0,∞) 上的一致范数, C[0,∞) 表示所有在 [0,∞)
上的实值有界的函数所构成的空间.
对 ∀|z| ≤ r, 有

|Kn,q(f ; z)− f(z)| ≤
∞∑

m=0

|am||Kn,q(em; z)− em(z)| ≤ 1
2[n]q

∞∑
m=1

|am|m(m + 1)(4qr)m :=
Crf

[n]q
,

其中 Cr(f) = 1
2

∑∞
m=1 |am|m(m + 1)(4qr)m.
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(ii)定义 γ 为圆心为 o半径为 r1 > r的圆,对每一 |z| ≤ r和 v ∈ γ,我们有 |v−z| ≥ r1−r.

由参考文献 (12) 有: 对任意 |z| ≤ r 和 n ∈ N

|K(P )
n,q (f ; (z)− f (P )(z)| ≤ P !

2π
|
∫

γ

Kn,q(f ; v)− f(v)
(v − z)p+1

dv|

≤ 1
2[n]q

∞∑
m=1

|am|m(m + 1)(4qr)m P !
2π

2πr1

(r1 − r)p+1

:=
Cr1f

[n]q
P !r1

(r1 − r)p+1
.

定理 1.2 的证明
(i) 由引理 2.4

En,m(z) =
z

[n]q
Dq

[
Kn,q(em−1; z)− em−1(z)

]
+ zEn,m−1(z)− 1 + [2]q

z

[2]q[n]q
zm−1

+
m∑

j=0

(
m

j

)
1

[n]m−j
q [m− j + 1]q

(
1− j

m

)
Sn,q(ej ; z)

=
z

[n]q
Dq

[
Kn,q(em−1; z)− em−1(z)

]
+ zEn,m−1(z)

+
1

[2]q[n]q

(
Sn,q(em−1; z)− zm−1

)
− 1

[n]q

(
zm−2 − Sn,q(em−2; z))

)

+
1

[n]q

(
m− 1
[n]q[3]q

− 1
)

Sn,q(em−2; z)

+
m−3∑
j=0

(
m

j

)
1

[n]m−j
q [m− j + 1]q

(
1− j

m

)
Sn,q(ej ; z)

:=
6∑

i=1

Ii.

由文献 [9] 可得 |zm − Sn,q(em; z)| ≤ 2(m−1)
[n]q

(2qr)m−1, 从而

|I3| ≤ 2(m− 2)
[2]q[n]2q

(2qr)m−2 ≤ (m− 2)
[n]2q

(2qr)m−2;

|I4| ≤ 2(m− 3)
[n]2q

(2qr)m−3;

|I5| ≤ (m− 1)
[n]2q

(2qr)m−2.

即

|I3|+ |I4|+ |I5| ≤ m− 2 + 2(m− 3) + (m− 1)
[n]2q

(2qr)m−2 ≤ 4(m− 2)
[n]2q

(2qr)m−2,
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|I6| =
m−3∑
j=0

(
m− 3

j

)
(m− 2)(m− 1)m

(m− j − 2)(m− j − 1)(m− j)
1

[n]m−j
q [m− j + 1]q

(
1− j

m

)
Sn,q(ej ; z)

=
1

[n]3q

m−3∑
j=0

(
m− 3

j

)
(m− 3)(m− 2)(m− 1)

(m− j − 3)(m− j − 2)(m− j − 1)

· 1
[n]m−j−3

q [m− j + 1]q

(
1− j

m− 3

)
Sn,q(ej ; z)

≤ (m− 3)(m− 2)(m− 1)
[n]3q

(4qr)m−3.

所以有

En,m(z) ≤ r

[n]q
Dq

[
Kn,q(em−1; z)− em−1(z)

]
+ r|En,m−1(z)|

+
4(m− 2)

[n]2q
(2qr)m−2 +

(m− 3)(m− 2)(m− 1)
[n]3q

(4qr)m−3

≤ r

[n]q
m− 1

qr

m(m− 1)
2[n]q

(4qr)m−1 + r|En,m−1(z)|

+
4(m− 2)

[n]2q
(2qr)m−2 +

(m− 3)(m− 2)(m− 1)
[n]3q

(4qr)m−3

≤ m(m− 1)2

2[n]2q
(4q2r)m−1 + r|En,m−1(z)|

+
4(m− 2)

[n]2q
(4qr)m−1 +

(m− 3)(m− 2)(m− 1)
[n]3q

(4qr)m−1

≤ r|En,m−1(z)|+ m(m− 1)2 + 8(m− 2) + 2(m− 3)(m− 2)(m− 1)
2[n]2q

(4q2r)m−1

≤ r|En,m−1(z)|+ 6m(m− 1)2

[n]2q
(4q2r)m−1.

应用数学归纳法可得

|En,m(z)| ≤ 6m(m− 1)3

[n]2q
(4q2r)m.

所以

|Kn,q(f ; z)− f(z)− 1
[n]q

Lq(f ; z)| ≤ 6
[n]2q

∞∑
m=2

|am|m(m− 1)3(4q2r)m.

(ii) 令 1 ≤ r < r′

4q
, 当 t → 0 时, r′

4q1+t → r′

4q
, 显然当 1 ≤ r < r′

4q
时, 存在 t ∈ (0, 1) 使得

4q1+tr < r′. 因为 f 在 Dr′ 内解析, 所以有

∞∑
m=1

|am|m4q(1+t)m(4r)m =
∞∑

m=1

|am|m4

(
4q(1+t)r

)m

< ∞,

对 ∀z ∈ Dr 成立.
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同样有序列
∑∞

m=1 |am|(m + 1)2(4qr)m, 对任意 ε > 0, 存在 n0 使得
∞∑

m=n0+1

|am|(m +

1)2(4qr)m < ε. 因为 q2m ≤ q2[m]2q, 对 ∀z ∈ Dr, n > n0 有

|[n]q

(
Kn,q(f ; z)− f(z)

)
− Lq(f ; z)|

≤
n0∑

m=0

|am||[n]q

(
Kn,q(em; z)− em(z)

)
− V q

m(z)|

+
∞∑

m=n0+1

|am|
(

[n]q|Kn,q(em; z)− em(z)|+ |V q
m(z)|

)

≤
n0∑

m=0

|am|6m(m− 1)3

[n]q
(4q2r)m +

∞∑
m=n0+1

|am|
(

[n]q|Kn,q(em; z)− em(z)|+ |V q
m(z)|

)

≤q2
n0∑

m=0

|am|6m(m− 1)3[m]2q
[n]q

(4r)m +
∞∑

m=n0+1

|am|
(

[n]q|Kn,q(em; z)− em(z)|+ |V q
m(z)|

)
.

因为 |Kn,q(em, z)− zm| ≤ m(m+1)
2[n]q

(4qr)m 对 ∀z ∈ Dr 成立, 由 [1]q + [2]q + · · ·+ [m− 1]q ≤
(m− 1)[m− 1]q 可得

|V q
m(z)| ≤ (m− 1)[m− 1]qr

m−1 +
3

2
mrm−1

≤ (m− 1)2(qr)m−1 +
3

2
mrm−1,

所以对 ∀z ∈ Dr 有

∞∑
m=n0+1

|am|
(

[n]q|Kn,q(em; z)− em(z)|+ |V q
m(z)|

)

≤
∞∑

m=n0+1

|am|
[

m(m + 1)

2
(4qr)m + (m− 1)2(qr)m−1 +

3

2
mrm

]

≤
∞∑

m=n0+1

|am|
[

m(m + 1)

2
+ (m− 1)2 +

3

2
m

]
(4qr)m

≤ 3

2

∞∑
m=n0+1

|am|(m + 1)2(4qr)m.

综上, 对 ∀z ∈ Dr 且 n > n0, 我们有

|[n]q

(
Kn,q(f ; z)− f(z)

)
− Lq(f ; z)|

≤ q2
n0∑

m=1

|am|6m(m− 1)3[m]2q
[n]q

(4r)m +
3

2

∞∑
m=n0+1

|am|(m + 1)2(4qr)m

≤ 6q2
n0∑

m=1

|am|m
4[m]2q
[n]q

(4r)m +
3

2

∞∑
m=n0+1

|am|(m + 1)2(4qr)m

≤ 6q2

[n]tq

n0∑
m=1

|am|m
4[m]2q

[n]1−t
q

(4r)m +
3

2

∞∑
m=n0+1

|am|(m + 1)2(4qr)m

≤ 6q2

[n]tq

n0∑
m=1

|am|m
4[m]2q

[m]1−t
q

(4r)m +
3

2

∞∑
m=n0+1

|am|(m + 1)2(4qr)m
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≤ 6q2

[n]tq

n0∑
m=1

|am|m4[m]1+t
q (4r)m +

3

2

∞∑
m=n0+1

|am|(m + 1)2(4qr)m

≤ 6q2

[n]tq(q − 1)1+t

n0∑
m=1

|am|m4q(1+t)m(4r)m +
3

2
ε,

当 n →∞ 时 6q2

[n]tq(q−1)1+t → 0,

n0∑
m=1

|am|m4q(1+t)m(4r)m =
n0∑

m=1

|am|m4(4q1+tr)m < ∞,

所以对给定 ε > 0, 存在 n1 使得当 n > n1 时, 有

6q2

[n]tq(q − 1)1+t

n0∑
m=1

|am|m4q(1+t)m(4r)m <
ε

2
,

即对任意 n > max (n0, n1), z ∈ Dr, 有

|[n]q

(
Kn,q(f ; z)− f(z)

)
− Lq(f ; z)| ≤ 2ε.

定理 1.3 的证明
假设由对 ∀z ∈ Dr′ 有 f(z) =

∑∞
m=0 amzm 的 f 是 Kn,q(f) 近似逼近阶比 1

[n]q
更好的函

数, 有对 ∀n ∈ N, ‖Kn,q(f)− f‖r ≤ M Sn

[n]q
, 当 n →∞ 时, Sn → 0. 这意味着

lim
n→∞

[n]q‖Kn,q(f)− f‖r = 0.

由定理 2(ii) 立即有 Lq(f ; z) = 0 对 ∀z ∈ Dr 成立. 但若 Lq(f ; z) = 0, 则有

1
[2]q

∞∑
m=1

mamzm−1 +
∞∑

m=2

mamzm−2 +
∞∑

m=2

am

m−1∑
k=1

[k]qzm−1 = 0,

1
[2]q

∞∑
m=1

mamzm−1 +
∞∑

m=1

(m + 1)am+1z
m−1 +

∞∑
m=1

am+1

m∑
k=1

[k]qzm = 0,

∞∑
m=0

(
1

[2]q
(m + 1)am+1 + (m + 2)am+2

)
zm +

∞∑
m=1

am+1

m∑
k=1

[k]qzm = 0,

对 ∀z ∈ Dr′\{0} 成立. 因此我们有 am = 0,m = 1, 2, 3, · · · , 可知 f 是一个常数与假设矛盾.
所以若 f 不是一个常函数, 则逼近阶不可能比 1

[n]q
更好. 结合定理 1 得证.
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COMPLEX APPROXIMATION BY MODIFIED q-SZÁSZ

KANTOROVICH OPERATOR IN COMPACT DISKS(q > 1)
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(School of Mathematical Sciences, Inner Mongolia Minzu University , Tongliao 028000, China)

Abstract: In this paper, the definition of the modified q-Szász-Kantorovich operator in

complex spaces is given, referring to the method of Gal S G et al. [10], and the approximation

properties of the modified q-Szász-Kantorovich operator in compact disks when q > 1 are

studied. Voronovskaja results are obtained, and their exact estimates are given, which enrich the

approximation properties of the modified q-Szász-Kantorovich operator in complex spaces.

Keywords: the modified q-Szász-Kantorovich operator; Approximation properties;

Voronovskaja type results
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