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摘要: 伴随四元数在科技领域的广泛应用, 本文提出并讨论 3 × 3 分块四元数双鞍点问题的

迭代解法. 采用适当的矩阵划分方法, 将双鞍点问题转化为广义单鞍点问题, 从而构建出相应的分层含

参 Q-Uzawa 迭代; 再运用四元数矩阵的特征值理论, 分析了迭代矩阵的谱值半径, 并得到迭代收敛的

条件, 以及参数的选取方法; 最后运用四元数矩阵的复表示方法, 在Matlab 环境下实现该系统的迭代

求解, 数值算例检验了所给迭代的可行及有效性.
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1 引言

本文在四元数体上考虑如下 3 × 3 分块双鞍点问题：

Au =




A B O

−B∗ C D

O −D∗ O







x

y

z


 =




f

g

h


 (1.1)

其中 A ∈ SC>
m(Q) 为四元数自共轭正定矩阵, B ∈ Qm×n,D ∈ Qn×p 为四元数列满秩矩阵,

C ∈ Qn×n 为四元数半正定矩阵, B∗ 为 B 的共轭转置矩阵, D∗ 为 D 的共轭转置矩阵,
f ∈ Qm, g ∈ Qn,h ∈ Qp 为已知向量且m ≥ n ≥ p, x ∈ Qm,y ∈ Qn,z ∈ Qp 是未知向量.
双鞍点问题产生于许多科学计算与工程应用领域, 例如椭圆偏微分方程的混合有限元近

似方法
[1]
、数值求解约束优化问题

[2]
、液晶建模问题

[3]
等. 具有 3 × 3 块状结构的线性系统

(1.1) 通过进一步分块划分之后, 形成内外双层鞍点或形似鞍点的新结构, 故称 (1.1) 为双鞍
点系统. 多年来, 关于双鞍点系统的有效求解问题引起一些学者的关注, 并取得相关的研究成
果. 2018 年文献 [4] 利用一般迭代方法讨论了双鞍点系统的求解; 2019 年文献 [5] 将经典鞍
点问题的 shift-splitting 预处理子

[6]
推广到双鞍点问题; 同年文献 [7–9] 针对双鞍点系统提出

了分块对角预处理方法, 讨论了预处理矩阵的特征根分布问题, 将 Uzawa 方法扩展到求解复
数域上的双鞍点系统, 并结合分裂迭代设计出多个实现方法; 2020 年文献 [10] 通过引进两个
可变参数的迭代方法来求解双鞍点问题; 最近又有一些学者对双鞍点问题进行了一系列预处
理技术等方法的研究

[11–13]
.
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然而, 关于四元数体上的鞍点问题, 由于四元数乘法的非交换以及四元数矩阵特征值计
算的复杂性, 目前未见相关的研究报导. 但随着四元数在航天器姿态控制、彩色图像恢复、量
子物理等方面的广泛应用

[14]
, 相应的技术处理问题也会涉及四元数大型稀疏系统的数值计

算, 当然也包括四元数鞍点系统的求解问题. 因此, 把复数域上的鞍点问题推广到四元数体上
研究具有重要的实际意义. 本文目的是针对四元数双鞍点系统 (1.1), 采用分层 Uzawa 迭代思
想, 构建求解系统 (1.1) 的混参迭代方法.

2 分层 Uzawa 迭代构建

容易知道, 方程组 (1.1) 的系数矩阵 A 是一个满秩方阵, 因此 (1.1) 存在唯一解. 本节采
用求解复数域鞍点问题的 Uzawa 迭代思想, 构建求解四元数系统 (1.1) 的分层 Uzawa 混参
迭代方法. 为此, 先对系统 (1.1) 的系数矩阵作如下划分

A =




A B O

−B∗ C D

O −D∗ O


 . (2.1)

记

E =

(
A B

−B∗ C

)
, F =

(
0
D

)
, v =

(
x

y

)
, w =

(
f

g

)
, (2.2)

则 3 × 3 分块鞍点系统 (1.1) 可变成如下形式的鞍点问题：
(

E F

−F ∗ O

)(
v

z

)
=

(
w

h

)
, (2.3)

这里四元数线性系统 (2.3) 被视为四元数广义单鞍点问题. 虽然 3 × 3 分块线性系统 (1.1) 可
以转化为线性系统 (2.3), 但 (2.3) 中的矩阵 E 不再是自共轭正定矩阵, 因此经典单鞍点问题
的迭代方法不能直接应用到 (2.3), 只能另辟蹊径. 显然, 系统 (2.3) 等价于方程组

{
Ev + Fz = w

F ∗v = −h
. (2.4)

下面采用 Uzawa 迭代思想进行讨论. 在系统 (2.3) 中, 因为矩阵 A 是自共轭正定矩阵, B

为四元数列满秩矩阵, C 是四元数半正定矩阵, 故由矩阵理论可知 E 是非奇异的
[15]

. 根据
(2.4) 我们将 Uzawa 迭代方法应用于系统 (2.3), 则可构建出求解 (2.3) 的如下迭代：

{
v(k+1) = E−1(w − Fz(k))
z(k+1) = z(k) + τP−1(h + F ∗v(k+1))

. (2.5)

其中 τ > 0 是实参数, P 为参数正定矩阵, v(k) = ((x(k))T , (y(k))T )T .
从迭代 (2.5)可以看出, 该迭代将系统 (1.1)分成了两部分, 第一部分是由矩阵 E, F,w 构

成 (2.4) 中第一个矩阵方程的迭代, 第二部分是由矩阵 F, h 及参数 τ, P 构成 (2.4) 中第二个
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矩阵方程的迭代. 从计算角度来看, 要想计算出迭代 (2.5) 中的 z(k+1), 就要先计算出 v(k+1),
而 v(k+1) 的求解可视为求解一个广义鞍点问题 Ev = w − Fz. 格式 (2.5) 体现出分层迭代思
想, 因此称 (2.5) 为四元数双鞍点问题 (1.1) 的分层 Uzawa 迭代, 简称 Q-Uzawa 迭代.
为方便分析迭代 (2.5) 的收敛性, 利用四分块矩阵的求逆公式, 先计算出四元数矩阵 E

的逆矩阵如下

E−1 =

(
A−1 −A−1B(C+B∗A−1B)−1

B∗A−1 −A−1B(C+B∗A−1B)−1

(C+B∗A−1B)−1
B∗A−1 (C+B∗A−1B)−1

)
, (2.6)

于是, 迭代 (2.5) 的第一个等式可以表示为
(

x(k+1)

y(k+1)

)
= E−1

(
f

g −Dz(k)

)
. (2.7)

因此由 (2.6) 和 (2.7) 可得




y(k+1) = (C+B∗A−1B)−1(B∗A−1f + g −Dz(k))
x(k+1) = A−1[f −B(C+B∗A−1B)−1B∗A−1f

−B(C+B∗A−1B)−1g + B(C+B∗A−1B)−1Dz(k)]
= A−1(f −By(k+1))

, (2.8)

再根据迭代 (2.5) 的第二个式子, 有

z(k+1) = z(k) + τP−1(h + F ∗v(k+1))

= z(k) + τP−1

(
h+

(
O D∗

)(
x(k+1)

y(k+1)

))

= z(k) + τP−1(h + D∗y(k+1))

. (2.9)

于是迭代 (2.5) 等价于




y(k+1) = (C + B∗A−1B)−1(B∗A−1f + g −Dz(k))
x(k+1) = A−1(f −By(k+1))
z(k+1) = z(k) + τP−1(h + D∗y(k+1))

, (2.10)

其中 τ > 0 是实参数, P 为待定的四元数正定矩阵. 记

M =




I A−1B 0
0 I 0
0 −τP−1D∗ I


 ,N =




0 0 0
0 0 −(C + B∗A−1B)−1

D

0 0 I


 ,

T =




A−1 0 0
(C + B∗A−1B)−1

B∗A−1 (C + B∗A−1B)−1 0
0 0 τP−1


 ,

(2.11)

则迭代 (2.10) 又可简洁地写为

M




x(k+1)

y(k+1)

z(k+1)


 = N




x(k)

y(k)

z
(k)


+T




f

g

h


 , (2.12)
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这里迭代 (2.12) 的迭代矩阵可表示为

Λ = M−1N

=




I A−1B 0
0 I 0
0 −τP−1D∗ I




−1 


0 0 0
0 0 −(C + B∗A−1B)−1

D

0 0 I




=




0 0 A−1B(C + B∗A−1B)−1
D

0 0 −(C + B∗A−1B)−1
D

0 0 I − τP−1D∗(C + B∗A−1B)−1
D


 ,

(2.13)

矩阵 (2.13) 正是 Q-Uzawa 迭代的迭代矩阵.

3 Q-Uzawa 迭代收敛性分析

本节主要讨论所构建的 Q-Uzawa 迭代 (2.12) 的收敛性. 显然, 迭代 (2.12) 收敛当且仅
当其迭代矩阵的谱值半径 ρ(Λ) < 1. 根据迭代 (2.12) 中 Λ 的表达式可知

ρ(Λ) < 1 ⇔ ρ
(
I − τP−1D∗(C + B∗A−1B)−1

D
)

< 1 (3.1)

为导出迭代 (2.12) 的收敛条件, 我们先给出以下定义和引理.
定义 3.1

[15]
设 A ∈ Qn×n, 且 A 分块为

A =

(
Ak B

C An−k

)
,

其中 Ak ∈ Qk×k, An−k ∈ Q(n−k)×(n−k), 若 Ak 可逆, 则称 A/Ak
∆= An−k − CA−1

k B ∈
Q(n−k)×(n−k) 为 A 关于它的 k 阶顺序主子阵 Ak 的 Schur 补.
引理 3.1

[15]
设 A ∈ SC>

n (Q), 则 A 的任意 k(1 ≤ k ≤ n− 1) 阶顺序主子式 Ak 及 Ak 的

Schur 补 A/Ak 都是正定的.
下面我们给出Q-Uzawa迭代 (2.12)收敛的条件.对于系统 (1.1)中给定的矩阵A,B,C,D

和迭代 (2.12) 引入的参数正定矩阵 P ∈ Qp×p, 记

Q = P−1D∗H−1D, (3.2)

其中 H = C+B∗A−1B.

定理 3.1 设 A ∈ SC>
m(Q), C ∈ SC≥

n (Q),B ∈ Qm×n 和D ∈ Qn×p 为四元数列满秩矩阵,
P ∈ SC>

p (Q) 为待定的四元数正定矩阵. 如果参数 τ 满足

0 < τ <
2

λmax(Q)
, (3.3)

其中 Q = P−1D∗H−1D ∈ Qp×p 由 (3.2) 给出, 则 Q-Uzawa 迭代 (2.12) 收敛.
证 由定义 3.1 可得 H = C+B∗A−1B 是矩阵 E 的 Schur 补, 且由引理 3.1 可知矩阵

H ∈ SC>
n (Q). 假设 λi 是矩阵 Q = P−1D∗H−1D 的任意一个特征值, 因为矩阵 Q 与矩阵
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P 1/2QP−1/2 相似, 故矩阵Q 和矩阵 P 1/2QP−1/2 有相同的特征值. 又因为D ∈ Qn×p 为列满

秩矩阵, H−1 ∈ SC>
n (Q), 所以 D∗H−1D ∈ SC>

p (Q), 于是有

P 1/2QP−1/2 = P−1/2D∗H−1DP−1/2 ∈ SC>
p (Q). (3.4)

从而 λi > 0. 因此由 (3.1) 可知

ρ(Λ) < 1 ⇔ ρ(I − τQ) < 1 ⇔ |1− τλi| < 1. (3.5)

由 (3.5) 解得

0 < τ <
2

λi(Q)
. (3.6)

由于实值函数 f(x) = 2
x
(x > 0) 在 (0,+∞) 是单调递减函数, 所以当 λi = λmax(Q) 时, f(x)

有最小值. 于是当 τ 满足不等式 (3.3) 时必有 ρ(Λ) < 1, 即 Q-Uzawa 迭代 (2.12) 收敛. 证毕.

4 参数选取及算法实现

在构建迭代 (2.12) 时, 我们引进了一个参数 τ 和一个参数正定矩阵 P ∈ SC>
p (Q), 因此

如何选取参数 τ 及矩阵 P , 使得迭代 (2.12) 能够达到理想的收敛效果, 是算法实现的重要一
步. 对此我们有必要进一步讨论参数的选取问题.
首先, 关于参数正定矩阵 P 的选取, 需考虑如下原则：① P−1 易于计算; ②矩阵 P 尽可

能与矩阵 A,B, C, D 相关联; ③若想迭代收敛速度更快, 需考虑迭代矩阵的谱值半径尽可能
的小, 即 ρ(I − τP−1D∗(C+B∗A−1B)−1D) 尽可能小, 这等价于 P ≈ τD∗(C+B∗A−1B)−1D.

根据这 3 个原则, 我们选择
P = D∗(kI + δB∗A−1B)D, (4.1)

其中 k ≥ 0, δ ≥ 0, 使得矩阵 P 与系数矩阵关联性强, 且易于计算, 这里 k, δ 的作用是调控矩

阵 Q 的特征值大小.
其次, 是关于参数 τ 的选取问题. 当我们选定参数正定矩阵 P 后, 可根据定理 3.1 中 τ

的取值范围 (3.3) 来选取参数 τ , 即在估计出矩阵 Q 的最大特征值之后, 就可得出参数 τ 的

取值范围. 从而运用迭代 (2.10) 实现对系统 (1.1) 的迭代求解.
最后是关于算法实现问题. 设 A = A1 + A2j ∈ Qm×n, 则 A 的复表示矩阵为

[15]

Aσ =

(
A1 A2

−Ā2 Ā1

)
,

利用四元数矩阵的复表示及其运算性质, 易知迭代 (2.10) 等价于下列复数域 C 上的迭代：



(y(k+1))
σ

=
(
Cσ+(B∗)σ(Aσ)−1

Bσ
)−1 (

(B∗)σ(Aσ)−1
fσ + gσ −Dσ(z(k))

σ
)

(x(k+1))
σ

= (Aσ)−1 (
fσ −Bσ(y(k+1))

σ)

(z(k+1))
σ

= (z(k))
σ

+ τ(P σ)−1 (
hσ + (D∗)σ(y(k+1))

σ)
, (4.2)

在实际运算中, 由于四元数乘法不满足交换律, 因此在 MATLAB 环境运行时可按照迭
代格式 (4.2) 进行计算. 最后是迭代解的还原, 即




(x(k))σ

(y(k))σ

(z(k))σ

⇔





x(k) = xk1 + xk2j

y(k) = yk1 + yk2j

z(k) = zk1 + zk2j

, (4.3)
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(4.3) 中右边式子即为原系统 (1.1) 的第 k 次数值解.

5 数值例子

在这一节中, 我们给出 2 个数值例子作测试实验, 以检验所给四元数双鞍点问题的
Q-Uzawa 迭代方法的有效性.
假设迭代步数为 IT, 运算满足收敛要求所需时间记为 CPU(秒), 选取初始向量为零向量,

将右侧向量设置为 


f

g

h


 ∆= Ae, e =




1
...
1


 . (5.1)

在本文的数值实验中, 所有迭代都在个人计算机上的 MATLAB(R2022a) 中运行, 并
且当迭代的残差值满足 RES(k) < 10−6 或者迭代次数超过 1000 次时终止, 其中迭代误差
RES(k) 定义为

RES(k) = ‖f−Ax(k)−By(k)‖2
+‖g+B∗x(k)−Cy(k)−Dz(k)‖2

+‖h+D∗y(k)‖2

‖f‖2+‖g‖2+‖h‖2

= ‖fσ−Aσ(x(k))−Bσ(y(k))
σ‖2

+‖gσ+(B∗)σ(x(k))
σ−Cσ(y(k))

σ−Dσ(z(k))
σ‖2

+‖hσ+(D∗)σ(y(k))
σ‖2

‖fσ‖2+‖gσ‖2+‖hσ‖2 .
(5.2)

例 5.1 在四元数体上考虑如下 3 × 3 分块双鞍点问题, 其系数矩阵分别为：

A =




150 25i + 10k

−25i− 10k 150 25i + 10k

−25i− 10k 150 25i + 10k

−25i− 10k 150 25i + 10k

−25i− 10k 150
. . .

. . .
. . . 25i + 10k

−25i− 10k 150




m×m

,

B =




75 + 45i

60i + 50k 75 + 45i

0 60i + 50k 75 + 45i

0 60i + 50k
. . .

0
. . . 75 + 45i

. . . 60i + 50k

0




m×n

, C=




85 −30i

30i 85 −30i

30i 85
. . .

. . .
. . . −30i

30i 85




n×n

,

D=




80+70j

60i + 90k 80+70j

60i + 90k
. . .

. . . 80+70j

60i + 90k




n×p

.

首先,由四元数矩阵的分解式A = A1 +A2j, B = B1 +B2j, C = C1 +C2j, D = D1 +D2j

得它们的复表示矩阵 Aσ, Bσ, Cσ, Dσ, 其中

A1 =




150 25i

−25i 150 25i

−25i 150 25i

−25i 150 25i

−25i 150
. . .

. . .
. . . 25i

−25i 150




m×m

,
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A2 =




0 10i

−10i 0 10i

−10i 0 10i

−10i 0 10i

−10i 0
. . .

.
.
.

.
.
. 10i

−10i 0




m×m

,

B1 =




75 + 45i

60i 75 + 45i

0 60i 75 + 45i

0 60i
.
. .

0
. . . 75 + 45i

. . . 60i

0




m×n

, B2 =




0

50i 0

0 50i 0

0 50i
.
.
.

0
. . . 0

. . . 50i

0




m×n

,

C1=




85 −30i

30i 85 −30i

30i 85
. . .

. . .
. . . −30i

30i 85




n×n

, C2 =




0 0

0 0 0

0 0
. . .

. . .
. . . 0

0 0




n×n

,

D1=




80

60i 80

60i
. . .

. . . 80

60i




n×p

, D2=




70

90i 70

90i
. . .

. . . 70

90i




n×p

.

其次, 选取不同的参数矩阵 P 进行计算. ①选 P = (1/2)D∗B∗A−1BD
∆= Pa 代入 (2.10)

有 



y(k+1) = (C + B∗A−1B)−1(B∗A−1f + g −Dz(k))
x(k+1) = A−1(f −By(k+1))
z(k+1) = z(k) + 2τ(D∗B∗A−1BD)−1(h + D∗y(k+1))

,

再将 Q-Uzawa 迭代格式代入等价形式 (4.2) 计算, 得如下计算结果.

表 1 当 P = Pa 时, Q-Uzawa 方法的计算结果
m n p τ IT CPU RES

50 40 10 1.25 35 0.070 9.5822e-07
150 100 50 1.25 49 0.948 9.4072e-07
300 200 100 1.25 40 7.036 9.3355e-07
600 400 200 1.25 31 67.217 9.9657e-07
800 600 400 1.25 26 128.57 9.8990e-07
1000 800 600 1.25 23 215.44 9.7355e-07

②选取 P = 0.01 ·D∗D
∆= Pb 作为参数矩阵, 代入 (2.10) 有





y(k+1) = (C + B∗A−1B)−1(B∗A−1f + g −Dz(k))
x(k+1) = A−1(f −By(k+1))
z(k+1) = z(k) + 100τ(D∗D)−1(h + D∗y(k+1))

.

再将 Q-Uzawa 迭代格式代入等价形式 (4.2) 计算, 得如下计算结果.
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表 2 当 P = Pb 时, Q-Uzawa 方法的计算结果
m n p τ IT CPU RES

50 40 10 0.75 15 0.040 8.6995e-07
150 100 50 0.75 15 0.339 6.5280e-07
300 200 100 0.75 14 2.584 6.8686e-07
600 400 200 0.75 14 34.033 4.9472e-07
800 600 400 0.75 14 76.252 5.0037e-07
1000 800 600 0.75 14 129.592 5.0296e-07

例 5.2 在四元数体上考虑如下 3 × 3 分块双鞍点问题, 其系数矩阵分别为：

A =




255 70i+100k

−70i− 100k 255 70i+100k

−70i− 100k 255 70i+100k

−70i− 100k 255 70i+100k

−70i− 100k 255
. . .

. . .
. . . 70i+100k

−70i− 100k 255




m×m

,

B =




120 + 100i

75i + 65k 120 + 100i

0 75i + 65k 120 + 100i

0 75i + 65k
. . .

0
. . . 120 + 100i

. . . 75i + 65k

0




m×n

,

C=




60 −30i

30i 60 −30i

30i 60
. . .

. . .
. . . −30i

30i 60




n×n

,D =




100+80j

60i + 70k 100+80j

60i + 70k
. . .

. . . 100+80j

60i + 70k




n×p

.

首先,由四元数矩阵的分解式A = A1 +A2j, B = B1 +B2j, C = C1 +C2j, D = D1 +D2j

得它们的复表示矩阵 Aσ, Bσ, Cσ, Dσ, 其中

A1 =




255 70i

−70i 255 70i

−70i 255 70i

−70i 255 70i

−70i 255
. . .

. . .
. . . 70i

−70i 255




m×m

,

A2 =




0 100i

−100i 0 100i

−100i 0 100i

−100i 0 100i

−100i 0
. . .

. . .
. . . 100i

−100i 0




m×m

,
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B1 =




120 + 100i

75i 120 + 100i

0 75i 120 + 100i

0 75i
. .

.

0
.
. . 120 + 100i

. .
. 75i

0




m×n

, B2 =




0

65i 0

0 65i 0

0 65i
.
. .

0
. .

. 0

. .
. 65i

0




m×n

,

C1=




60 −30i

30i 60 −30i

30i 60
. .

.

. . .
. . . −30i

30i 60




n×n

, C2 =




0 0

0 0 0

0 0
.
.
.

. . .
. . . 0

0 0




n×n

,

D1=




100

60i 100

60i
. . .

. . . 100

60i




n×p

, D2=




80

70i 80

70i
. . .

. . . 80

70i




n×p

.

其次, 选取不同的参数矩阵 P 进行计算. ①选取 P = 0.01 ·D∗D
∆= Pc 作为参数矩阵, 代

入 (2.10) 有 



y(k+1) = (C + B∗A−1B)−1(B∗A−1f + g −Dz(k))
x(k+1) = A−1(f −By(k+1))
z(k+1) = z(k) + 100τ(D∗D)−1(h + D∗y(k+1))

再将 Q-Uzawa 迭代格式代入等价形式 (4.2) 计算, 得如下计算结果.

表 3 当 P = Pc 时, Q-Uzawa 方法的计算结果
m n p τ IT CPU RES

50 40 10 0.5 35 0.069 9.5979e-07
150 100 50 0.5 27 0.536 9.6952e-07
300 200 100 0.5 25 2.993 8.8183e-07
600 400 200 0.5 24 29.799 8.2240e-07
800 600 400 0.5 24 102.675 8.7426e-07
1000 800 600 0.5 24 222.092 9.0011e-07

②选取 P = (1/2)D∗B∗A−1BD
∆= Pd 作为参数矩阵, 代入 (2.10) 有





y(k+1) = (C + B∗A−1B)−1(B∗A−1f + g −Dz(k))
x(k+1) = A−1(f −By(k+1))
z(k+1) = z(k) + 2τ(D∗B∗A−1BD)−1(h + D∗y(k+1))

,

再将 Q-Uzawa 迭代格式代入等价形式 (4.2) 计算, 得如下计算结果.
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表 4 当 P = Pd 时, Q-Uzawa 方法的计算结果
m n p τ IT CPU RES

50 40 10 0.8 7 0.029 8.1785e-07
150 100 50 0.8 6 0.147 8.3143e-07
300 200 100 0.8 6 0.805 4.1586e-07
600 400 200 0.8 5 7.258 7.0588e-07
800 600 400 0.8 5 23.467 4.8497e-07
1000 800 600 0.8 5 49.820 3.7483e-07

从表 1 －表 4 的结果可知, 对不同的双鞍点系数矩阵 A, 当选取合适的参数 τ 和参数正

定矩阵 P 时, 所建立的分层 Q-Uzawa 迭代对求解系统 (1.1) 可达到理想的收敛效果.

6 结语

本文在四元数体上讨论 3 × 3 块状双鞍点系统 (1.1) 的求解问题. 通过将双鞍点系统进
行 2 × 2 分块划分, 形成一个广义鞍点问题, 再运用分层迭代思想, 构建出求解该广义鞍点问
题的 Q-Uzawa 迭代, 同时运用四元数矩阵的特征值理论, 证明了 Q-Uzawa 迭代在参数 τ 及

参数矩阵 P 满足定理 3.1 条件下的收敛性, 该结论对参数矩阵 P 的选取有较大的灵活性. 最
后给出了参数矩阵 P 的选取方法, 并运用四元数矩阵复表示获得适应MATLAB 环境的算法
实现过程, 2 个数值算例检验了 Q-Uzawa 迭代的有效及可行性.
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THE HIERARCHICAL UZAWA ITERATION METHOD FOR THE

QUATERNION DOUBLE SADDLE POINT PROBLEM

ZHANG Yan-ting, HUANG Jing-pin

(School of Mathematics and Physics, Guangxi Minzu University, Nanning 530006, China)

Abstract: With the wide application of quaternion in the field of science and technology,

this paper proposes and discusses the iterative solution of the 3 × 3 block quaternion double

saddle point problem. By using the appropriate matrix partition method, the double saddle point

problem is transformed into a generalized single saddle point problem, so as to construct the

corresponding hierarchical parametric Q-Uzawa iteration. Then, by using the eigenvalue theory

of quaternion matrix, the spectral radius of the iterative matrix is analyzed, and the condition of

iterative convergence and the method of parameter selection are obtained. Finally, the complex

representation method of quaternion matrix is used to realize the iterative solution of the system

in Matlab environment. The numerical example verifies the feasibility and effectiveness of the

given iteration.

Keywords: quaternion; double saddle point problem; layered Uzawa iteration; convergence

conditions; parameter selection
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