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摘要: 本文研究了具有周期系数的一阶和二阶线性微分方程的 Hyers-Ulam 稳定性. 利用常数

变易法, 获得了其 Hyers-Ulam 稳定性的充分必要条件, 推广了具有周期系数的一阶齐次线性微分方程

Hyers-Ulam 稳定性的相关结果.
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1 引言

1940 年 Ulam [1] 提出了一个关于同态泛函方程稳定性的问题, 一年后 Hyers [2] 首次做

出回答, 而后 Rassias [3] 提出并证明了 Hyers-Ulam 稳定性的一般情况, 此后, 众多研究者的
积极贡献促进了 Ulam 型稳定性理论的进步 [4−7]. 1998 年, Alsina 和 Ger [8] 首次将 Ulam 型
稳定性的研究范围从泛函方程扩展到了微分方程领域, 引入了微分方程 Hyers-Ulam 稳定性
的概念.
近二十年来, 微分方程的 Hyers-Ulam 稳定性研究成为一个非常活跃的研究方向, 很多学

者在该领域做了大量富有成效的工作, 将 Hyers-Ulam 稳定性陆续推广到各种线性微分方程、
微分算子、差分方程和动力系统等方向上 [9,10]. 这些工作不仅推动了 Hyers-Ulam 稳定性研
究的发展, 同时也丰富了微分方程 (包括微分系统）的研究内容, 该方向的研究也被应用到了
很多实际问题中.
对于一阶线性微分方程 y′ − λ(x)y = 0, 我们知道, 若 λ(x) ≡ 0, 那么它在 R 上不是

Hyers-Ulam 稳定的 [11], 但 λ(x) 6≡ 0 是更为普遍的情况. Fukutaka 和Onitsuka [12] 在该方程

系数 λ(x) 是连续周期函数的情况下, 获得了该方程在 R 上是 Hyers-Ulam 稳定的充分条件,
并进一步阐明了其 Hyers-Ulam 稳定性的最佳常数. 之后, Fukutaka 和 Onitsuka [13] 又建立

了具有周期系数的一阶齐次线性微分方程 Hyers-Ulam 稳定的充要条件.
与此同时, 学者们研究了二阶线性微分方程的 Ulam 稳定性. 2010 年, Li [14] 研究了简

单二阶线性微分方程 y′′ = λ2y 的 Ulam 型稳定性. 之后, 这一研究被推广到更一般的常系
数微分方程 [15−17]. 此外, 关于二阶变系数线性微分方程的研究也很多 [18−21]. 然而, 目前对
具有周期系数的二阶线性微分方程的 Ulam 稳定性的研究较少. Akbar Zada 等人 [22] 在一

定条件下研究了一类具有周期系数的线性微分系统 Hyers-Ulam 稳定性与一致指数稳定的关
∗收稿日期：2023-10-08 接收日期: 2023-11-20

基金项目：上海市自然科学基金资助 (21ZR1401000).

作者简介: 董居悦 (1999–), 女, 江苏苏州, 研究生, 主要研究方向: 常微分方程及应用.

E-mail: 1427381913@qq.com.

通讯作者: 谢峰, 男, 教授, 主要研究方向: 常微分方程与动力系统. E-mail: fxie@dhu.edu.cn.



226 数 学 杂 志 Vol. 44

系, Bakht Zada [23] 对一类具有周期系数的时变线性系统的 Hyers-Ulam 稳定性进行了研究.
Fukutaka 和 Onitsuka [24] 建立了一类具有周期系数的 Hill 方程 y′′ − (λ2(x)− λ′(x)) y = 0
在 R 上 Hyers-Ulam 稳定的充分必要条件并在 [25] 中得到了 Hill 方程 Hyers-Ulam 稳定的最
佳常数. 受其启发, 本文将该理论推广至更一般的具有周期系数的线性微分方程 Hyers-Ulam
稳定性的研究中.
本文首先研究具有周期系数的一阶非齐次线性微分方程

y′ − λ(x)y = f(x), x ∈ R, (1.1)

其中 λ(x), f(x) 为 R 上的连续函数. 在得到该方程 Hyers-Ulam 稳定的充要条件的基础上,
研究具有周期系数的二阶齐次线性微分方程

y′′ + mλ(x)y′ − (m + 1)
(
λ2(x)− λ′(x)

)
y = 0, x ∈ R, (1.2)

其中 λ(x) 为 R 上以 ω (> 0) 为周期的连续函数, m ∈ R. 进而, 我们研究相应的二阶非齐次
线性微分方程

y′′ + mλ(x)y′ − (m + 1)
(
λ2(x)− λ′(x)

)
y = f(x), x ∈ R, (1.3)

其中 f(x) 为 R 上的连续函数.

2 预备知识

本文中, I = (a, b),−∞ ≤ a < b ≤ ∞.
定义 2.1 [26] 假设K > 0, 任给 ε > 0, 若对于满足

|ϕ′(x)− λ(x)ϕ(x)− f(x)| ≤ ε, x ∈ I

的连续可微函数 ϕ(x), 存在方程 (1.1) 的一个解 y(x) : I → R, 使得

|ϕ(x)− y(x)| ≤ Kε

对一切 x ∈ I 都成立, 则称方程 (1.1) 在 I 上是 Hyers-Ulam 稳定的, K 为方程 (1.1) 在 I 上

的一个 Ulam 常数 (HUS 常数).
定义 2.2 假设K > 0, 任给 ε > 0, 若对于满足

∣∣η′′(x) + mλ(x)η′(x)− (m + 1)
(
λ2(x)− λ′(x)

)
η(x)− f(x)

∣∣ ≤ ε, x ∈ I

的二阶连续可微函数 η(x), 存在方程 (1.3) 在 I 上的解 y(x), 使得

|η(x)− y(x)| ≤ Kε, x ∈ I

成立, 则称方程 (1.3) 在 I 上是 Hyers-Ulam 稳定的, K 为方程 (1.3) 在 I 上的一个 Ulam 常
数 (HUS 常数). 若 f(x) = 0, 则方程 (1.2) 在 I 上是 Hyers-Ulam 稳定的, K 为方程 (1.2) 在
I 上的一个 Ulam 常数 (HUS 常数).
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引理 2.1 [12] 假设 λ(x) 为 R 上以 ω > 0 为周期的连续函数, A(x) 为 λ(x) 在 R 上的不
定积分, 则

A(x + ω)−A(x) =
∫ ω

0

λ(s)ds

在 R 上成立. 特别地, 当
∫ ω

0
λ(s)ds = 0 时, A(x + ω)−A(x) = 0 在 R 上恒成立.

进而, 恒有
min

x∈(0,ω]
A(x) ≤ A(x) ≤ max

x∈(0,ω]
A(x), ∀x ∈ R. (2.1)

本文中, 恒假设方程 (1.1),(1.2) 和 (1.3) 中的系数 λ(x) 是 R 上以 ω(> 0) 为周期的连续
函数, 并记 A(x),Γ+(x),Γ−(x) 分别为 λ(x), eA(x), e−A(x) 在 R 上的不定积分.

3 具有周期系数的一阶线性微分方程的 Hyers-Ulam 稳定性

本节考虑具有周期系数的一阶线性微分方程 (1.1). 首先给出方程 (1.1) 在 I 上 Hyers-
Ulam 稳定的必要条件.
定理 3.1 如果

∫ ω

0
λ(x)dx = 0, a = −∞ 或 b = ∞, 则方程 (1.1) 在 I 上不是 Hyers-Ulam

稳定的.
证 令 A(x) 为 λ(x) 在 R 上的不定积分, 由于

∫ ω

0
λ(x)dx = 0, 根据引理 2.1, 我们有

min
x∈(0,ω]

A(x) ≤ A(x) ≤ max
x∈(0,ω]

A(x), ∀x ∈ R.

任给 ε > 0, 定义函数

Φ(x) =
(

ε

∫ x

0

e−A(s)ds + c1

)
eA(x),

x ∈ I, c1 ∈ R. 显然Φ(x)是方程Φ′(x)−λ(x)Φ(x) = ε的解,则 |Φ′(x)− λ(x)Φ(x)| = ε, x ∈ I.
假设 u(x) 为方程 (1.1) 所对应的齐次微分方程 y′ − λ(x)y = 0 在 R 上的任意一个解, 令

η(x) = Φ(x) + u(x). 于是对 ∀x ∈ I, 有

ε = |Φ′(x)− λ(x)Φ(x)|
= |η′(x)− u′(x)− λ(x)[η(x)− u(x)]|
= |η′(x)− λ(x)η(x)− u′(x)λ(x)u(x)|
= |η′(x)− λ(x)η(x)− f(x)|

成立.
假设 c2 ∈ R 为任意常数, 则 v(x) = c2eA(x) 为方程 y′ − λ(x)y = 0 在 R 上的通解.
令 y(x) = u(x) + v(x), x ∈ R. 根据叠加原理可知, y(x) 为方程 (1.1) 的通解. 从而对

∀x ∈ I, 有
|η(x)− y(x)| = |Φ(x) + u(x)− u(x)− v(x)|

= |Φ(x)− v(x)|

=
∣∣∣∣ε

∫ x

0

e−A(s)ds + c1 − c2

∣∣∣∣ eA(x)

=
∣∣∣∣
∫ x

0

e−A(s)ds +
c1 − c2

ε

∣∣∣∣ eA(x)ε

(3.1)
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成立.
现在考虑 b = ∞ 的情况, 利用不等式 (2.1), 可知当 x ≥ 0 时,

∫ x

0

e−A(s)ds +
c1 − c2

ε
≥ xe

− max
x∈[0,ω]

A(x)
+

c1 − c2

ε
,

且存在 x1 > max{0, a}, 使得当 x ≥ x1 时,

xe
− max

x∈(0,ω]
A(x)

+
c1 − c2

ε
> 0.

因此, 利用式 (2.1) 和 (3.1), 可知当 x ≥ x1 时,

|η(x)− y(x)| ≥
(

xe
− max

x∈[0,ω]
A(x)

+
c1 − c2

ε

)
eA(x)ε

≥
(

xe
− max

x∈(0,ω]
A(x)

+
c1 − c2

ε

)
e
− max

x∈(0,ω]
A(x)

ε

成立.
从而, lim

x→∞
|η(x)− y(x)| = ∞, 即方程 (1.1) 在 I = (a,∞) 上不是 Hyers-Ulam 稳定的.

同理可证 a = −∞ 的情况.
推论 3.1 如果

∫ ω

0
λ(x)dx = 0, a = −∞ 或 b = ∞, 则方程 (1.1) 在 R 上不是 Hyers-Ulam

稳定的.
在文献 [24] 中, 作者给出了方程 (1.1) 在 I 上 Hyers-Ulam 稳定的充分条件.
定理 3.2 [24] 若 λ(x) 为 R 上以 ω > 0 为周期的连续函数, 假设 A(x),Γ−(x) 分别为

λ(x), e−A(x) 在 R 上的不定积分. 则:
(i) 若 b = ∞ 且 ∫ ω

0
λ(x)dx > 0, 则方程 (1.1) 在 I 上是 Hyers-Ulam 稳定的, 且存在一个

Ulam 常数
max

x∈(0,ω]

[((
lim

x→∞
Γ−(x)

)
− Γ−(x)

)
eA(x)

]
;

(ii) 若 a = −∞ 且 ∫ ω

0
λ(x)dx < 0, 则方程 (1.1) 在 I 上是 Hyers-Ulam 稳定的, 且存在一

个 Ulam 常数

max
x∈(0,ω]

[(
Γ−(x)−

(
lim

x→−∞
Γ−(x)

))
eA(x)

]
.

将这两个定理结合起来, 就得到了方程 (1.1) 在 R 上 Hyers-Ulam 稳定的充要条件.
定理 3.3 方程 (1.1) 在 R 上是 Hyers-Ulam 稳定的当且仅当

∫ ω

0
λ(x)dx 6= 0.

4 具有周期系数的二阶齐次线性微分方程的 Hyers-Ulam 稳定性

本节考虑具有周期系数的二阶齐次线性微分方程 (1.2).
本节及以后, 我们进一步假设 λ(x) 是 R 上以 ω > 0 为周期的连续可微函数, m ∈ R, 此

时 (m + 1) (λ2(x)− λ′(x)) 也是 R 上以 ω > 0 为周期的连续函数. 特别地, 当 m = 0 时, 方
程 (1.2) 为 Hill 方程.
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定理 4.1
(i) 若

∫ ω

0
λ(x)dx > 0, 则方程 (1.2) 在 R 上是 Hyers-Ulam 稳定的, 且存在一个 Ulam 常

数

{
max

x∈(0,ω]

[(
Γ+(x)− lim

x→−∞
Γ+(x)

)
e−A(x)

]}{
max

x∈(0,ω]

[(
lim

x→∞
Γ−(x)− Γ−(x)

)
eA(x)

]}
;

(ii) 若
∫ ω

0
λ(x)dx < 0, 则方程 (1.2) 在 R 上是 Hyers-Ulam 稳定的, 且存在一个 Ulam 常

数

{
max

x∈(0,ω]

[(
lim

x→∞
Γ+(x)− Γ+(x)

)
e−A(x)

]}{
max

x∈(0,ω]

[(
Γ−(x)− lim

x→−∞
Γ−(x)

)
eA(x)

]}
.

证 令 I = R, 即 a = −∞, b = ∞. 任给 ε > 0, 假设对 ∀x ∈ R, 存在二阶连续可微函数
η(x), 满足

| η′′(x) + mλ(x)η′(x)− (m + 1)
(
λ2(x)− λ′(x)

)
η(x) |≤ ε.

在 R 上定义 ψ(x) = η′(x) + (m + 1)λ(x)η(x), 由于 λ(x) 和 η′(x) 都是 R 上连续可微的
函数, 则 ψ(x) 也是一个在 R 上连续可微的函数. 于是对 ∀x ∈ R, 有

|ψ′(x)− λ(x)ψ(x)|
=

∣∣[η′(x) + (m + 1)λ(x)η(x)]′ − λ(x) [η′(x) + (m + 1)λ(x)η(x)]
∣∣

=
∣∣η′′(x) + mλ(x)η′(x)− (m + 1)

[
λ2(x)− λ′(x)

]
η(x)

∣∣ ≤ ε.

首先证明 (i) . 假设
∫ ω

0
λ(x)dx > 0. 根据定理 3.2, 存在方程

w′(x)− λ(x)w(x) = 0

的一个解 w(x), 使得对 ∀x ∈ R, 有

|η′(x) + (m + 1)λ(x)η(x)− w(x)|
=|ψ(x)− w(x)|
≤ max

x∈(0,ω]

[((
lim

x→∞
Γ−(x)

)
− Γ−(x)

)
eA(x)

]
ε.

根据定理 3.2, a = −∞ 且 ∫ ω

0
−λ(x)dx < 0, 存在方程

z′(x) + (m + 1)λ(x)z(x)− w(x) = 0

的一个解 z(x), 使得对 ∀x ∈ R 有

|η(x)− z(x)|

≤
{

max
x∈(0,ω]

[(
Γ+(x)− lim

x→−∞
Γ+(x)

)
e−A(x)

]}{
max

x∈(0,ω]

[(
lim

x→∞
Γ−(x)− Γ−(x)

)
eA(x)

]}
ε.
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由于 λ(x) 和 z(x) 都是可微函数, 所以 z′(x) 也是可微的. 于是对 ∀x ∈ R 有

z′′(x) + mλ(x)z′(x)− (m + 1)
[
λ2(x)− λ′(x)

]
z(x)

=[z′(x) + (m + 1)λ(x)z(x)]′ − λ(x) [z′(x) + (m + 1)λ(x)z(x)]

=w′(x)− λ(x)w(x) = 0.

即 z(x) 为方程 (1.2) 在 R 上的一个解. 故此时方程 (1.2) 在 I 上是 Hyers-Ulam 稳定的且存
在一个 Ulam 常数为

{
max

x∈(0,ω]

[(
Γ+(x)− lim

x→−∞
Γ+(x)

)
e−A(x)

]}{
max

x∈(0,ω]

[(
lim

x→∞
Γ−(x)− Γ−(x)

)
eA(x)

]}
.

接下来证明 (ii). a = −∞ 且 ∫ ω

0
λ(x)dx < 0 时, 对 ∀x ∈ R 有 |ψ′(x)− λ(x)ψ(x)| ≤ ε.

根据定理 3.2, 存在方程
w′(x)− λ(x)w(x) = 0

的一个解 w(x), 使得对 ∀x ∈ R 有

|η′(x) + (m + 1)λ(x)η(x)− w(x)|
=|ψ(x)− w(x)|

≤ max
x∈(0,ω]

[(
Γ−(x)− lim

x→−∞
Γ−(x)

)
eA(x)

]
ε.

根据定理 3.2, b = ∞ 且 ∫ ω

0
−λ(x)dx > 0, 存在方程

z′(x) + (m + 1)λ(x)z(x)− w(x) = 0

的一个解 z(x), 使得对 ∀x ∈ R 有

|η(x)− z(x)|

≤
{

max
x∈(0,ω]

[(
lim

x→∞
Γ+(x)− Γ+(x)

)
e−A(x)

]}{
max

x∈(0,ω]

[(
Γ−(x)− lim

x→−∞
Γ−(x)

)
eA(x)

]}
ε.

与 (i) 中证明类似, 易得 z(x) 为方程 (1.2) 在 R 上的一个解. 故此时方程 (1.2) 在 I 上是

Hyers-Ulam 稳定的且存在一个 Ulam 常数为
{

max
x∈(0,ω]

[(
lim

x→∞
Γ+(x)− Γ+(x)

)
e−A(x)

]}{
max

x∈(0,ω]

[(
Γ−(x)− lim

x→−∞
Γ−(x)

)
eA(x)

]}
.

定理 4.2 如果
∫ ω

0
λ(x)dx = 0, a = −∞ 或 b = ∞, 则方程 (1.2) 在 I 上不是 Hyers-Ulam

稳定的.
证 任给 ε > 0, 定义函数

η(x) =
{

ε

∫ x

0

e(m+2)A(s)

∫ s

0

e−A(u)duds +
(

c1

∫ x

0

e(m+2)A(s)ds + c2

)}
e−(m+1)A(x),
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c1, c2 ∈ R, 则 η(x) 满足方程

η′′(x) + mλ(x)η′(x)− (m + 1)
(
λ2(x)− λ′(x)

)
η(x) = ε,

于是, ∣∣η′′(x) + mλ(x)η′(x)− (m + 1)
(
λ2(x)− λ′(x)

)
η(x)

∣∣ = ε.

显然方程 (1.2) 的通解为

v(x) =
(

c3

∫ x

0

e(m+2)A(s)ds + c4

)
e−(m+1)A(x),

其中 c3, c4 为任意常数. 于是对 ∀x ∈ R, 有

|η(x)− v(x)|

=
∣∣∣
[
ε

∫ x

0

e(m+2)A(s)

∫ s

0

e−A(u)duds +
(

c1

∫ x

0

e(m+2)A(s)ds + c2

)]
e−(m+1)A(x)

−
(

c3

∫ x

0

e(m+2)A(s)ds + c4

)
e−(m+1)A(x)

∣∣∣

(4.1)

成立.
现在考虑 b = ∞ 的情况. 利用不等式 (2.1), 可知当 x ≥ 0 时,

∫ x

0

e−A(s)ds ≥ e−maxx∈(0,ω] A(x)x ≥ 0

且

e
(m+2) max

x∈(0,ω]
A(x) ≥ e(m+2)A(x) ≥ e

(m+2) min
x∈(0,ω]

A(x)
> 0.

进一步,

e(m+2)A(x)

∫ x

0

e−A(u)du +
c1 − c3

ε
e(m+2)A(x)

≥e
(m+2) min

x∈(0,ω]
A(x)−(m+2) max

x∈(0,ω]
A(x)

x− |c1 − c3|
ε

e
(m+2) max

x∈(0,ω]
A(x)

.

于是,
∫ x

0

(
e(m+2)A(s)

∫ s

0

e−A(u)du +
c1 − c3

ε
e(m+2)A(x)

)
ds +

c2 − c4

ε

≥e
(m+2) min

x∈(0,ω]
A(x)−(m+2) max

x∈(0,ω]
A(x)

2
x2 − |c1 − c3|

ε
e
(m+2) max

x∈(0,ω]
A(x)

x +
c2 − c4

ε
,

且存在一个 x1 > max{0, a}, 使得当 x ≥ x1 时,

e
(m+2) min

x∈(0,ω]
A(x)−(m+2) max

x∈(0,ω]
A(x)

2
x2 − |c1 − c3|

ε
e
(m+2) max

x∈(0,ω]
A(x)

+
c2 − c4

ε
> x.
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因此, 利用式 (2.1) 和 (4.1), 有

|η(x)− v(x)| ≥ xe−A(x)ε ≥ xe
− max

x∈(0,ω]
A(x)

ε, x ≥ x1.

从而, limx→∞ |η(x) − v(x)| = ∞, 即方程 (1.2) 在 I = (a,∞) 上不是 Hyers-Ulam 稳定
的.
同理可证 a = −∞ 的情况.
推论 4.1 如果

∫ ω

0
λ(x)dx = 0, a = −∞或 b = ∞,则方程 (1.2)在R上不是Hyers-Ulam

稳定的.
定理 4.3 方程 (1.2) 在 R 上是 Hyers-Ulam 稳定的当且仅当

∫ ω

0
λ(x)dx 6= 0.

5 具有周期系数的二阶非齐次线性微分方程的 Hyers-Ulam 稳定性

本节考虑具有周期系数的二阶非齐次线性微分方程 (1.3).
定理 5.1
(i) 若

∫ ω

0
λ(x)dx > 0, 则方程 (1.3) 在 R 上是 Hyers-Ulam 稳定的, 且存在一个 Ulam 常

数
{

max
x∈(0,ω]

[(
Γ+(x)− lim

x→−∞
Γ+(x)

)
e−A(x)

]}{
max

x∈(0,ω]

[(
lim

x→∞
Γ−(x)− Γ−(x)

)
eA(x)

]}
;

(ii) 若
∫ ω

0
λ(x)dx < 0, 则方程 (1.3) 在 R 上是 Hyers-Ulam 稳定的, 且存在一个 Ulam 常

数
{

max
x∈(0,ω]

[(
lim

x→∞
Γ+(x)− Γ+(x)

)
e−A(x)

]}{
max

x∈(0,ω]

[(
Γ−(x)− lim

x→−∞
Γ−(x)

)
eA(x)

]}
.

证 首先证明 (i). 不妨设 u(x)为方程 (1.3)在R上的任意一个解.在 I 上
∫ ω

0
λ(x)dx > 0,

并假设 ∣∣η′′(x) + mλ(x)η′(x)− (m + 1)
(
λ2(x)− λ′(x)

)
η(x)− f(x)

∣∣ ≤ ε,

则

ε ≥
∣∣η′′(x) + mλ(x)η′(x)− (m + 1)

(
λ2(x)− λ′(x)

)
η(x)− f(x)

∣∣
=| η′′(x) + mλ(x)η′(x)− (m + 1)

(
λ2(x)− λ′(x)

)
η(x)

− [
u′′(x) + mλ(x)u′(x)− (m + 1)

(
λ2(x)− λ′(x)

)
u(x)

] |
=

∣∣[η(x)− u(x)]′′ + mλ(x)[η(x)− u(x)]′ − (m + 1)
(
λ2(x)− λ′(x)

)
[η(x)− u(x)]

∣∣

成立.
根据定理 4.1 和以上不等式, 存在方程 (1.2) 的一个解 v(x), 使得在 I 上

|[η(x)− u(x)]− v(x)|

≤
{

max
x∈(0,ω]

[(
Γ+(x)− lim

x→−∞
Γ+(x)

)
e−A(x)

]}{
max

x∈(0,ω]

[(
lim

x→∞
Γ−(x)− Γ−(x)

)
eA(x)

]}
ε

成立.
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记 y(x) = u(x) + v(x), x ∈ R. 显然, y(x) 为方程 (1.3) 的解, 且在 I 上

|η(x)− y(x)| = |[η(x)− u(x)]− v(x)|

≤
{

max
x∈(0,ω]

[(
Γ+(x)− lim

x→−∞
Γ+(x)

)
e−A(x)

]}{
max

x∈(0,ω]

[(
lim

x→∞
Γ−(x)− Γ−(x)

)
eA(x)

]}
ε

成立. 此时方程 (1.3) 在 I 上是 Hyers-Ulam 稳定的且存在一个 Ulam 常数为
{

max
x∈(0,ω]

[(
Γ+(x)− lim

x→−∞
Γ+(x)

)
e−A(x)

]}{
max

x∈(0,ω]

[(
lim

x→∞
Γ−(x)− Γ−(x)

)
eA(x)

]}
.

类似可证 (ii).
定理 5.2 如果

∫ ω

0
λ(x)dx = 0, a = −∞ 或 b = ∞, 则方程 (1.3) 在 I 上不是 Hyers-Ulam

稳定的.
证 任给 ε > 0, 定义函数

η(x) =
{

ε

∫ x

0

e(m+2)A(s)

∫ s

0

e−A(u)duds +
(

c1

∫ x

0

e(m+2)A(s)ds + c2

)}
e−(m+1)A(x),

c1, c2 ∈ R, 则 η(x) 满足方程 η′′(x) + mλ(x)η′(x) − (m + 1) (λ2(x)− λ′(x)) η(x) = ε, 于是,
|η′′(x) + mλ(x)η′(x)− (m + 1) (λ2(x)− λ′(x)) η(x)| = ε.

假设 u(x) 为方程 (1.3) 在 R 上的任意一个解, 且 ϕ(x) := η(x) + u(x), 则有

ε =
∣∣η′′(x) + mλ(x)η′(x)− (m + 1)

(
λ2(x)− λ′(x)

)
η(x)

∣∣
=

∣∣[ϕ′′(x)− u′′(x)] + mλ(x) [ϕ′(x)− u′(x)]− (m + 1)
(
λ2(x)− λ′(x)

)
[ϕ(x)− u(x)]

∣∣
=

∣∣ϕ′′(x) + mλ(x)ϕ′(x)− (m + 1)
(
λ2(x)− λ′(x)

)
ϕ(x)− f(x)

∣∣ , x ∈ I.

由于方程 (1.2) 的通解为

v(x) =
(

c3

∫ x

0

e(m+2)A(s)ds + c4

)
e−(m+1)A(x),

其中 c3, c4 为任意常数, 记 y(x) = u(x) + v(x), x ∈ R, 显然 y(x) 为方程 (1.3) 的通解. 于是对
∀x ∈ R, 有

|Φ(x)− y(x)| = |η(x)− v(x)|

=
∣∣∣
[
ε

∫ x

0

e(m+2)A(s)

∫ s

0

e−A(u)duds +
(

c1

∫ x

0

e(m+2)A(s)ds + c2

)]
e−(m+1)A(x)

−
(

c3

∫ x

0

e(m+2)A(s)ds + c4

)
e−(m+1)A(x)

∣∣∣

=
∣∣∣∣
∫ x

0

(
e(m+2)A(s)

∫ s

0

e−A(u)du +
c1 − c3

ε
e(m+2)A(x)

)
ds +

c2 − c4

ε

∣∣∣∣ e−A(x)ε.

(5.1)

与定理 4.2 证明类似, 利用式 (2.1) 和 (5.1), 有

|ϕ(x)− y(x)| ≥ xe−A(x)ε ≥ xe
− max

x∈(0,ω]
A(x)

ε, x > max{0, a}.
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从而, lim
x→∞

|ϕ(x)− y(x)| = ∞, 即方程 (1.3) 在 I = (a,∞) 上不是 Hyers-Ulam 稳定的.

同理可证 a = −∞ 的情况.
推论 5.1 如果

∫ ω

0
λ(x)dx = 0, a = −∞或 b = ∞,则方程 (1.3)在R上不是Hyers-Ulam

稳定的.
推论 5.2 方程 (1.3) 在 R 上是 Hyers-Ulam 稳定的当且仅当

∫ ω

0
λ(x)dx 6= 0.

6 结语

本文研究了具有周期系数的线性微分方程的 Hyers-Ulam 稳定性. 首先, 我们建立了一
阶非齐次线性微分方程 Hyers-Ulam 稳定的充分必要条件. 利用这一结果, 建立了一类具有周
期系数的二阶齐次线性微分方程 Hyers-Ulam 稳定的充要条件. 当 m = 0 时, 上述二阶微分
方程为 Hill 方程. 最后, 将该理论推广到所对应的二阶非齐次微分方程. 特别地, 在定理中给
出了精确的 HUS 常数. 如果系数是一个常数, 它就是最佳 HUS 常数. 这些结果可改进文献
[24] 中的结果. 应当指出, 关于此类具有周期系数的微分方程研究较少, 因此进一步的研究是
非常重要的.
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HYERS – ULAM STABILITY OF LINEAR DIFFERENTIAL

EQUATIONS WITH PERIODIC COEFFICIENTS

DONG Ju-yue, XIE Feng

(College of Science, Donghua University, Shanghai 201620, China)

Abstract: This paper deals with Hyers-Ulam stability (HUS) of first and second order linear

differential equations with periodic coefficients. Necessary and sufficient conditions are established

for Hyers-Ulam stability of the linear differential equations by means of the constant variation

method. The related results of Hyers-Ulam stability for first order homogeneous linear differential

equations with periodic coefficients are generalized.

Keywords: Hyers-Ulam stability; linear differential equations; periodic coefficient; neces-

sary and sufficient condition
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