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双圈图的邻点强可区别全染色
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摘要: 本文研究了双圈图的邻点强可区别全染色问题, 并利用结构分析法给出了双圈图的邻

点强可区别全色数的上界. 即, 当 G 是以∞- 图为基图的双圈图时, 则 χast(G) ≤ ∆(G) + 2; 其他

χast(G) ≤ ∆(G) + 3. 从而验证了张忠辅等提出的平面图的邻点强可区别全染色猜想在双圈图上是成

立的.
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1 引言

本文所考虑的图均为简单无向图. 设 G = (V, E) 是一个简单连通图, 其中 V (G) 表示图
G 的顶点集, E(G) 表示图 G 的边集. 对于 ∀v ∈ V (G), 用 d(v) 表示顶点 v 的度, 其中度为 1
的点称为悬挂点, ∆(G) = max{d(v)|v ∈ V (G)} 为图 G 的最大度, 简记为 ∆. 本文中使用但
未定义的术语和符号见参考文献 [1].
图的染色问题是近年来图论研究的热点问题, 其具有重要的理论意义和广泛的实用背

景. 2004 年, 张忠辅等在文 [2] 中提出了图的邻点可区别全染色的概念, 即图 G 的一个k-
邻点可区别全染色是一个满足相邻点色集合不同的正常全染色 f (即, 从 : V (G) ∪ E(G) →
{1, 2, · · · , k} 的映射), 其中任意一点的色集合为该点及关联边上的所染颜色构成的集合, 称
χat(G) = min{k|G 存在一个 k- 邻点可区别全染色} 为 G 的邻点可区别全色数. 随后, 图的
邻点可区别全染色引起了国内外学者的广泛关注, 见参考文献 [3–8, 11–13] 等. 2007 年, 张忠
辅等在文 [9] 中提出了图的邻点强可区别全染色, 并给出了路、圈、完全二部图和树的邻点强
可区别全色数. 下面给出图的邻点强可区别全染色的概念:
定义 1.1[9] 令G = (V, E) 是一个 |V (G)| ≥ 3 的简单连通图, f 是一个从 E(G)∪V (G)

到 {1, 2, . . . , k} 的映射, 其中 k 是一个正整数. 若满足

(1) 对任意边 uv ∈ E(G), f(u) 6= f(v), f(u) 6= f(uv), f(v) 6= f(uv);

(2) 对任意相邻边 uv, uw ∈ E(G)(v 6= w), f(uv) 6= f(uw);
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(3) 对任意边 uv ∈ E(G), Cf 〈u〉 6= Cf 〈v〉.
其中 Cf 〈u〉 = {f(u)} ∪ {f(uv), f(v)|uv ∈ E(G)}. 则 f 被称为 G 的一个邻点强可区别全染

色, 简记为 G 的 k − AV SDTC, 图 G 满足邻点强可区别全染色的最小颜色数 k 称为邻点强

可区别全色数, 简记 χast(G). 显然

χast(G) = min{k|G 存在一个k −AV SDTC}.
基于一些特殊图类如路、圈、完全二部图和树的邻点强可区别全染色研究, 张忠辅等 [9]

猜想:
猜想 1.2 [9] 对于阶数不小于 3 的平面图 G, 则有 χast(G) ≤ ∆(G) + 3.
一个简单连通图 G 满足 k = |E(G)| − |V (G)| + 1 时被称为k- 圈图. 特别地, 当 k = 1

时称为单圈图, 记作 U ; 当 k = 2 时称为双圈图, 将不包含悬挂点的双圈图称为双圈基
图. 根据双圈图的结构, 可将其分为三类: θ- 图, ∞- 图和哑铃图, 其分别对应于图 1 中的
B1(r, s, t)(r, s, t 中至少有两个大于等于 1), B2(r, t)(r ≥ 2, t ≥ 2) 和 B3(r, s, t)(r ≥ 2, t ≥ 2),
见文献 [10]. 其中要特别说明的是: 在 B1(r, s, t) 中, 如果 r, s, t 中任意一个数为 0 时, 意味着
点 x 与点 y 相邻; 在 B3(r, s, t) 中, 如果 s = 0 时, 意味着点 x 与点 y 相邻.
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图 1 双圈基图

本文主要考虑了双圈图的邻点强可区别全染色, 并得到了如下结论:
定理 1.3 设图G是一个双圈图. 若G以∞-图为基图的双圈图,则χast(G) ≤ ∆(G)+2;

其他 χast(G) ≤ ∆(G) + 3.
通过上述结论, 进一步验证了猜想 1.2 在双圈图上是成立的.

2 预备知识

引理 2.1[9] 对于顶点数 |V (G)| ≥ 3 的图 G, 有 χast(G) ≥ ∆ + 1. 特别地, 如果 G 含有

两个相邻的最大度顶点, 则 χast(G) ≥ ∆ + 2.
引理 2.2[9] 令 Cn 是阶数为 n 的圈, 则

χast(Cn) =

{
4, n 6= 4, 10 且 n 是偶数;

5, 其他.

由引理 2.2 知, χast(Cn) ≤ ∆(Cn) + 3, 故猜想 1.2 成立.
引理 2.3 对于任意图 G, 设 x 是图 G 中的一个顶点, 并且记 d(x) = d, 令点 y 是点

x 的邻点. 假设 f 是图 G 的一个正常全染色. 如果 d(y) ≤ bd−1
2
c 或者 d(y) ≥ 2d + 1, 则有

Cf 〈x〉 6= Cf 〈y〉.
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证 显然, 对任意 x ∈ V (G) 都有 d + 1 ≤ |Cf 〈x〉| ≤ 2d + 1. 若 d(y) ≤ bd−1
2
c, 则有

|Cf 〈y〉| ≤ 2d(y) + 1 ≤ d < d + 1 ≤ |Cf 〈x〉|; 若 d(y) ≥ 2d + 1, 类似可证 |Cf 〈y〉| > |Cf 〈x〉|. 因
此, Cf 〈x〉 6= Cf 〈y〉, 结论成立.
在图 G 的正常全染色 f 下, 若悬挂点 x 的邻点为 y, 且 d(y) ≥ 3, 则由引理 2.3 可知, x

与其的邻点 y 的色集合是强可区分的. 因而有如下推论:
推论 2.4 设 x 是图 G 的一个悬挂点, y 是 x 的邻点, 若 d(y) ≥ 3, 则 Cf 〈x〉 6= Cf 〈y〉.

3 定理 1.3 的证明

证 设图 G 是 ∆(G) ≥ 3 的双圈图, H 是以 ∞- 图为基图的双圈图. 记色集合为
C = {1, 2, . . . ,∆(G) + 2}. 首先, 根据图 G 是否同构于 H 分为以下两种情形:
情形 1 G ∼= H.
当 G ∼= H 时, 由 B2(r, t) 知 ∆(G) ≥ 4, 则 ∆(G) + 2 ≥ 6. 根据 G 是否有悬挂点分为两

种子情形:
情形 1.1 图 G 没有悬挂点.
利用拆分和粘合的方法分析其结构, 如图 2 所示.
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图 2 图 G 的拆分

将图 G 拆分为图 G1 和图 G2, 显然图 G1 和图 G2 都是圈. 由引理 2.2 知, 图 G1 和图

G2 均是 5 色可染的, 假设所用的 5 种色为 {1, 2, 3, 4, 5}. 不失一般性, 用颜色 1 染图 G1 和

图 G2 中的点 x, 用颜色 2 染图 G1 中的边 u1x, 用颜色 3 染图 G1 中的边 urx, 用颜色 4 染
图 G2 中的边 xw1, 用颜色 5 染图 G2 中的边 xwt, 为了保证以上染色能做到, 可以在图 G1

和图 G2 中进行颜色轮换, 使得上述染色成立. 现将图 G1 和图 G2 粘合变成图 G. 此时, 会
得到 Cf 〈x〉 = {1, 2, 3, 4, 5}. 考虑最坏的情况, 即 Cf 〈u1〉 = Cf 〈ur〉 = Cf 〈w1〉 = Cf 〈wt〉 =
Cf 〈x〉 = {1, 2, 3, 4, 5}. 则用颜色 g ∈ {C \ {1, 2, 3, 4, 5}} 中的任一种颜色重染点 w1. 于是,
Cf 〈x〉 = {1, 2, 3, 4, 5, g}, 即 |Cf 〈x〉| = 6, 而 |Cf 〈u1〉| = |Cf 〈ur〉| = |Cf 〈w1〉| = |Cf 〈wt〉| = 5,
所以粘合后的点 x 与其邻点均是可区别的, 故该情形得证.
情形 1.2 图 G 至少有一个悬挂点.
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根据悬挂点的邻点是否在基图上又可以分为以下两种情形:
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图 3 图 G 至少有一个悬挂点

情形 1.2.1 悬挂点的邻点都在基图上.
不失一般性, 设任意一个悬挂点 ω 的邻点为 ui, 显然 d(ui) ≥ 3, 记点 ui 除点 ω 之外

的其余邻点为 ui−1, ui+1, t1, . . . , td(ui)−3, 其中 2 ≤ d(uj) ≤ ∆, j = i − 1, i + 1. d(ti) = 1,
i = 1, 2, . . . , d(ui) − 3. 见图 3(a). 利用第二数学归纳法来证明该情形. 首先删去一个悬挂
点 ω. 令 G

′
= G − ω, 由归纳假设, χast(G

′
) ≤ ∆(G

′
) + 2, 其中 ∆(G

′
) ≤ ∆(G). 令 f

′
是

G
′
的 (∆(G

′
) + 2)−AV SDTC. 现在将 f

′
拓展为 G 的一个 (∆(G) + 2)−AV SDTC f . 令

f
′
(ui) = 1, f

′
(uitj) = j +1, j = 1, 2, . . . , d(ui)− 3, f

′
(uiui+1) = d(ui)− 1, f

′
(uiui−1) = d(ui),

则 |Cf ′ 〈ui〉| ≥ d(ui). 由推论 2.4 知, Cf 〈ui〉 6= Cf 〈tj〉, j = 1, 2, . . . , d(ui)− 3.
如果 |Cf ′ 〈ui〉| ≥ d(ui) + 1, 则用 Cf ′ 〈ui〉 \ {1, 2, . . . , d(ui)} 中的任一种颜色染给边 uiω,

点 ω 染颜色 2. 此时, Cf ′ 〈ui〉 = Cf 〈ui〉. 因此, 得到 Cf 〈ui〉 6= Cf 〈ui−1〉且 Cf 〈ui〉 6= Cf 〈ui+1〉.
如果 |Cf ′ 〈ui〉| = d(ui), 则 Cf ′ 〈ui〉 = {1, 2, . . . , d(ui)}. 首先 f 是一个正常的全染色,

所以 f(uiω) 6= f(ui), f(uiω) 6= f(uitj), j = 1, 2, . . . , d(ui) − 3, f(uiω) 6= f(uiui−1) 且
f(uiω) 6= f(uiui+1). 故 uiω 有 d(ui) 种禁用色; 同理点 u1 有 2 种禁用色. 因此, 边 uiω 和点

ω 有 (C − d(ui))× (C − 2) ≥ 2∆ 种可用色组合.
首先考虑点 ui 与点 ui−1 的色集合的可区分性. 显然当 |Cf ′ 〈ui−1〉| − |Cf ′ 〈ui〉| ≥ 3 或

|Cf ′ 〈ui−1〉| −|Cf ′ 〈ui〉| ≤ 0 时, Cf 〈ui〉 6= Cf 〈ui−1〉.

(1) 如果 |Cf ′ 〈ui−1〉| − |Cf ′ 〈ui〉| = 2, 不失一般性, 假设 Cf ′ 〈ui−1〉 = {1, 2, . . . , d(ui), x, y}.
则当边 uiω 和点 ω 是 (x, y) 或 (y, x) 时会导致 Cf 〈ui〉 = Cf 〈ui−1〉. 因此, 边 uiω 和点

ω 存在至多 2 种禁用色组合使得 Cf 〈ui〉 = Cf 〈ui−1〉;

(2) 如果 |Cf ′ 〈ui−1〉| − |Cf ′ 〈ui〉| = 1, 不失一般性, 假设 Cf ′ 〈ui−1〉 = {1, 2, . . . , d(ui), x}. 则
当边 uiω 和点 ω 是 (x, j), j = 2, 3, . . . , d(ui) 中的一种时, 会导致 Cf 〈ui〉 = Cf 〈ui−1〉.
因此, 至多有 d(ui)− 1 种禁用色组合使得点 ui 与点 ui−1 的色集合不可区分.

根据 (1) 和 (2), 至多有 max{2, d(ui) − 1} = d(ui) − 1 种禁用色组合使得 Cf 〈ui〉 =
Cf 〈ui−1〉. 同理, 至多有 d(ui) − 1 种禁用色组合使得 Cf 〈ui〉 = Cf 〈ui+1〉. 于是, 边 uiω 和点

ω 至少有 2∆− 2(d(ui)− 1) ≥ 2 种可用色组合. 对于 G 的其他元素, 保持 f = f ′(在后面的证
明中不在赘述). 因此, G 有一个 (∆(G) + 2)−AV SDTC f .
情形 1.2.2 至少有一个悬挂点的邻点不在基图上.
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选择一个距离基图最远的悬挂点, 记作点 ω, 点 ω 的邻点记为 t, 则 2 ≤ d(t) ≤ ∆. 将 t 的

除去点 ω 的邻点记为 ti, i = 1, 2, . . . , d(t)− 1, 其中 2 ≤ t1 ≤ ∆, tj = 1, j = 2, 3, . . . , d(t)− 1,
见图 3(b). 显然可得 |Cf 〈t〉| ≥ 3, |Cf 〈t1〉| ≥ 3. 令 G

′
= G − ω, 由归纳假设, χast(G

′
) ≤

∆(G
′
) + 2, 其中 ∆(G

′
) ≤ ∆(G). 令 f

′
是 G

′
的 (∆(G

′
) + 2)− AV SDTC. 下面按照点 t 的

度分为两种情形:

(1) 当 d(t) = 2. 若 3 ≤ |Cf 〈t1〉| ≤ 5, 则令 f(tω) ⊂ C \ Cf 〈t1〉, f(ω) = 2; 若 |Cf 〈t1〉| ≥ 6,
则令 f(tω) ⊂ Cf 〈t1〉 \ {f ′(t), f ′(tω), f

′
(ω)}, f(ω) = 2.

(2) 当 d(t) ≥ 3. 由推论 2.4 知, Cf 〈t〉 6= Cf 〈tj〉, j = 2, 3, . . . , d(t) − 1. 考虑到边 tω 有 d(t)
种禁用色,点 ω有 2种禁用色,故边 tω 和点 ω共有 (C−d(t))(C−2) ≥ 2∆种可用组合.
证明过程类似情形 1.2.1中的 (1)和 (2). 故至多有max{2, d(t)−1} = d(t)−1种禁用色
组合使得 Cf 〈ui〉 = Cf 〈ui−1〉. 同理, 至多有 d(t)− 1 种禁用色组合使得 Cf 〈t〉 = Cf 〈t1〉.
于是, 边 tω 和点 ω 至少有 2∆− 2(d(t)− 1) ≥ 2 种可用色组合.

这与 G 的选取矛盾. 因此, G 存在一个 (∆(G) + 2)−AV SDTC f .
情形 2 G 6∼= H.
当 G 6∼= H 时, ∆(G) ≥ 3, 从而∆(G) + 3 ≥ 6. 根据图 G 是否有悬挂点分为两种子情形:
情形 2.1 图 G 没有悬挂点.
当图 G 没有悬挂点时, 又可以将图 G 分为以下两种情形:
情形 2.1.1 图 G 同构于以 θ− 图为基图的双圈图.

(1) 当 B1(r, s, t) 中的 r, s, t ≤ 2 时, 染色方案如图 4 所示.
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图 4 r, s, t ≤ 2 时的 7 种 θ− 型双圈图

(2) 当 r, s, t 中至少有一个大于等于 3 时, 利用数学归纳法来证明该情形. 不失一般性, 设
r ≥ 3, 如图 5 所示. 令 G

′
= G − ui, 2 ≤ i ≤ r − 1, 需要说明的是: 如果 i = 2, 则

点 ui−2 与点 x 重合; 如果 i = r − 1 , 则点 ui+2 与点 y 重合. 由归纳假设知 G
′
有一

个 (∆(G
′
) + 2) − AV SDTC f

′
, 其色集合记为 C = {1, 2, . . . ,∆(G

′
) + 2}. 下面染边

ui−1ui, uiui+1 和点 ui, 将 f
′
拓展为 G 的一个 AV SDTC f . 根据点 ui−1 和点 ui+1 在

G
′
中的颜色是否相同, 考虑以下两种情形:
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(2.1) f
′
(ui−1) = f

′
(ui+1).

不失一般性, 假设 f
′
(ui−1) = f

′
(ui+1) = 1, f

′
(ui−2ui−1) = a 和 f

′
(ui+1ui+2)

= b. 由定义 1.1 知 f 首先是 G 的一个正常的全染色. 因此, 边 ui−1ui 有 2 种
禁用色, 即 f(ui−1ui) 6= f(ui−2ui−1) 且 f(ui−1ui) 6= f(ui−1), 其中 f(ui−2ui−1)
= f

′
(ui−2ui−1) 且 f(ui−1) = f

′
(ui−1); 边 uiui+1 有 3 种禁用色, 即 f(uiui+1) 6=

f(ui−1ui), f(uiui+1) 6= f(ui+1) 且 f(uiui+1) 6= f(ui+1ui+2), 其中 f(ui+1) =
f
′
(ui+1)), f(ui+1ui+2) = f

′
(ui+1ui+2)); 点 ui 有 3 种禁用色, 即 f(ui) 6= f(ui−1),

f(ui) 6= f(ui−1ui) 且 f(ui) 6= f(uiui+1). 因此, 边 ui−1ui, 边 uiui+1 和点 ui 至

少有 (6 − 2) × (6 − 3) × (6 − 3) = 36 种可用色组合. 下面考虑会使点 ui−2 和点

ui−1 的色集合相同的禁用色组合数. 显然, 当 |Cf ′ 〈ui−2〉| − |Cf ′ 〈ui−1〉| ≥ 3 或
|Cf ′ 〈ui−2〉| − |Cf ′ 〈ui−1〉| ≤ 0 时, Cf 〈ui−2〉 6= Cf 〈ui−1〉.
a) 如果 |Cf ′ 〈ui−2〉|−|Cf ′ 〈ui−1〉| = 2,则边 ui−1ui和点 ui至多存在 2种禁用色组
合,即 {f(ui−1 ui), f(ui)} ⊂ Cf ′ 〈ui−2〉 \Cf ′ 〈ui−1〉使得 Cf 〈ui−2〉 = Cf 〈ui−1〉.
注意到边 uiui+1 有 3 种可用色, 因此至多有 2 × 3 = 6 种禁用色组合使得点
ui−2 与点 ui−1 的色集合不可区分;

b) 如果 |Cf ′ 〈ui−2〉| − |Cf ′ 〈ui−1〉| = 1, 则边 ui−1ui 和点 ui 至多存在 3 种禁用
色组合使得 Cf 〈ui−2〉 = Cf 〈ui−1〉. 尽可能使禁用色组合的数量最大化, 假设
f
′
(ui−2) = c, Cf ′ 〈ui−1〉 = {1, a, c} 且 Cf ′ 〈ui−2〉 = {1, a, c, d}, 其中 1, a, c 和

d 彼此互不相同. 当边 ui−1ui 和点 ui 上的颜色是 (c, d), (d, c) 和 (d, a) 这三
种组合中的一种时, 会导致 Cf 〈ui−2〉 = Cf 〈ui−1〉. 注意到边 uiui+1 有 3 种可
用色. 因此, 至多有 3× 3 = 9 种禁用色组合使得点 ui−2 和点 ui−1 的色集合

不可区分.

由 a) 和 b) 得知, 至多有 max{6, 9} = 9 种禁用色组合使得 Cf 〈ui−2〉 = Cf 〈ui−1〉.
计算结果受染色先后顺序影响, 所以边 uiui+1 和点 ui 至多有 3 种禁用色组合使
得 Cf 〈ui+2〉 = Cf 〈ui+1〉. 注意到边 ui−1ui 有 4 种可用色. 因此, 至多有 3× 4 = 12
种禁用色组合使得 Cf 〈ui+2〉 = Cf 〈ui+1〉.
下面考虑会导致点 ui−1 和点 ui 的色集合相同的禁用色组合数. 假设边 ui−1ui 和

点 ui 已在 f 下被着色, 则 3 ≤ |Cf 〈ui−1〉| ≤ 5.

i) 如果 |Cf 〈ui−1〉| = 3, 不失一般性, 假设 Cf 〈ui−1〉 = {1, a, c}, 则有 f
′
(ui−2)

= f(ui−2) = f(ui−1ui) = c 和 f(ui) = a. 因为 f(ui+1) = 1, 所以 f(uiui+1)
6= 1. 注意到 f(uiui+1) 6= a 和 f(uiui+1) 6= c, 所以 f(uiui+1) /∈ Cf 〈ui−1〉. 因
此, Cf 〈ui−1〉 6= Cf 〈ui〉;
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ii) 如果 |Cf 〈ui−1〉| = 4, 则边 ui−1ui, 点 ui 和边 uiui+1 至多存在 4 种禁用色组
合使得 Cf 〈ui−1〉 = Cf 〈ui〉. 为了讨论最坏的情况,即保证禁用组合数最多,假
设 Cf 〈ui−1〉 = {1, a, c, d}. 当边 ui−1ui, 点 ui 和边 uiui+1 上的颜色是依次是

(c, a, d), (c, d, a), (d, a, c) 和 (d, c, a) 中的一种时, 会导致 Cf 〈ui−1〉 = Cf 〈ui〉.
因此, 至多有 4 种禁用色组合使得点 ui−1 和点 ui 的色集合不可区分;

iii) 如果 |Cf 〈ui−1〉| = 5, 则 Cf 〈ui−1〉 6= Cf 〈ui〉. 是因为 f(ui−1) = f(ui+1) = 1,
显然有 |Cf 〈ui〉| = 4.

根据 i), ii) 和 iii), 至多有 4 种禁用色组合会导致 Cf 〈ui−1〉 = Cf 〈ui〉. 同理, 至多
有 4 种禁用色组合会导致 Cf 〈ui+1〉 = Cf 〈ui〉. 于是, 边 ui−1ui, 边 uiui+1 和点 ui

至少有 36− 9− 12− 4× 2 = 7 种可用色组合. 因此, 可以将 f
′
扩展为 G 的一个

(∆(G) + 2)−AV SDTC f .

(2.2) f
′
(ui−1) 6= f

′
(ui+1).

不失一般性, 假设 f
′
(ui−1) = 1, f

′
(ui+1) = 2, f

′
(ui−2ui−1) = a 和 f

′
(ui+1ui+2)

= b. 为了使禁用色组合的数量尽可能多, 设 a, b 6= 1, 2. 由定义 1.1 知 f 首先

应该是 G 的一个正常全染色. 因此, 点 ui 有 2 种禁用色, 即 f(ui) 6= f(ui−1),
f(ui) 6= f(ui+1); 边 ui−1ui 有 3 种禁用色; 边 uiui+1 有 4 种禁用色. 所以, 点 ui,
边 ui−1ui 和 uiui+1 至少有 (6− 2)× (6− 3)× (6− 4) = 24 种可用色组合.

首先, 考虑使得点 ui−2 与点 ui−1 的色集合相同的禁用色组合数. 显然, 当
|Cf ′ 〈ui−2〉| − |Cf ′ 〈ui−1〉| ≥ 3 或 |Cf ′ 〈ui−2〉| − |Cf ′ 〈ui−1〉| ≤ 0 时, Cf 〈ui−2〉 6=
Cf 〈ui−1〉.
a) 如果 |Cf ′ 〈ui−2〉| − |Cf ′ 〈ui−1〉| = 2, 则至多存在 2 种禁用色组合 {f(ui−1ui),

f(ui)} ⊂ Cf ′ 〈ui−2〉 \ Cf ′ 〈ui−1〉 使得 Cf 〈ui−2〉 = Cf 〈ui−1〉. 又由于边 uiui+1

有 2 种可用色, 故至多有 2× 2 = 4 种禁用色组合使得点 ui−2 和点 ui−1 的色

集合不可区分;

b) 如果 |Cf ′ 〈ui−2〉| − |Cf ′ 〈ui−1〉| = 1, 则至多有 3 种禁用色组合使得 Cf 〈ui−2〉
= Cf 〈ui−1〉. 不失一般性, 设 f

′
(ui−2) = c, Cf ′ 〈ui−1〉 = {1, a, c} 且 Cf ′ 〈ui−2〉

= {1, a, c, d}. 当边 ui−1ui 和点 ui 为 (c, d), (d, c) 和 (d, a) 中的一种组合时,
会导致 Cf 〈ui−2〉 = Cf 〈ui−1〉. 又由于 uiui+1 有 2 种可用色. 于是, 至多有
3× 2 = 6 种禁用色组合使得点 ui−2 和点 ui−1 的色集合不可区分.
根据 a)和 b),至多有max{4, 6} = 6种禁用色组合使得Cf 〈ui−2〉 = Cf 〈ui−1〉.
类似地, 点 ui+2 和点 ui+1 至多有 9 种禁用色组合使得 Cf 〈ui+2〉 = Cf 〈ui+1〉.
下面考虑会使得点 ui−1 和点 ui 的色集合相同的禁用色组合数. 假设边
ui−1ui 和点 ui 已在 f 下被着色, 则 3 ≤ |Cf 〈ui−1〉| ≤ 5.

i) 如果 |Cf 〈ui−1〉| = 3, 则边 ui−1ui, 点 ui 和边 uiui+1 至多有 1 种禁用色组
合, 即 (2, a, 1). 因为 f

′
(ui+1) = 2, 所以 2 ∈ Cf 〈ui〉. 为了确保 Cf 〈ui−1〉

= Cf 〈ui〉, 则 f(ui−1ui) = 2, 进一步得 f(ui) = f
′
(ui−2ui−1) = a 且 f(ui

ui+1) = f
′
(ui−1) = 1. 因此, 至多有 1 种禁用色组合使得点 ui−1 和点 ui

的色集合不可区分;

ii) 如果 |Cf 〈ui−1〉| = 4,则至多存在 3种禁用色组合使得Cf 〈ui−1〉 = Cf 〈ui〉.
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由 f
′
(ui+1) = 2 得 2 ∈ Cf 〈ui−1〉. 不失一般性, 令 Cf 〈ui−1〉 = {1, 2, a, c}.

当边 ui−1ui, 点 ui 和边 uiui+1 为 (c, a, 1), (2, c, a) 和 (2, a, c) 中的组合
之一时会导致 Cf 〈ui−1〉 = Cf 〈ui〉. 因此, 至多存在 3 种禁用色组合使得
点 ui−1 和点 ui 的色集合不可区分;

iii) 如果 |Cf 〈ui−1〉| = 5, 不失有一般性, 假设 Cf 〈ui−1〉 = {1, 2, a, c, d}. 当
边 ui−1ui, 点 ui 和边 uiui+1 为 (c, d, a) 和 (d, c, a) 中的一种时会导致
Cf 〈ui−1〉 = Cf 〈ui〉. 因此, 至多有 2 种禁用色组合使得点 ui−1 和点 ui 的

色集合不可区分.

根据 i), ii) 和 iii), 至多有 3 种禁用色组合使得 Cf 〈ui−1〉 = Cf 〈ui〉. 类似地,
至多有 3 种禁用色组合使得 Cf 〈ui+1〉 = Cf 〈ui〉. 于是, 边 ui−1ui, 点 ui 和边

uiui+1 至少有 24− 6− 9− 3× 2 = 3 种可用色组合. 因此, 可以将 f
′
扩展为

G 的一个 (∆(G) + 2)−AV SDTC f .

情形 2.1.2 图 G 同构于以哑铃图为基图的双圈图.

(1) 当 B3(r, s, t) 中的 s = 0 时, 如图 6 所示, 将图 G 拆分为图 G1 和图 G2, 显然图 G1 和

图 G2 都是单圈图. 容易知道, 图 G1 和图 G2 均 5 色可染的, 假设所用的 5 种色为
{1, 2, 3, 4, 5}. 不失一般性, 首先用颜色 1 染图 G1 中的点 x 和图 G2 中的点 y, 其次用
颜色 2 染图 G1 和图 G2 中的边 xy, 接着用颜色 3 染图 G1 中的 y 和图 G2 中的点 x,
最后将图 G2 中颜色 1 和 3 进行轮换. 将图 G1 和图 G2 粘合变成图 G. 此时, 用颜色
g ∈ C \ {1, 2, 3, 4, 5} 中的任一种颜色重染边 yw1. 显然粘合后各点之间的色集合均可
区别, 故该情形得证.
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w1

ur

u2

ur−1

wt

w2

wt−1

⇓

u1

x
ur

u2
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w1
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w2

wt−1

y
w1

wt

wt−1

w1

wt

w2

wt−1

G

G1 G2

y

y x

图 6 图 G 的拆分

(2) 当 B3(r, s, t) 中的 s ≥ 1 时, 如图 7 所示, 将图 G 拆分为图 G1 和图 G2, 显然图 G1 和

图 G2 都是单圈图. 容易推知, 图 G1 和图 G2 均是 5 色可染的, 不妨设所用的 5 种色为
{1, 2, 3, 4, 5}. 不失一般性, 首先用颜色 1 染图 G1 和图 G2 中的点 vk, 其次用颜色 2 染
图G1 中边 vk−1vk 和图G2 中的边 vkvk+1, 接着用颜色 3 染图G1 中的点 vk−1 和图G2

中的点 vk+1, 最后将图 G2 中颜色 2 和 4 进行轮换, 颜色 3 和 5 进行轮换. 将图 G1 和
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图 G2 粘合变成图 G. 此时, Cf 〈vk〉 = {1, 2, 3, 4, 5}. 为了避免点 vk 和其邻点的色集合

重复, 于是用颜色 g ∈ C \ {1, 2, 3, 4, 5} 中的任一种颜色重染点 vk−1 和边 vkvk+1. 此时
各点之间均可区别, 该情形得证.

u1
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w1

ur

u2

ur−1

wt

w2

wt−1

⇓

w1
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yv1 vk−1 vk vk+1 vs

u1

x
ur

u2

ur−1

v1 vk−1 vk
w1

wt

w2

wt−1

w1

wt

w2

wt−1

yvk vk+1 vs

图 7 图 G 的拆分

情形 2.2 图 G 至少含有一个悬挂点.
证明过程类似情形 1.2, 这里不再赘述.
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ADJACENT VERTEX STRONGLY DISTINGUISHING TOTAL

COLORING OF A BICYCLIC GRAPH
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Abstract: In this paper, we consider the problem of adjacent vertex strongly distinguishable

total coloring of a bicyclic graph. By using the structural analysis, the upper bound of the

adjacent vertex strongly distinguishable total chromatic number of a bicyclic graph is given,

that is, χast(G) ≤ ∆(G) + 2 if G is a bicyclic graph with ∞-graph as its base graph; and

χast(G) ≤ ∆(G) + 3 otherwise. By the way, it further shows that the conjecture of adjacent vertex

strongly distinguishable total coloring of a planer graph posed by Zhongfu Zhang et al. holds on

bicyclic graphs.

Keywords: bicyclic graph; adjacent vertex strongly distinguishing total-coloring; adjacent

vertex strongly distinguishing total chromatic number
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