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1 ¡6¢
£�¤�¥§¦�¨�©�ª�¥§¦�«�¬�­�®�¯6°;±�²§³�´

, Nakao
¨

Palu µ6¶�·�¸ £�¤�¥§¦�¨�©�ª¥�¦
, ¹ [1] ºn»½¼�¶=¾ ©�ª�¥�¦¿°;À�Á , Â½¼�¶;¸ ­¿Ã�Ä�«�£�¤�¥�¦�Å�Ä�«�©�ª�¥�¦¿° ¾ ©ª�¥�¦¿°;Æ�Ç

([1]
¨

[2]), È�É�ÊÌË�¶=Í�Î�¸�Ï�Ð�Ñ °WÒ�Ó�Ô¿Õ�Ö�×6°;Ø¿³�´�Ù½ÚWÛ ¹�Ü§¸­�Ý�Þ
. ß�à�¾ ©�ª�¥�¦§°;á�â�ã§ä�å�æ�ç�è [3–9] é .¥¿¦½°Wê§¤ìëîí§ï�«�©¿ª§¥ð¦�¨ðñ½ò�ó§¥ð¦¿ô^À�Á »�õö¶W÷½¸ ­¿¥ð¦�ø�ù µ ¬�­§Ç¿¥¦¿úüû ÷ ¬�­�Ç�¥§¦�ê�¤�ý ¸ ­�þÿ°�¥§¦ð°���� . ����� , 	�
 ø�ù�¨�ê�¤�«���
��½°������� °
, �����6º Û ¹�Ü���� °;Ô�� . � «��0©�­�¥�¦�¨���­ ��Ç�!�ý6° ¸"
�#�$ °;±�²§³´

,
«"%�&�'�±�²�(�ø") º+*-, °+.�/�Ù ¸ .

©�ª�¥�¦¿°=ê�¤�0�1��
Beilinson, Bernstein

¨
Deligne[10] ¹ ã§ä32"4�5�Ú perverse 6 °�7 ¼ ¥�¦ É�8:9 ° . � ã§ä�³�;�Å�«�<�=�° ,

Æ�>
,�

[11] Â6¼�¶=¹¿¸ ­�©�ª�¥§¦ð°;ê�¤ º >�?�@ º Ú�¥¿¦ º °�Ò�Ó�Ô�A�7 ¼ ¬�B§¥§¦½°WÒ�ÓÔ
,
�DC�@�¬�B�¥�¦¿°WÒ�Ó�Ô�>�?�ê�E�ý º Ú�¥§¦ð°WÒ�Ó�Ô . F ¨"G ¹ ñ§ò�ó�¥�¦ð°;ê�¤ ºH�I ¶ Ó�Ô [12]

¨"J�K�Ø
[13]
°nê�E ß"L . ß�à ê�¤½° ��M ³�N"O�P"Q [14–18] é .R�S à ñ¿ò�ó�¥§¦�¨�©�ª�¥§¦ð°;ê�¤ , T�é�U�V�»6¼�¶W¾ ©�ª�¥§¦�ê�¤6°WÀ�Á , W"X �

Â½¼�¶ ×�Y [11] º °W³�N .
� à�¾ ©�ª�¥�¦�«�©�ª�¥�¦3Z"[ , \�]_^a`"b H�I : ¹�¾ ©�ª�¥�¦°nê�¤ º ,

«�ced R�S à ©�ª�¥�¦�ê�¤ÿ°W³"N ? ¹ ¯�f"N�g º , \�] í�ï H�I ¾ ©�ª�¥�¦ º °
Gorenstein

¤�h�Ø
[19], W � ��µ Gorenstein

¤�h�Ôji
( k�l Ô�¤�h�Ôji ),

�mC ��¹§¾ ©�ª¥�¦�ê�¤ º °�n�oqpm/ .
¯"g�í�ï"r U °=À"s�>�t : ¹"u 2 v ø , \�]�w"x y:z�¸�{�Ï�| ¨ ¾©�ª�¥§¦ð°�á�â

.
í�ï Â6¼�¶W¾ ©�ª�¥§¦ º Gorenstein

¤�h6° Ï�| ¨ Gorenstein } Þ�~�²° ¸ ­ é"�"��� . u 3 v ø , \�] í�ï Ê6Ë�¶ : ¹�Í�Î�¸�Ï�Ð�Ñ¿É , A′
¨

A′′ º ° Gorenstein

∗ ���"����� 2022-04-01 � �"��� : 2022-05-30�����3�
: 2020 �" "!$#&%$'$(=D������������������$-D��� .���� �¡
: ¢¤£ (1997–), ¥ , ¦a§�¨�©�©:ª&l , «D¬&9n:�­ , w*x"9n:mZ�® : VYX�¯$) .°m± ���
: ²�³m´ (1988–), µ ,  "!"1*3 , ¶�·�¸+¹ w*x"9n:mZ�® : VYX�¯$)$,a¯$)�º�»$+�¼ .
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¤�h�ÔÁi�O��mA�7 ¼ A º ° Gorenstein
¤�h�ÔÁi

. Â Ù ,
Ô à A º ° Gorenstein

¤�h�ÔÁi
Å"O��mA�7 ¼ A′

¨
A′′ º ° Gorenstein

¤�h�ÔÁi
. ¹ ¯�g º , \"]�Ã�Ä�Å C µ�¸ ­�Æ���¥¦

.

2 Ç�ÈÊÉÌËÌÈÊÍ
w"x"\�]qymÎ t [1]

¨
[5] º ° ¸�{ ®�¯�À�Á .Ï�Ð

2.1 ([1, Ï�| 2.1]) Ä�Å C � d�Æ���Ý ��Ç E: Cop × C −→ Ab, �Ìº Ab Ñ�Ò ñò�ó�Ó�¥�¦
.
Ô à�ÔÁÕ ¬�­�ÔÁi A, C ∈ C,

��Ö�×
δ ∈ E(C, A)

« ¸ ­ E- Ø�� . ¸eÙ�Ú s�t ,

¸ ­ E- Ø��eÛ�ÜeÝ�¸ ­�©"Ö�! (A, δ, C) Ñ�Ò .
>";

δ = 0, \�]�Þ�÷�� � µ Oeßÿ° E- Ø�� .Ô à�ÔàÕ ¬ ­Ìá Þ a ∈ C(A, A′)
¨

c ∈ C(C ′, C), \�] d ¬ ­ E- Ø � ,
ø�â «

E(C, a)(δ) ∈ E(C, A′)
¨

E(c,A)(δ) ∈ E(C ′, A), ãjäÁbjå½µ a∗δ
¨

c∗δ.
¬¿­

E- Øÿ� ÙÚ�°�á�Þ�« ¸ ­"á�Þ�Ô (a, c): δ −→ δ′, �ÿº a ∈ C(A, A′)
¨

c ∈ C(C, C ′) ��Í�Î a∗δ = c∗δ′.ÏjÐ
2.2 ([1, Ï�| 2.7]) ÄÁÅ Ô ÔqÕ A,C ∈ C.

>�;�Û ¹½¸ ­ È ´ b ∈ C(B, B′) æ�ç
bx = x′

¨
y′b = y

ý�è
, é�ê �§¬"ë�ì A

x // B
y

// C
¨

A
x′

// B′
y′

// C
« é��°

, We�"Ý [ A
x // B

y
// C ] Ñ�Ò Õ3ë�ì A

x // B
y

// C é"� ° R .
Ï�Ð

2.3 ([1, Ï�| 2.8]) (1)
Ô àeÔ�Õ A,C ∈ C, å 0 = [ A

(1,0)
// A
⊕

C
(0,1)

// C ].

(2)
Ô à ¬�­ é"� R [ A

x // B
y

// C ]
¨

[ A′
x′

// B′
y′

// C ′ ], å

[A
x // B

y
// C]
⊕

[A′ x′

// B′
y′
// C ′] = [A

⊕

A′ x⊕x
′

// B
⊕

B′
y⊕y′

// C
⊕

C ′].

Ï�Ð
2.4 ([1, Ï�| 2.9]) Å s

« ¸ ­�íWÞ : E(C, A) −→ [ A // X // C ],
>"; ��Í

Î�Ð�Ñ (∗), é�ê�î s ï+ð E
° �eñ . ò s(δ) = [ A

x // B
y

// C ], Þ � é"� R

[ A
x // B

y
// C ]

µ δ
° ¸ ­ �eñ .

(∗) Ä�Å δ ∈ E(C, A)
¨

δ′ ∈ E(C ′, A′)
«�¬�­

E- Ø¿� , � s(δ) = [ A
x // B

y
// C ]

¨
s(δ′) = [ A′

x′

// B′
y′

// C ′ ].
>�;�Ô ÔjÕ á�Þ (a, c): δ −→ δ′, ó Û ¹ b ∈ C(B, B′) æ�ç

bx = x′a
¨

y′b = cy. ¹�	"
"Ú s�t ,
�

(a, b, c)
«

(a, c)
° ¸ ­ �eñ .Ï�Ð

2.5 ([1, Ï�| 2.10])
�

E
° ¸ ­ �eñ s

«"O�Æ½°
,
>"; ��Í�Î t3ô�¬�­ Ð�Ñ :

(1)
Ô àeÔ�Õ ° A, C ∈ C,

Oeß
E- Ø�� 0 ∈ E(C, A)

d
s(0) = 0.

(2)
Ô àeÔ�Õ�¸ Ô E- Ø�� δ

¨
δ′,
d

s(δ ⊕ δ′) = s(δ) ⊕ s(δ′).Ï�Ð
2.6 ([1, Ï�| 2.12]) \�] � ¸ ­�©"Ö�! (C, E, s)( ã"ä�b"å�µ C)

« ¸ ­ ¾ ©�ª�¥�¦ .>"; ��Í�Î ��tÁõn­ Ð�Ñ :

(ET1) E:Cop × C −→ Ab µ�¸ ­"Æ"�Á�WÇ .

(ET2) E
° �eñ s

«"O�Æ½°
.

(ET3)
Ô Ô�Õ δ ∈ E(C, A)

¨
δ′ ∈ E(C ′, A′),

>";
s(δ) = [ A

x // B
y

// C ]
¨
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s(δ′) = [ A′
x′

// B′
y′

// C ′ ], é�ê Ô à t3ô�
����

A
x //

a

��

B
y

//

b

��

C

A′
x′

// B′
y′

// C ′

� Û ¹�¸ ­½°�á�Þ (a, c): δ −→ δ′ æ"ç (a, b, c)
«

(a, c)
° ¸ ­ �eñ .

(ET3)op (ET3)
°nÔ��

.

(ET4) Å s(δ) = [ A
f

// B
f ′

// D ], s(δ′) = [ B
g

// C
g′

// F ], Þ Û ¹ Ô�i E ∈ C,

æ"ç t��=«"O�
��½° .

A
f

// B
f ′

//

g

��

D

d

��
A

h // C
h′

//

g′

��

E

e

��
F F

� d���t�³�N�ý"è��
(1) s(δ′′) = [ A

h // C
h′

// E ];

(2) s(E(F, f ′)(δ′)) = [ D
d // E

e // F ];

(3) E(d, A)(δ′′) = δ;

(4) E(E, f)(δ′′) = E(e, B)(δ′), (f, idC, e)
«

(f, e)
° ¸ ­ �eñ .

(ET4)op (ET4)
°nÔ��

.

¹�Ï�| 2.6 º ,
>";eë�ì

δ ∈ E(C, A)
° �eñ�µ [ A

x // B
y

// C ], \�] � ( A
x // B

y
// C , δ)

µ�¸ ­ E-
©�ª

, W�ã"ä�b"å"U

A
x // B

y
// C

δ // .

� É �"ë�ì A
x // B

y
// C
« ¸ ­ conflation, x

« ¸ ­ inflation, y
« ¸ ­ deflation.Ï�Ð

2.7 ([1,
Z�N

3.12]) Ä�Å C
« ¸ ­ ¾ ©�ª�¥�¦ .

Ô àeÔ�Õ�¸ ­ E-
©�ª

A // B // C
δ // ,teì ^a`�� �½°:ë�ì�«�£�¤½° .

C(C,−) // C(B,−) // C(A,−) // E(C,−) // E(B,−) // E(A,−) ,

C(−, A) // C(−, B) // C(−, C) // E(−, A) // E(−, B) // E(−, C) .

���
, \�]�ÃeÄ�Å C

« ¸ ­ ¾ ©�ª�¥�¦ .
t3ô Ð�Ñ�� è [1, Condition 5.8].Ï�Ð

2.8 (WIC) Ä�Å C
« ¸ ­ ¾ ©�ª�¥�¦ , f

¨
g
«

C º ¬�­�O���¤½°�á�Þ , We��Í�Îteì Ð�Ñ .

(1)
>";

gf µ�¸ ­ inflation, Þ f
Å µ�¸ ­ inflation.

(2)
>";

gf µ�¸ ­ deflation, Þ g
Å µ�¸ ­ deflation.
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¹ ¯"g º , \�]�ÃeÄ�Å [5] º E-
©�ªð° � R «�! ¾ ©�ª�¥�¦ º#" d½° E-

©�ª
.Ï�Ð

2.9 ([5, Ï�| 4.1])
��Ô�i

P ∈ C
« } Þÿ° ,

>";�Ô Ô�Õ E-
©�ª

A // B // C
δ //A�7½°�ñ¿ò�ó"Ó�ë�ì

0 −→ C(P, A) −→ C(P, B) −→ C(P, C) −→ 0
«�£�¤6°

.
Ô$� b , \

] O Ï�|&% Þ�Ô�i .

\�]"å P(C)(I(C)) µ C º#" d } Þ ( % Þ )
Ô�ie!�ý½° R

.
� ¾ ©�ª�¥�¦ C

«�d Î�' Y
} Þ6° ,

>�;�Ô ÔÁÕ ÔÁi A ∈ C,
� Û ¹ E-

©�ª
B // P // A // , �6º P ∈ P(C).Ô�� b , \�] O Ï�| C

«�d Î�' Y % Þÿ° .Ï�Ð
2.10 ([5, Ï�| 4.4]) Å X

«
C � ° ¸ ­�(�)��+*

X : · · · // X1
d1 // X0

d0 // X−1

d−1 // · · ·

ò Ô à"ÔjÕ °�£�,�² n
� Û ¹ E-

©�ª
Kn+1

gn // Xn

fn // Kn

δn // æ�ç dn = gn−1fn,

Þ �$�+* X
« ¸ ­�£�¤��+* .Ï�Ð

2.11 ([5, Ï�| 4.5]) Å W
«

C
° ¸ ­�Ôji R . ¸ ­ E-

©�ª
A // B // C //� µ C(−, W)-

£¿¤ °
,
> ; � A-7ö°�ñÌò�óÁÓ ë-ì 0 −→ C(C, W ) −→ C(B, W ) −→

C(A, W ) −→ 0
«�£�¤½°

, �ÿº W ∈ W.Ï�Ð
2.12 ([5, Ï�| 4.6]) Å W

«
C
° ¸ ­�Ô�i R , X

« ¸ ­�£�¤��+* .

X : · · · // X1
d1 // X0

d0 // X−1

d−1 // · · · .

>";�Ô�- ¸ ­ E-
©�ª

Kn+1
gn // Xn

fn // Kn

δn //
� «

C(−, W)-
£�¤½°

, é�ê �+* X� µ C(−, W)-
£�¤½°

.Ô�� b , \�] O-� Ï�| C(W,−)-
£�¤½°

E-
©�ª�¨

C(W,−)-
£�¤½°.�+*

.
>"; ¸ ­�£�¤��*¿Ã�«

C(−, W)-
£�¤ÿ°;û�«

C(W,−)-
£�¤ÿ°

, Þ�\"] � 	 ­$��* X
«�/�0

W-
£�¤ÿ°

�+*
.Ï�Ð

2.13 ([5, Ï�| 4.7])
�$�+*

P
« ¸ ­�/�0 } Þ�ø�ù ,

P : · · · // P1
d1 // P0

d0 // P−1

d−1 // · · · .

>";+-�­
Pi
� « } Þÿ° � P

«+/�0
P(C)-

£�¤½°
.Ï�Ð

2.14 ([5, Ï�| 4.8]) Å �+* P
«

C � ° ¸ ­�/�0 } Þ�ø�ù ,

P : · · · // P1
d1 // P0

d0 // P−1

d−1 // · · ·

i.e., " d½° E-
©�ª

Kn+1
gn // Pn

fn // Kn

δn //
� «+/�0

P(C)-
£�¤½°

,
� É � Kn µ « ¸ ­

Goren-stein } Þ�Ô�i . \�]"Ý GP(C)
' Ñ�Ò C º#" d½° Gorenstein } Þ�Ô�i�´�ý½° R .1 te' \�]�÷�Â½¼;¾ ©�ª�¥�¦ º Gorenstein

¤"h�Ô�i§° Ï�| .Ï�Ð
2.15 Å n

« ¸ ­�£�,�² .
>"; ¹ C º Û ¹ t3ô½° ¸ ­�£�¤��+*

0 // N // Gn
// · · · // G2

// G1
// M // 0,

�ÿº#" d½° Gi ∈ GP(C), é�ê � N
«

M
° ¸ ­ n-Gorenstein

¤"h�Ô�i
( k�l Ô�¤"h�Ô�i ).
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¹��+2�Ï�|½º ,
>";�Ô àeÔ�Õ ° i, Gi ∈ P(C), Þ"\�]"î Ô�i N ï+ð M

°
n-
¤"h�Ô�i

.teô \"]�Âÿ¼W¾ ©�ª�¥�¦ (
Ã�Ä�«�ñ§ò�ó�¥�¦�Å�Ä�«�©�ª�¥�¦

) º n-Gorenstein
¤�h�ÔÁi¿°

¸ ­�Æ�Ç .
ç+3�4"P"Q

[8,
Æ

3.5].

5
2.16 Å A

«+6��
: 1

α // 2
Ô�7½°98�±�²

, B =

(

A A

0 A

) « l 7½° � ©�ª�:<;
±�²

. å modB
«�d�=?>�ý6°

B-
Ø§¥§¦

. é�ê Ô ÔjÕ ° B-
Ø � O��.@�ý (

X

Y

)

f
	�
 *�� ,

�ÿº f : X −→ Y
« ¸ ­ A-

Ø È á . Þ B
°

AR
6���>�tA�

(

P1

0

)

��?
??

??
??

??
??

?

(

0
S2

)

��?
??

??
??

??
??

?

(

S1

S1

)

1

��?
??

??
??

??
??

?

(

S2

0

)

��?
??

??
??

??
??

?

??������������
(

P1

S2

)

ϕ

��?
??

??
??

??
??

?

??������������
//
(

P1

P1

)

1
//
(

S1

P1

)

ψ

??�����������

��?
??

??
??

??
??

?

(

0
S1

)

(

S2

S2

)

1

??�����������
(

S1

0

)

??������������
(

0
P1

)

??������������

B
X = add(

(

S2

0

)
⊕
(

P1

0

)
⊕
(

S1

0

)
⊕
(

P1

P1

)
⊕
(

S1

P1

)
⊕
(

S1

S1

)
⊕
(

0
P1

)
⊕
(

0
S1

)

), é�ê X C « ¸ ­ ¾©�ª�¥�¦
,
Ã�Ä�«�ñ�òWó�¥�¦�Å�Ä�«�©�ª�¥�¦

[8]. \�]�¹ X º H�I t3ô½°W£�¤�ì :

0 //
(

P1

0

)

//
(

P1

P1

)

//
(

0
P1

)

// 0,

D�E
[20, 8.F 3.1],

(

P1

P1

) « } Þ6° .
� à modB

«�,�æ�~�²�d�=�°
, " � Gorenstein } Þ�Ø¨ } Þ�Ø�« ¸+G ° , H � (P1

P1

) Å�«
Gorenstein } Þ�Ø . " � (P1

0

) C « ( 0
P1

) °
1-Gorenstein¤"h�Ô�i

.I#J
2.17 Å M, N ∈ C � N

«
M
° ¸ ­ 2-Gorenstein

¤"h�Ô�i
. Þ"\�] O�K ç t3ô¬�­�£�¤��+*

0 // N // H1
// P1

// M // 0¨
0 // N // P2

// H2
// M // 0 ,

�ÿº P1, P2 ∈ P(C)
¨

H1, H2 ∈ GP(C).L � à N
«

M
° ¸ ­ 2-Gorenstein

¤"h�Ô�i
, " �$Û ¹�¸ ­�£�¤��+*

0 // N // G1
// G0

// M // 0,

�ÿº G1, G1 ∈ GP(C). i.e., \�] O-� ç�M ¬�­ E-
©�ª

N // G1
// K //

¨
K // G0

// M // .
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H�µ G0 ∈ GP(C), " �nÛ ¹ð¸ ­ E-
©§ª

G′
0

// P1
// G0

// , � º G′
0 ∈ GP(C).�

(ET4)op, \�] d�teì�¬�­�
���� .

G′
0

��

G′
0

��
L

y
//

��

P1
//

��

M //

K //

��

G0
//

��

M //

¨
G′

0

��

G′
0

��
N // H1

x //

��

L //

��
N // G1

//

��

K //

��

¹"u�N ­�
���� º ,
� à GP(C) ¹�Ø�� t�«+O�P�° [5, Ï+F 4.16], " � H1 ∈ GP(C).

@ � ô°;¬�­�
���� º , \�] O-� ç�M3u�¸ ­ "�Q °W£�¤���* :

0 // N // H1
yx

// P1
// M // 0.

R ¸ ­�£�¤��+*ð° Ê6Ë « R�S ° .t3ô \�]�÷�Â½¼ n-Gorenstein
¤"h�Ô�i§° ¸ ­ é"�"��� .Ï J

2.18 Ä�Å n
« ¸ ­�£�,�² � N ∈ C. Þ teì�S�/ é"� :

(1) N
«

M
°

n-Gorenstein
¤"h�Ô�i

. T Û ¹�¸ ­�£�¤��+*

0 // N // Gn−1

dn−1 // · · · // G1
d1 // G0

d0 // M // 0 ,

�ÿº#" d½° Gi ∈ GP(C).

(2) ¹ C º Û ¹�¸ ­"á�Þ f : L −→ G
«

deflation, �"æ"ç N
« ¸ ­ L

°
n-
¤"h�Ô�i

,

G ∈ GP(C).L
(2) ⇒ (1)

� à P(C) ⊆ GP(C), " � (1)
«�U ` ° .

(1) ⇒ (2) \"] Ô n
��� ²�(�V+W

. X n = 1 É ,
� à G0 ∈ GP(C), " �HÛ ¹§¸ ­ E-

©
ª

G0
// P0

// G // , �ÿº P0 ∈ P(C) � G ∈ GP(C). H � \�] O-� ç�M t3ô½° E-
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©�ª�
����+�
N // G0

//

��

M

��

//

N // P0
//

��

L //

��
G

��

G

��

@ � ��° u�N � ¨ u ©�ì"O Ê (2)
«�ý"è½°

.

Ä-Å ³ NðÔ à n − 1(n ≥ 2)
«½ýqè °

. ñ½Ê Ë ³ NðÔ à n Yq` ýqè . H�µ N
«

n-Gorenstein
¤"h�Ô�i

, " �$Û ¹ t3ô½°W£�¤��+*

(∗1) : 0 // Kn−2

gn−3 // Gn−3

dn−3 // · · · // G1
d1 // G0

d0 // M // 0

¨ ¸ ­ E-
©�ª

0 // N // Gn−1
// Gn−2

fn−2 // Kn−2
// 0 ,

�ÿº dn−2 = gn−3fn−2.
� 8 F 2.17, \�] O-� ç�M t3ô½°W£�¤��+*

(∗2) : 0 // N // Pn−1

d′
n−1 // G′

n−2

f ′

n−2 // Kn−2
// 0 ,

�6º Pn−1 ∈ P(C) � G′
n−2 ∈ GP(C).

@�£�¤$��*
(∗1)

¨
(∗2), \"] O�� ç$M teô6°�£�¤A�*

(∗3) : 0 // N // Pn−1

d′
n−1// // G′

n−2

d′
n−2// Gn−3

dn−3 // · · · // G1
d1 // G0

d0 // M // 0 ,

�ÿº d′
n−2 = gn−3f

′
n−2.

�#�+*
(∗3), \�] O-� ç�M t3ô½°W£�¤��+*

0 // K ′
n−1

g′
n−1 // G′

n−2

d′
n−2 // Gn−3

dn−3 // · · · // G0
d0 // M // 0

¨ ¸ ­ E-
©�ª

(∗4) : N // Pn−1

f ′

n−1 // K ′
n−1

// ,

�Ìº d′
n−1 = g′

n−1f
′
n−1.

�.V�W Ä�Å , \�] O�Z K ′
n−1

«�[�­�Ôji
L
° ¸ ­ (n − 1)-

¤�h�Ô
i

. T�\�] O-� ç�M t3ô½°W£�¤���*

(∗5) : 0 // K ′
n−1

// Pn−2
// · · · // P1

// P0
// L // 0 .

@"ë�ì
(∗4)

¨
(∗5), \�] O�� ç6¼ N

«
L
° ¸ ­ n-

¤�h�Ôji
. � G

Û ¹ áÿ° Ê Ë R�S à
n = 1

° Ú s . " �n³�N�Ô à n
Å�«�ý"è½°

.
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t3ô \�]�÷�Â½¼ Ô�i M
°

Gorenstein } Þ�~�² [5]( ã�å�µ : GpdM ,
Å3� l Ô } Þ�~�² )° Ï�| . ò M ∈ GP(C), Þ�Ï�| GpdM = 0.

>";�Û ¹�¸ ­ E-
©�ª

N // G // M //

æ"ç G ∈ GP(C) We� GpdN ≤ n − 1, é�ê�Ï�| GpdM ≤ n.
1 te' \�]�÷�Â½¼W¸ ­ Goren-

stein } Þ�~�²½° ¸ ­ é"�"��� .Ï J
2.19 Å�¹ M ∈ C, n

« ¸ ­�£�,�² . Þ GpdM ≤ n X��+\<X Û ¹�¸ ­�£�¤��+*

0 // Xn
// Xn−1

// · · · // X1
// X0

// M // 0

æ"ç Ô àeÔ�Õ ° i 6= s, Xi ∈ P(C) � Xs ∈ GP(C), �ÿº 0 ≤ s ≤ n.L
(⇐)

U ` ý"è .

(⇒) \�] Ô n
��� ²�(�V�W

.

X n = 1 É ,
� 8 F 2.17,

³�N�U ` ý"è .

Ä�Å ³"N�Ô à n − 1(n ≥ 2)
«�ý�èÿ°

. ñ�ÊÌË ³"N�Ô à n Y�` ý�è . Å GpdM ≤ n, ÞÛ ¹ £�¤��+*

0 // Gn
// Gn−1

dn−1 // · · · // G1
d1 // G0

d0 // M // 0 ,

�ÿº#" d Gi ∈ GP(C). H � \�] O-� ç�M t3ô�¬�­�£�¤���*

(]1) : 0 // Gn
// Gn−1

dn−1 // · · · // G2
f2 // K2

// 0

¨

(]2) : 0 // K2
g1 // G1

// G0
// M // 0 ,

d
d2 = g1f2.

��ë�ì
(]2),

O-�]Z�^
K2

«
2-Gorenstein

¤"h�Ô�i
,
D+E 8 F 2.17, \�] O-�

ç�M teì�£�¤��+*

(]3) : 0 // K2

g′
1 // G // P // M // 0 ,

�ÿº G ∈ GP(C) We� P ∈ P(C). " � ,
�

(]1)
¨

(]3), \�] O-� ç�M t3ô½°W£�¤��+*

(]4) : 0 // Gn
// Gn−1

dn−1 // · · · // G2

d′
2 // G

d′
1 // P // M // 0 ,

�ÿº d′
2 = g′

1f2.
D+E ë�ì

(]4), \�] O-� ç�M t3ô½°W£�¤��+*

0 // Gn
// Gn−1

dn−1 // · · · // G2
// G

f ′

1 // K ′
1

// 0

¨ ¸ ­ E-
©�ª

(]5) : K ′
1

g′
0 // P // M // ,

�ÿº d′
1 = g′

0f
′
1. _�Õ+M GpdK ′

1 ≤ n − 1,
�9V�W Ä�Å ¨ (]5)

O�Z
:
³�N�Ô

s 6= 0
� «�ý"è½°

.t3ô \�]+\�`WÊ6Ë Ô à s = 0 É ³�N�ý"è T O .
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HWµ GpdM ≤ n, \�] H�I t3ô½°W£�¤��+*

(\1) : 0 // Gn
// Gn−1

dn−1 // · · · // G1
f1 // K1

// 0

¨
E-
©�ª

(\2) : 0 // K1
g0 // G0

// M // 0 ,

�ÿº d1 = g0f1.
�9V�W Ä�Å , \�] O ç t3ô½°W£�¤��+*

(\3) : 0 // Pn // Pn−1
// · · · // P2

σ2 // G′
1

f ′′

1 // K1
// 0 ,

�ÿº Pi ∈ P(C)
¨

G′
1 ∈ GP(C).

�
(\2)
¨

(\3), \�] d�teì�£�¤��+*

(\4) : 0 // Pn // Pn−1
// · · · // P2

σ2 // G′
1

g0f
′′

1 // G0
// M // 0.

H � O-� ç�M teì�¬�­�£�¤���*

(\5) : 0 // Pn // Pn−1
// · · · // P2

f ′′

2 // K ′′
2

// 0

¨

(\6) : 0 // K ′′
2

g′′
1 // G′

1

g0f
′′

1 // G0
// M // 0 ,

	�a σ2 = g′′
1 f ′′

2 .
�Dë�ì

(\6)
O�Z

, K ′′
2

«
2-Gorenstein

¤�h�ÔÁi
.
� 8.F 2.17, \"] O�� ç

M teì�£�¤��+*

(\7) : 0 // K ′′
2

// P ′′ // G′′ // M // 0 ,

�ÿº G′′ ∈ GP(C)
¨

P ′′ ∈ P(C).
� � O�Z

,
³�N�Ô à s = 0

Å�«�ý"è½°
.

3 bÊÉ
Å (A, EA, sA)

¨
(B, EB, sB)

«�¬�­ ¾ ©�ª�¥�¦ ,
�WÇ

F : A −→ B
¨

G: B −→ A
«�¬

­"Æ"��c � �WÇ .
Ô àeÔ�Õ X ∈ A

¨
Y ∈ B,

>";�Û ¹ ­ È ´ σX,Y : B(FX, Y ) ∼= A(X, GY ),

é�ê"\�] � (F , G) µ�¸ ­�dAeWÔ . ò Û ¹ R ¾�¸ ­Á�WÇ H: A −→ B æ"ç (G, H)
Å�« ¸ ­d�e�Ô

, Þ�\"] � (F, G, H) µ�¸ ­�d�e�©�Ö�! .
��Æ���c � ��Ç F

«�£�¤ÿ°
,
>�; � n�o

A º ° E-
©�ª

, T=÷ A º ° E-
©�ª � ý B º ° E-

©�ª
.
Ô à+f ( g )

£�¤Á�WÇ
, f ( g )

£
¤ÿ°

EA-
©�ª�ë�ì½° Ï"| ,

4�P H
[8].
� à"	�{�Ï"|�¹ ¯�N"g º h d æ�Ý , " � 	�a�h d Â

¼ .
t3ô \�]�Â½¼;¾ ©�ª�¥�¦ º ê�¤½° Ï�| .Ï�Ð

3.20 ([8, Ï"| 3.1]) Å A, A′, A′′
«�©�­ ¾ ©�ª�¥�¦ . ¸ ­�ê�¤ R(A′, A, A′′)

«
!�t��

A′ i∗ // A

i!
ll

j∗ //
i∗rr

A′′

j!rr

j∗
ll
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�6º i∗, j∗ µ ¬�­�£�¤j��Ç , i∗, j! µ ¬�­ g £�¤j��Ç , i!, j∗ µ ¬�­ f £�¤j��Ç , È�É�Í�Î tì�i�­ Ð�Ñ :

(R1) (i∗, i∗, i!)
¨

(j!, j∗, j∗)
«�¬�­�dAe�©"Ö�!

;

(R2)
©�­Á�WÇ

i∗, j!,
¨

j∗
� «+0�j � ° ;

(R3) Imi∗ = Kerj∗;

(R4)
Ô àeÔ�Õ X ∈ A,

� Û ¹�¸ ­ A′ ∈ A′
¨�t3ô½° f £�¤ EA-

©�ªeë�ì
i∗i

!X // X // j∗j
∗X // i∗A

′;

(R5)
Ô àeÔ�Õ X ∈ A,

� Û ¹�¸ ­ A′
1 ∈ A′

¨�t3ô½° f £�¤ EA-
©�ªeë�ì

i∗A
′
1

// j!j
∗X // X // i∗i

∗X.

k
3.21 (1)

>�;
A, A′

¨
A′′
� «öñ ò¿óÌ¥ö¦

, Þ Ï-| 3.20
Õ ñ ò¿óÌ¥ö¦ðê ¤

[12, 14, 17]
° Ï�|�¸�G .

(2)
>";

A, A′
¨

A′′
«�©�ª�¥�¦

, Þ�Ï�| 3.20
Õ�©�ª�¥�¦�ê�¤

[10]
° Ï�|�¸�G .t3ô \�]�÷ , F�¸�{�ß�à�¾ ©�ª�¥�¦�ê�¤ÿ°;á�â [8], 	�{ á�â ¹ 1 te'ð°�g$l º «�m Üd Ý ° .n�o

3.22 Ä�Å R(A′, A, A′′)
« ¸ ­ ¾ ©�ª�¥�¦§°nê�¤ . Þ"\�] d�teì�á�â .

(1) i∗j! = 0
¨

i!j∗ = 0;

(2) i∗, j! ó n�o } Þ�Ô�i ;

(3) 	�{_^�`�� � i∗i∗ −→ IdA′ , IdA′ −→ i!i∗, j∗j∗ −→ IdA′′ , IdA′′ −→ j∗j!

� « ^�`6È´
;

(4)
>";

A
d Î�' Y�° } Þ�Ô�i , Þ A′

d Î�' Y�° } Þ�Ô�i We� P(A′) = add(i∗(P(A)));

(5)
>�;

A
d Î�' Y ° } ÞÌÔ_i Wq� j∗

« £ÿ¤ °
, Þ A′′

d Î�' Y ° } ÞÌÔ_i ,

P(A′′) = add(j∗(P(A))).��Æ���c � ��Ç F Í�Î (?) Ð�Ñ [20, Definition 3.3],
>�;�Ô à B º:ÔÁÕ ° /�0 } Þ§øù

P •, B(P •, FQ)
Å�«�£�¤ÿ°

, �6º Q ∈ P(A). µÿ¶nÊÌË�	�v ø½°;í�ï�³"; , \"]�` ï Ý$Mteì�¬�­�á�â
.n�o

3.23 ¹ R(A′, A, A′′) º , Å X
«

A º ° ¸ ­ Gorenstein } Þ�Ô�i .

(1)
>";

j∗ µ�¸ ­�£�¤Á�WÇ , Þ j∗X ∈ GP(A′′).

(2)
>";

i∗ µ�¸ ­�£�¤Á�WÇ � i∗ Í�Î (?) Ð�Ñ , Þ i∗X ∈ GP(A′).L
(1) H�µ X

«
A º ° Gorenstein } Þ¿Ô-i , " �;Û ¹ÿ¸ ­ A(−,P(A))-

£�¤ö°
E-
©�ª�ë�ì

Xn+1
// Pn // Xn

// , �6º9" dÿ° Pi ∈ P(A)
¨

X0 = X,
Ô ÔÁÕ °

0 ≤ i ≤ n.
D+E S�/

3.22,
Ô àeÔ�Õ ° P ′′ ∈ P(A′′), \�] d�teì�
���� .

A′′(j∗Xn, P ′′) //

∼=

��

A′′(j∗Pn, P ′′) //

∼=

��

A′′(j∗Xn+1, P ′′)

∼=

��
A′′(j∗Xn, j∗j!P

′′) // A′′(j∗Pn, j∗j!P
′′) // A′′(j∗Xn+1, j∗j!P

′′)

�pS�/
3.22, \�] Z�^ j!P

′′ ∈ P(A). Þ t3ô�ë�ì�« ¸ ­�q�£�¤�ì .

0 // A′′(Xn, j!P
′′) // A′′(Pn, j!P

′′) // A′′(Xn+1, j!P
′′) // 0
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HWµ j∗ µ�¸ ­�£�¤Á�WÇ , " �

0 // A′′(j∗Xn, j∗j!P
′′) // A′′(j∗Pn, j∗j!P

′′) // A′′(j∗Xn+1, j∗j!P
′′) // 0

Å�« ¸ ­$q�£�¤�ì , T3��2 
��r��° u¿¸ � Å�«�£�¤6° .
D�E S�/

3.22
¨

j∗
« ¸ ­§£�¤ �Ç

, Þ j∗Pn ∈ P(A′′). s EA′′ -
©�ª

j∗Xn+1
// j∗Pn // j∗Xn

//

«
A′′(−,P(A′′))-

£�¤½°
. " � , j∗X ∈ GP(A′′).

(2)
R�S à"�+2�t N ,

Ô Ô�Õ ° P ′ ∈ GP(A′), \�] d�t3ô½°.
����

A′(i∗Xn, P ′) //

∼=

��

A′(i∗Pn, P ′) //

∼=

��

A′(i∗Xn+1, P ′)

∼=

��
A(Xn, i∗P

′) // A(Pn, i∗P
′) // A(Xn+1, i∗P

′)

� à i∗ Í�Î (?) Ð�Ñ , " � ��2 
+�&� º ° u$N � «�£�¤6° . s�u§¸ � Å�«�£�¤6° , T EA′ -©�ª
i∗Xn+1

// i∗Pn // i∗Xn
//
«

A′(−,P(A′))-
£�¤ÿ°

,
�$u ` ï i∗

«�£�¤ÿ°
.D+E S�/

3.22, i∗Pn ∈ P(A′), H � i∗X ∈ GP(A′).I#J
3.24 Å A

¨
B µ ¬�­�ñ�òWó�¥�¦ ,

�WÇ
F : A −→ B

«�£�¤½° � «�j � ° . Þ�¹
A º ë�ì

L• =: · · · // L−1

d−1
// L0

d0 // L1
// · · ·

«�£�¤½° X��+\<X F (L•)
«�£�¤½°

.L
(⇒)

� à F
«�£�¤½°

, " �]v�ï�á�«�U ` ° .

(⇐) H�µ F (L•) =: · · · // FL−1

Fd−1 // FL0
Fd0 // FL1

// · · · , F (L•) µ £�¤ö° ,

Þ
0 = Hi(F (L•)) = KerFdi/ImFdi−1

∼= F (Kerdi/Imdi−1).w "�x Z :
£�¤Á�WÇ

F
«�j � ° X��+\<X ��÷ m+y�Ô�i ��µ m+y�Ô�i . " � Kerdi/Imdi−1 =

0. T , L•
«�£�¤½°

.t3ô 8 F ° Ê6Ë « Ü�z ° ,
ç+3½° Ê6Ë�{;Â�|"V .I}J

3.25 Å A
¨

B
«§¬�­ ¾ ©¿ª§¥ð¦ , (F, G, H) µ¿¸ ­Ad�e�©�ÖÁ! , �öº F, H:

A −→ B, G: B −→ A.
>";

H
« ¸ ­�£�¤Á�WÇ , é�ê G

n�o } Þ�Ô�i .n�o
3.26 Å R(A′, A, A′′)

« ¸ ­ ¾ ©�ª�¥�¦§°nê�¤ , X ′, X ′′
ø�â�«

A′, A′′ º °;¬�­
Gorenstein } Þ�Ô�i . é�ê"\�] d�>�t�¬�­�³�N .

(1) ò i!, i∗
«�£�¤Á�WÇ We� i∗

«�j � ° , Þ i∗X
′ ∈ GP(A).

(2) ò j!

¨
j∗
«�£�¤Á�WÇ

, Þ j!X
′′ ∈ GP(A).L

(1) H�µ X ′
«

A′ º ° ¸ ­ Gorenstein } Þ�ÔÁi , " �HÛ ¹§¸"{ A′(−,P(A′))-
£

¤ÿ°
EA′ -

©�ª�ë�ì
X ′
n+1

// P ′
n

// X ′
n

// , �6º -�­ P ′
n ∈ P(A′) � X ′

0 = X ′.
Ô

àeÔ�Õ P ∈ P(A),
O�K ç t3ô½°.�+*

(‡) : 0 // A(i∗X
′
n, P ) // A(i∗P

′
n, P ) // A(i∗X

′
n+1, P ) // 0 .



334 ½ ¾ ¿ À Vol. 43

D+E S�/
3.22, i∗P ∈ GP(A′), " ��teì��+*�«�£�¤½° .

0 // A(X ′
n, i

∗P ) // A(P ′
n, i∗P ) // A(X ′

n+1, i∗P ) // 0 .

� 8 F 3.24, \�] d�ë�ì (‡)
«�£�¤½°

.
� 8 F 3.25, i∗Pn ∈ P(A). ~"�+"�2 , i∗X

′ ∈ GP(A).

(2) H�µ X ′′
«

A′′ º ° ¸ ­ Gorenstein } Þ�Ôji , 	$a Û ¹¿¸�{ A′′(−,P(A′′))-
£�¤

°
EA′′ -

©�ª
X ′′
n+1

// P ′′
n

// X ′′
n

// , �6º P ′′
n ∈ P(A′′)

¨
X ′′

0 = X ′′.
Ô à�ÔÁÕ °

P ∈ GP(A), \�] H�I t3ô�
���� .

A(j!X
′′
n , P ) //

∼=

��

A(j!P
′′
n , P ) //

∼=

��

A(j!X
′′
n+1, P )

∼=

��
A′′(X ′′

n , j∗P ) // A′′(P ′′
n , j∗P ) // A′′(X ′′

n+1, j∗P )

� 8 F 3.25, j∗P ∈ P(A′′). " � �+2 
�����° u�N � « ¸ ­�q�£�¤�ì , T�u�¸ � Å�«�£�¤½° .

H � EA-
©�ª

j!X
′′
n+1

// j!P
′′
n

// j!X
′′
n

//
«

A(−,P(A))-
£�¤½°

.
�pS�/

3.22
O

ç , j!P
′′
n ∈ P(A). " � j!X

′′ ∈ GP(A).�pS�/
3.23

¨+S�/
3.26, \�] O-�]K ç ¯ v øð°=í�ï Ï+F .Ï J

3.27 ¹½¸ ­�ê¿¤ R(A′, A, A′′) º , Å X, X ′, X ′′
ø�â¿«

A, A′, A′′ º °�©§­
n-Gorenstein

¤"h�Ô�i
.

(1)
>";

j∗
« ¸ ­�£�¤Á�WÇ , Þ j∗X

«
A′′ º ° n-Gorenstein

¤"h�Ô�i
.

(2)
>";

i∗ µ�¸ ­�£�¤Á�WÇ � i∗ Í�Î (?) Ð�Ñ , Þ i∗X
«

A′ º ° n-Gorenstein
¤"h�Ô

i
.

(3)
>";

i!, i∗
«�£�¤Á�WÇ � i∗

«�j � ° , Þ i∗X
′
«

A º ° n-Gorenstein
¤"h�Ô�i

.

(4)
>";

j!

¨
j∗
«�£�¤Á�WÇ

, Þ j!X
′′
«

A º ° n-Gorenstein
¤"h�Ô�i

.

�������
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GORENSTEIN SYZYGY OBJECTS IN EXTRIANGULATED

CATEGORIES

CHEN Ming, ZHANG Pei-yu

(School of Mathematics-Physics and Finances, Anhui Polytechnic University, Wuhu 241000, China)

Abstract: In this paper, we study the Gorenstein syzygy objects and Recollements of the

Extriangulated categories. Using the relative homological methods, we get its some properties and

a characterization, and a characterization of Gorenstein projective dimesions. For a recollement

R(A′, A, A
′′) of extriangulated categories, we mainly show that Gorenstein syzygy objects in A

′

and A
′′ induce Gorenstein syzygy objects in A under certain conditions, and prove that Gorenstein

syzygy objects in A induce Gorenstein syzygy objects in A
′ and A

′′ under certain conditions.
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