
Vol. 43 ( 2023 )
No. 4

数 学 杂 志
J. of Math. (PRC)

Riemann-Liouville 分数阶半线性发展型 H- 半变分不等式的可解

性和最优控制

施翠云

(桂林理工大学南宁分校基础学科部, 广西 南宁 530001)

摘要: 本文研究了 Hilbert 空间中半线性 Riemann-Liouville 分数阶发展型 H- 半变分不等式

的可解性和最优控制. 首先, 利用不动点理论和 Clarke 广义次微分性质得到半线性 Riemann-Liouville

分数阶发展型 H- 半变分不等式解的存在性. 其次, 在一般假设条件下证明系统的最优控制存在性. 最

后, 给出一个例子来验证本文的主要结果.
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1 引言

近年来, 分数阶微分方程引起了学者们的广泛关注, 可参见文献 [1–4]. 正如 Heymans 和
Podlubny 在文献 [5] 中已经指出物理学中用 Riemann-Liouville 分数阶导数或积分来表示粘
弹性初边值问题比起通常的物理解释更加合适. 正因为如此, Riemann-Liouville 分数阶发展
型微分包含近年来得到研究者的极大关注, 见文献 [6–8] 及其参考文献.

H- 半变分不等式首先是由希腊著名数学家与力学家 Panagiotopoulos [9–12] 在研究非
凸非光滑超势能的力学与工程问题中所提出的. 自此, 学者们发现它在粘弹性理论、经济学
等领域有着广泛的应用, 研究人员对于它的单调性、拓扑性质和控制理论等方面做了大量研
究并取得不错的成果, 见 [11–17] 及其参考文献.
另一方面, 最优控制在控制理论中扮演着非常重要的角色. 最优控制问题是为给定系统

寻找一个控制法则，从而使得系统状态在某个时间点达到某个最优性准则. 为此, 许多研究者
对其进行深入研究, 例如, Pantoja 等人 [18] 研究了离散系统约束控制不等式的最优控制问
题. [19, 20] 讨论了具有终端状态约束的线性二次型最优控制问题. 微分方程、变分不等式和
拟变分不等式的最优控制问题是应用数学中一个不断延拓和充满活力的分支，已经得到了广

泛的应用, 见 [22–30] 及其参考文献.
近十年来, 分数阶 H- 半变分不等式的控制理论得到许多学者的关注, 例如, Liu 和 Zeng

[31] 研究了其能控性. 文献 [32, 33] 探讨了其可解性和最优控制. 但是, 所有这些成果的研究
都是针对 Caputo 型分数阶 H- 半变分不等式的. Riemann-Liouville 分数阶 H- 半变分不等
式的可解性和最优控制一直是尚待解决的问题. 本文的主要目的是在适当的假设条件下研究
Riemann-Liouville 分数阶 H- 半变分不等式的可解性和最优控制.
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设 H 为可分 Hilbert 空间. 本文主要考虑如下 H- 半变分不等式问题:
{
〈−LDα

t x(t) + Ax(t) + Bu(t), v〉H + F 0(t, x(t); v) ≥ 0, ∀v ∈ H, t ∈ J = [0, b],
I1−α
0+ x(t)|t=0 = x0,

(1.1)

其中, 〈·, ·〉H 表示 Hilbert 空间H 的内积, LDα
t 表示 0 < α < 1 阶 Riemann-Liouville 型分数

阶导数. 算子 A 是 Hilbert 空间H 中的 C0− 半群 T (t)(t ≥ 0) 的无穷小生成元. F 0(t, ·; ·) 表
示局部 Lipschitz 函数 F (t, ·) : H → R 的广义 Clarke 次微分. 控制函数 u 是取值于适当的允

许控制集 Uad 中, B 为有界线性算子. 对于系统 (1.1) 下的允许状态控制对 (x, u), 考虑如下
指标函数

J (x, u) =
∫

J

L(t, x(t), u(t))dt.

本文的主要结构安排如下: 下一章将给出本文用到的一些预备知识. 第 3 章主要研究半
线性 Riemann-Liouville 分数阶发展型 H- 半变分不等式解的存在性. 第 4 章在适当条件下讨
论半线性 Riemann-Liouville 分数阶发展型 H- 半变分不等式的最优控制结果. 最后, 给出一
个例子来验证本文的主要结果.

2 预备知识

这一章主要介绍本文用到的定义和预备知识. 对于整篇文章, 用符号 ⇀ 表示弱收敛.
设 (H, ‖ · ‖) 是 Hilbert 空间, Y 是自反可分 Banach 空间. Lb(H, Y ) 表示定义在 H 上的

取值于 Y 中的有界线性算子全体组成的算子空间. C(J,H) 表示所有从 J = [0, b] 映射
到 H 的连续函数全体, 它的元素 x 赋以范数 ‖x‖C = sup

t∈J
‖x(t)‖H . 为了考虑系统 (1.1)

的温和解, 我们同时考虑如下空间 C1−α(J,H) = {x : t1−αx(t) ∈ C(J,H)} 其赋予范数为
‖x‖C1−α

= sup{t1−α‖x(t)‖H : t ∈ J}. 显然, C1−α(J,X) 空间为一 Banach 空间.
首先, 我们给出分数阶积分和导数的定义, 详见 [2, 4].
定义 2.1 积分

Iα
t f(t) =

1
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s)ds, t > 0, 0 < α < 1,

称为 α 阶 Riemann-Liouville 分数阶积分, 其中 Γ 是 gamma 函数.
定义 2.2 函数 f 的 α 阶 Riemann-Liouville 分数阶导数定义为

LDα
t f(t) =

1
Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

0

(t− s)n−α−1f(s)ds, n = [α] + 1, t > 0,

其中 [α] 表示 α 的整数部分.
接下来, 本文将用到如下记号: P(X) 表示 X 中所有非空集合组成的集族.

Pf (X) = {S ∈ P(X) : S 是闭的},
Pfb(X) = {S ∈ P(X) : S 是闭合有界的},
P(w)k(c)(X) = {S ∈ P(X) : S 是（弱）紧（凸）的}.
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现在给出一些集值映射的基本定义和结果, 对于详细介绍见专著 [34].
定义 2.3 设W,Z 为 Hausdorff 拓扑空间, 则
(i) 如果对于每个开子集 D ⊆ Z, F (x0) ⊆ D, 存在 x0 的邻域 O(x0) 使得 F (x) ⊆ D 对

于所有的 x ∈ O(x0), 则称 F 在 x0 ∈ X 点是上半连续的 (简记为 u.s.c.);
(ii) 如果对于每个有界集 V ⊆ W 都有 F (V ) 是相对紧的, 则称 F 是全连续的;
(iii) 设 (Ω,Σ) 是可测空间, (E, d) 为可分度量空间. 如果对于每个闭集 C ⊆ E 有

F−1(C) = {t ∈ Ω : F (t) ∩ C 6= ∅} ∈ Σ, 则称集值映射 F : Ω → P(E) 是可测的.
下面介绍局部 Lipschitz 函数 h : E → R 的 Clarke 广义梯度的定义与相关结论.
根据文献 [35], 用符号 h0(x; v) 表示 h 在 x 点沿方向 v 的 Clarke 广义方向导数, 即

h0(x; v) = lim
x′→x

sup
λ→0+

h(x′ + λv)− h(x′)
λ

.

那么 h 在点 x 的 Clarke 广义次微分, 表示为 ∂h ⊂ E∗, 由下式给出

∂h(x) = {x∗ ∈ X∗ : h0(x; v) ≥ 〈x∗, v〉, 对任意的 v ∈ E}.

以下引理是关于 Clarke 广义方向导数和广义梯度的基本性质, 它对证明主要结果具有
重要作用.
引理 2.1 [文献 [9] 性质 3.23, 文献 [36] 性质 5.6.10] 设 Ω ⊂ E 为开集, h : Ω → R 为局

部 Lipschitz 函数, 则
(i) 对任意 v ∈ X, 有 h0(x; v) = max{〈x∗, v〉 : x∗ ∈ ∂h(x)};
(ii) 对每一个 x ∈ Ω,梯度 ∂h(x)是E∗ 中的非空、凸、弱 ∗-紧子集，且对任意 x∗ ∈ h(x),

‖x∗‖X∗ ≤ κ (其中 κ > 0 为 h 在 x 附近的 Lipschitz 常数);
(iii) 广义梯度 ∂h 的图在 Ω×E∗

w∗ 拓扑中是闭的, 即, 如果序列 {xn} ⊂ Ω, {y∗n} ⊂ E∗ 使

得 y∗n ∈ ∂h(xn) 和在 E 中 xn → x, 在 E∗ 中 y∗n → y∗, 则 y∗ ∈ ∂f(x) (其中 E∗
w∗ 表示 Banach

空间 E 赋予 w∗- 拓扑);
(iv) 集值函数 Ω 3 x → ∂h(x) ⊆ E 从 Ω 映到 X∗

w∗ 是上半连续的.
引理 2.2 [文献 [37] 性质 2.35] 令 E 为可分自反的 Banach 空间, 0 < b < ∞, 函数

h : (0, b) × E → R, 使得对任意 x ∈ X, h(·, x) 可测, 对所有 t ∈ (0, b), h(t, ·) 局部 Lipschitz
连续. 则集值函数 (0, b)× E 3 (t, x) → ∂h(t, x) ⊂ X∗ 可测.
接下来, 考虑半线性 Riemann-Liouville 型分数阶微分包含:

{
LDα

t x(t) ∈ Ax(t) + Bu(t) + ∂F (t, x(t)), t ∈ J = [0, b], 0 < α < 1,

I1−α
0+ x(t)|t=0 = x0,

(2.1)

其中 LDα
t 表示 0 < α < 1 阶 Riemann-Liouville 型分数阶导数. 算子 A 是 Hilbert 空间 H

中的 C0− 半群 T (t)(t ≥ 0) 的无穷小生成元. ∂F 表示局部 Lipschitz 函数 F (t, ·) : H → R 的
广义 Clarke 次微分. 控制函数 u 是取值于适当的允许控制集 Uad 中, B 为有界线性算子.

如果存在 f ∈ Lp(J,H)(p >
1
α

) 使得 f(t) ∈ ∂F (t, x(t)) 和

{
LDα

t x(t) = Ax(t) + Bu(t) + f(t), a.e. t ∈ J = [0, b],
I1−α
0+ x(t)|t=0 = x0,
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则称 x ∈ C1−α(J,H) 是系统 (2.1) 的解. 由解的定义，有
{
〈−LDα

t x(t) + Ax(t) + Bu(t), v〉H + 〈f(t), v〉H ≥ 0, a.e. t ∈ J = [0, b],∀v ∈ H,

I1−α
0+ x(t)|t=0 = x0.

由于 f(t) ∈ ∂F (t, x(t)) 且 〈f(t), v〉H ≤ F 0(t, x(t); v), 则有
{
〈−LDα

t x(t) + Ax(t) + Bu(t), v〉H + F 0(t, x(t); v) ≥ 0, t ∈ J = [0, b],∀v ∈ H,

I1−α
0+ x(t)|t=0 = x0,

因此, 系统 (1.1) 与 (2.1) 等价.
所以, 本文接下来只需考虑微分包含系统 (2.1).
由定义 2.1, 2.2 和文献 [7, 8] 的结果, 得到如下概念.
定义 2.4 对于给定的 u ∈ Uad, 如果 x ∈ C1−α(J,H), I1−α

0+ x(t)|t=0 = x0 及存在 f ∈
Lp(J,H)(p >

1
α

) 使得 f(t) ∈ ∂F (t, x(t)) a.e. t ∈ J 和

x(t) = tα−1Tα(t)x0 +
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)Bu(s)ds +
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)f(s)ds, (2.2)

则称函数 x(·) 是系统 (2.1) 的温和解, 其中

Tα(t) = α

∫ ∞

0

θξα(θ)T (tαθ)dθ, ξα(θ) =
1
α

θ−1− 1
α $α

(
θ−

1
α

) ≥ 0,

$α(θ) =
1
π

∞∑
n=1

(−1)n−1θ−nα−1 Γ(nα + 1)
n!

sin(nπα), θ ∈ (0,∞),

ξα 是定义在 (0,∞) 上的概率密度函数 [38], 并且

ξα(θ) ≥ 0, θ ∈ (0,∞),
∫ ∞

0

ξα(θ)dθ = 1.

不难验证 ∫ ∞

0

θξα(θ)dθ =
1

Γ(1 + α)
. (2.3)

引理 2.3 [文献 [39] 引理 3.2–3.4 ] 算子 Tα(t) 具有如下性质:
(i) 对任意固定的 t ≥ 0, Tα(t) 是线性有界算子, 即对任意 x ∈ H, 有

‖Tα(t)x‖ ≤ M

Γ(α)
‖x‖.

(ii) {Tα(t), t ≥ 0} 是强连续的.
(iii) 如果 T (t) 是紧的，则对任意 t > 0, Tα(t) 也是紧的.
引理 2.4 [40,41] 设 β > 0, a(t) 在 [0, b] 上是非负局部可积的函数, b(t) 是定义在区间

[0, b] 上非负非递减连续函数且 b(t) ≤ M(常数), 并且函数 y(t) 在 [0, b] 上是非负局部可积的
函数, 且有

y(t) ≤ a(t) + b(t)
∫ t

0

(t− s)β−1y(s)ds, t ∈ [0, b].
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则

y(t) ≤ a(t) +
∫ t

0

[ ∞∑
n=1

[b(t)Γ(β)]n

Γ(nβ)
(t− s)nβ−1a(s)

]
ds, t ∈ [0, b].

另外, 如果 a(t) 在区间 [0, b] 上是非递减函数, 则

y(t) ≤ a(t)Eβ

(
b(t)Γ(β)tβ

)
,

其中 Eβ 是定义如下的Mittag-Leffler 函数

Eβ(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(kβ + 1)
.

引理 2.5 [文献 [42] 引理 3.5] 设半群 T 是 H 中的紧 C0- 半群, 则对任意 p >
1
α

, 算子

(Πg)(·) =
∫ ·

0

(· − s)α−1Tα(· − s)g(s)ds, for g ∈ Lp(J,H)

从 Lp(J,H) 映射到 C(J,H) 是紧的.
下面的结果是本文用到的重要不动点定理 [43].
引理 2.6 [43] 令 E 为局部凸 Banach 空间, 假设 F : E → P(E) 为紧凸值的上半连续

集值映射, 且存在 0 的一个闭邻域 V , 使得 F (V ) 为相对紧集. 如果集合

Ω = {x ∈ E : 对某些λ > 1, λx ∈ F (x)}

是有界的, 那么 F 存在不动点.

3 可解性

本章给出证明主要结果需要的可解性结果. 为此，整篇文章需要如下假设.
H(A): 算子 A 在空间 H 中生成强连续半群 T (t), t ≥ 0, 并且存在常数 M ≥ 1 使得

sup
t∈[0,∞)

‖T (t)‖ ≤ M . 对任意的 t > 0, T (t) 是紧的.

H(F): F : J ×H → R 满足如下条件.
(i) 对所有的 x ∈ H, 函数 t 7→ F (t, x) 是可测的;
(ii) 函数 x 7→ F (t, x) 是局部 Lipschitz 的, 对 a.e. t ∈ J ;

(iii) 对所有的 x ∈ H, 存在函数 a ∈ Lp(J,R+)(p >
1
α

) 和常数 c > 0 使得

‖∂F (t, x)‖H = sup{‖f‖H : f ∈ ∂F (t, x)} ≤ a(t) + ct1−α‖x‖H ,

H(B) : 算子 B ∈ Lb(Y, H).

H(U) : 集值映射 U : J 7→ Pf (Y ) 是可测的并且存在函数 u ∈ Lp(J, Y )(p >
1
α

), 使得

‖U(t)‖ = sup{‖v‖ : v ∈ U(t)} ≤ u(t), for a.e. t ∈ J.
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定义允许控制集如下

Uad = Sp
U = {u ∈ Lp(J, Y ) : u(t) ∈ U(t) a.e. t ∈ J}, p >

1
α

.

则 Uad 6= ∅ (见文献 [34] 中的命题 2.1.7 和引理 2.3.2), 同时显然对所有的 u ∈ Uad 有

Bu ∈ Lp(J,H).

为了证明需要, 定义算子 N : Lq(J,H) → Pf (Lp(J,H)) (
1
p

+
1
q

= 1) 如下

N (x) = {w ∈ Lp(J,H) : w(t) ∈ ∂F (t, x(t)) a.e. t ∈ J}, x ∈ Lq(J,H).

由文献 [9] 中的引理 5.3, 我们有.
引理 3.1 如果条件 H(F ) 成立, 则对于 x ∈ Lq(J,H), 集合 N (x) 具有非空弱紧凸值的.
同时, 下面的引理在证明主要结果的时候也占据重要位置.
引理 3.2 [文献 [17] 引理 11] 设 H(F ) 成立, 算子 N 满足: 若在 Lq(J,H) 中 zn → z, 若

在 Lp(J,H) 中 wn ⇀ w 且 wn ∈ N (zn), 则 w ∈ N (z).
接下来给出系统 (2.1) 的一个先验估计.
引理 3.3 设条件 H(A),H(B),H(F ) 和 H(U) 成立, 则对于系统 (2.1) 的任意解 x ∈

C1−α(J,H), 存在正数K 使得

‖x‖C1−α(J,H) ≤ K. (3.1)

证 设 x 是系统 (2.1) 的一个温和解, 由定义 2.4, 有 f(t) ∈ ∂F (t, x(t)) 及

x(t) = tα−1Tα(t)x0 +
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)f(s)ds +
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)Bu(s)ds.

由已知条件, 利用引理 2.3 和 Hölder 不等式, 得到

t1−α‖x(t)‖H ≤ M

Γ(α)
‖x0‖+ t1−α

∥∥∥∥
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)f(s)ds

∥∥∥∥

+t1−α

∥∥∥∥
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)Bu(s)ds

∥∥∥∥

≤ M

Γ(α)
‖x0‖+

Mt1−α

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
[
a(s) + cs1−α‖x(s)‖+ ‖Bu(s)‖] ds

≤ M

Γ(α)
‖x0‖+

Mb1−α

Γ(α)

(
p− 1
pα− 1

)1− 1
p

bα− 1
p

(
‖a‖Lp + ‖Bu‖Lp

)

+
Mcbα−1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1s1−α‖x(s)‖Hds.

令W (t) = t1−α‖x(t)‖H , 则

W (t) ≤ M

Γ(α)
‖x0‖+

Mcbα−1

Γ(α)

(
p− 1
pα− 1

)1− 1
p

bα− 1
p

(
‖a‖Lp + ‖Bu‖Lp

)

+
Mcb1−α

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1s1−α‖x(s)‖Hds.
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由 Gronwall 不等式 (见引理 2.4), 得到

W (t) ≤
{

M

Γ(α)
‖x0‖+

Mcbα−1

Γ(α)

(
p− 1
pα− 1

)1− 1
p

bα− 1
p

(
‖a‖Lp + ‖Bu‖Lp

)}
Eα(Mct1−α)

≤
{

M

Γ(α)
‖x0‖+

Mcbα−1

Γ(α)

(
p− 1
pα− 1

)1− 1
p

bα− 1
p

(
‖a‖Lp + ‖Bu‖Lp

)}
Eα(Mcb1−α)

:= K.

所以存在常数K > 0 使得 ‖x‖C1−α(J,H) = sup
t∈J

W (t) ≤ K. 证明完毕.

下面给出本章的主要结果.
定理 3.1 设条件H(A),H(B),H(F ) 和H(U) 成立. 则系统 (2.1) 在 J 中至少存在一个

温和解.
证 对任意的 ε > 0, 考虑集值映射 z : C1−α(J,H) → Pf (C1−α(J,H)) 如下

z(x) =
{

h ∈ C1−α(J,H) : h(t) = t1−αTα(t)x0 +
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)f(s)ds

+
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)Bu(s)ds, with f ∈ N (x)
}

, 对于 x ∈ C1−α(J,H),

其中 u(t) ∈ Uad.

显然要证明系统 (2.1) 存在温和解只需证明 z 具有不动点. 接下来证明 z 满足引理 2.6
的所有条件. 首先, 由 N (x) 的凸性可知 z(x) 对于每个 x ∈ C1−α(J,H) 是凸的. 接下来将分
五步进行证明.
步骤 1. z 在 C1−α(J,H) 中从有界集映到有界集.
对于任意 x ∈ Br = {x ∈ C1−α(J,H) : ‖x(t)‖C1−α(J,H) ≤ r}, r > 0. 实际上, 对任意的

x ∈ Br, ϕ ∈ z(x), 存在 f ∈ N (x) 使得

ϕ(t) = tα−1Tα(t)x0 +
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)f(s)ds +
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)Bu(s)ds, t ∈ J.

由已知条件 H(A), H(F ) 和 Hölder 不等式得到

t1−α‖ϕ(t)‖ ≤ ‖Tα(t)x0‖+ t1−α

∫ t

0

(t− s)α−1‖Tα(t− s)f(s)‖ds

+t1−α

∫ t

0

(t− s)α−1‖Tα(t− s)Bu(s)‖ds

≤ M

Γ(α)
‖x0‖+

Mt1−α

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1[a(s) + c‖x(s)‖X ]ds

+
Mt1−α

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1‖Bu(s)‖ds

≤ M

Γ(α)
‖x0‖+

Mt1−α

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1[a(s) + csα−1s1−α‖x(s)‖X ]ds
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+
Mt1−α

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1‖Bu(s)‖ds

≤ M

Γ(α)
‖x0‖+

Mb1− 1
p

Γ(α)

(
p− 1
pα− 1

)1− 1
p

(‖a‖Lp + ‖Bu‖Lp) +
Mcbα

αΓ(2α)
r.

因此, z(Br) 在 C1−α(J,H) 中是有界的.
步骤 2. z 在 Br 上是等度连续的.
首先, 对任意的 x ∈ Br, ϕ ∈ z(x), 存在 f ∈ N (x) 使得

ϕ(t) = t1−αTα(t)x0 +
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)[f(s) + Bu(s)]ds, t ∈ J.

其次, 对任意的 x ∈ Br 和 0 ≤ τ1 < τ2 ≤ b, 有

‖τ1−α
2 ϕ(τ2)− τ1−α

1 ϕ(τ1)‖
≤ ‖Tα(τ2)x0 − Tα(τ1)x0‖

+
∥∥∥∥τ1−α

2

∫ τ2

0

(τ2 − s)α−1Tα(τ2 − s)f(s)ds− τ1−α
1

∫ τ1

0

(τ1 − s)α−1Tα(τ1 − s)f(s)ds

∥∥∥∥

+
∥∥∥∥τ1−α

2

∫ τ2

0

(τ1 − s)α−1Tα(τ1 − s)Bu(s)ds− τ1−α
1

∫ τ1

0

(τ1 − s)α−1Tα(τ1 − s)Bu(s)ds

∥∥∥∥
≤ ‖Tα(τ2)x0 − Tα(τ1)x0‖

+
(
τ1−α
2 − τ1−α

1

) ∥∥∥∥
∫ τ1

0

(τ1 − s)α−1Tα(τ1 − s)f(s)ds

∥∥∥∥

+τ1−α
2

∥∥∥∥
∫ τ1

0

[
(τ2 − s)α−1 − (τ1 − s)α−1

]
Tα(τ1 − s)f(s)ds

∥∥∥∥

+τ1−α
2

∥∥∥∥
∫ τ1

0

(τ1 − s)α−1
[
Tα(τ2 − s)− Tα(τ1 − s)

]
f(s)ds

∥∥∥∥

+τ1−α
2

∥∥∥∥
∫ τ2

τ1

(τ2 − s)α−1Tα(τ2 − s)f(s)ds

∥∥∥∥

+
(
τ1−α
2 − τ1−α

1

) ∥∥∥∥
∫ τ1

0

(τ1 − s)α−1Tα(τ1 − s)Bu(s)ds

∥∥∥∥

+τ1−α
2

∥∥∥∥
∫ τ1

0

[
(τ2 − s)α−1 − (τ1 − s)α−1

]
Tα(τ1 − s)Bu(s)ds

∥∥∥∥

+τ1−α
2

∥∥∥∥
∫ τ1

0

(τ1 − s)α−1 [Tα(τ2 − s)− Tα(τ1 − s)]Bu(s)ds

∥∥∥∥

+τ1−α
2

∥∥∥∥
∫ τ2

τ1

(τ2 − s)α−1Tα(τ2 − s)Bu(s)ds

∥∥∥∥
≤ I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6 + I7 + I8 + I9.

易得

I1 = ‖Tα(τ2)x0 − Tα(τ1)x0‖ → 0 当 τ2 → τ1.

由已知条件和 Hölder 不等式, 有

I2 ≤
(
τ1−α
2 − τ1−α

1

)
‖
∫ τ1

0

(τ1 − s)α−1Tα(τ1 − s)f(s)ds‖
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≤
(
τ1−α
2 − τ1−α

1

)[ M

Γ(α)

( p− 1
pα− 1

)1− 1
p ‖a‖Lpτ

α− 1
p

1 +
Mcr

Γ(1 + α)
τα
1

]
→ 0 当 τ2 → τ1.

类似地,

I3 ≤ 2Mτ 1−α
2

Γ(α)

(
p− 1
pα− 1

)1− 1
p

(‖a‖Lp + cr)(τ2 − τ1)α− 1
p → 0 当 τ2 → τ1.

I5 ≤ Mτ 1−α
2

Γ(α)

(
p− 1
pα− 1

)1− 1
p

(‖a‖Lp + cr)(τ2 − τ1)α− 1
p → 0 当 τ2 → τ1.

I6 ≤
(
τ1−α
2 − τ1−α

1

) M

Γ(α)

( p− 1
pα− 1

)1− 1
p ‖Bu‖Lpτ

α− 1
p

1 → 0 当 τ2 → τ1.

I7 ≤ 2Mτ 1−α
2

Γ(α)

(
p− 1
pα− 1

)1− 1
p

‖Bu‖Lp(τ2 − τ1)α− 1
p → 0 当 τ2 → τ1.

I9 ≤ Mτ 1−α
2

Γ(α)

(
p− 1
pα− 1

)1− 1
p

‖Bu‖Lp(τ2 − τ1)α− 1
p → 0 当 τ2 → τ1.

当 τ1 = 0, 0 < τ2 ≤ b 时, 显然 I4 = I8 = 0. 当 t1 > 0 和充分小的 ε > 0 有

I4 ≤ τ1−α
2

∥∥∥∥
∫ τ1−ε

0

(τ1 − s)α−1[Tα(τ2 − s)− Tα(τ1 − s)]f(s)ds

∥∥∥∥

+τ1−α
2

∥∥∥∥
∫ τ1

τ1−ε

(τ1 − s)α−1[Tα(τ2 − s)− Tα(τ1 − s)]f(s)ds

∥∥∥∥
≤ τ1−α

2 sup
s∈[0,τ1−ε]

‖Tα(τ2 − s)− Tα(τ1 − s)‖

×
[(

p− 1
pα− 1

)1− 1
p

‖a‖Lp(τ
α− 1

p

1 − εα− 1
p ) +

cr

α
(τα

1 − εα)

]

+
2M

Γ(α)

(
p− 1
pα− 1

)1− 1
p

‖a‖Lpεα− 1
p +

2Mcr

Γ(1 + α)
εα,

I8 ≤ τ1−α
2 sup

s∈[0,τ1−ε]

‖Tα(τ2 − s)− Tα(τ1 − s)‖
(

p− 1
pα− 1

)1− 1
p

‖Bu‖Lp(τ
α− 1

p

1 − εα− 1
p )

+
2M

Γ(α)
( p− 1
pα− 1

)1− 1
p ‖Bu‖Lpεα− 1

p .

由半群 T (t)(t > 0) 的紧性和引理 2.3 可知 Tα(t)(t > 0) 在一致算子拓扑下关于 t

是连续的, 从而可知当 τ2 → τ1, ε → 0 时 I4 和 I8 依赖于 x ∈ Br 趋向于 0. 因此,
{t1−α(zx)(t) : x ∈ Br} 在 C1−α(J,H) 中是等度连续集.
步骤 3. z 是全连续的.
对于固定的 t ∈ J , 我们将证明集合 Π(t) = {(zx)(t) : x ∈ Br} 在 H 中是相对紧的.
显然, Π(0) = {x0} 是紧的, 因此只需考虑 t > 0 的情形. 对于固定的 0 < t ≤ b, 对任意

的 x ∈ Br, ϕ ∈ z(x), 存在 f ∈ N (x) 使得

ϕ(t) = t1−αTα(t)x0 +
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)[f(s) + Bu(s)]ds, t ∈ J.



316 数 学 杂 志 Vol. 43

对每个 ε ∈ (0, t), t ∈ (0, b], x ∈ Br 和任意 δ > 0, 定义

ϕε,δ(t) = t1−αTα(t)x0 + α

∫ t−ε

0

∫ ∞

δ

θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)[f(s) + Bu(s)]dθds.

= t1−αTα(t)x0 + αT (εαδ)
∫ t−ε

0

∫ ∞

δ

θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ − εαδ)

×[f(s) + Bu(s)]dθds.

由算子 Tα(t)(t > 0) 和半群 T (εαδ) (εαδ > 0) 的紧性, 可知

Πε,δ(t) = {zε,δ(x)(t) : x ∈ Br},

在 H 中对每个 ε ∈ (0, t) 和 δ > 0 是相对紧集. 另外,

t1−α‖ϕ(t)− ϕε,δ(x)(t)‖

= t1−α

∥∥∥∥α

∫ t

0

∫ ∞

0

θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)[f(s) + Bu(s)]dθds

−α

∫ t−ε

0

∫ ∞

δ

θ(t− s)α−1ξα(θ)T ((t− s)αθ)[f(s) + Bu(s)]dθds

∥∥∥∥

≤ b1−ααM

(
p− 1
pα− 1

)1− 1
p

‖a‖Lp

[
bα− 1

p

∫ δ

0

θξα(θ)dθ +
1

Γ(1 + α)
εα− 1

p

]

+b1−αMcr

[
1

Γ(1 + α)
εα + bα

∫ δ

0

θξα(θ)dθ

]
+ b1−ααM

(
p− 1
pα− 1

)1− 1
p

‖Bu‖Lp

×
[
bα− 1

p

∫ δ

0

θξα(θ)dθ +
b

1
p

Γ(1 + α)
εα− 1

p

]
.

由于
∫∞
0

ξα(θ)dθ = 1, 当 ε → 0 和 δ → 0 时最后一个不等式趋于 0. 因此, 存在相对紧集族完
全覆盖集合 Π(t) (t > 0). 所以 Π(t) (t > 0) 在 H 中也是相对紧的. 由 Ascoli-Arzelá 定理可
知其是全连续的.
步骤 4. z 是 u.s.c. 为了达到这目的, 由文献 [9] 的命题 3.3.12 (2) 知, 只需证明 z 具有

闭图像.
设在 C1−α(J,H) 中 xn → x∗, ϕn ∈ z(xn) 且在 C1−α(J,H) 中 ϕn → ϕ∗ . 我们将证明

ϕ∗ ∈ z(x∗). 为此, ϕn ∈ z(xn) 意味着存在 fn ∈ N (xn) 使得

ϕn(t) = t1−αTα(t)x0 +
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)[fn(s) + Bu(s)]ds. (3.2)

由步骤 1, 可知 {fn}n≥1 ⊆ Lp(J,H) 是有界的. 因此可以假设, 如果有必要取子序列,

fn ⇀ f∗, 对于某些 f∗ ∈ Lp(J,H). (3.3)

由 (3.2), (3.3) 和引理 3.2 得到

ϕ∗(t) = t1−αTα(t)x0 +
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)f∗(s)ds +
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)Bu(s)ds.(3.4)
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注意到在 C1−α(J,H) 中 xn → x∗ 且 fn ∈ N (xn). 由引理 2.3 和 (3.3), 得到 f∗ ∈ N (x∗).
因此, 证得 ϕ∗ ∈ z(x∗), 由此可知 z 具有闭图像.
步骤 5. 先验估计.
由步骤 1–4, 得到 z 是 u.s.c., 紧凸值的, 且 z(Br) 是相对紧集. 由引理 2.6, 只需要证明

集合

Ψ = {x ∈ C1−α(J,H) : λx ∈ z(x), λ > 1}
是有界的, 就可以得到 z 存在一个不动点. 对所有的 x ∈ Ω, 存在 f ∈ N (x) 使得

x(t) = λ−1t1−αTα(t)x0 + λ−1

∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)[f(s) + Bu(s)]ds.

类似于引理 3.1 的证明, 可以得到

t1−α‖x(t)‖H ≤ κEα(Mcb1−α),

其中

κ =
M

Γ(α)
‖x0‖+

Mcbα−1

Γ(α)

(
p− 1
pα− 1

)1− 1
p

bα− 1
p

(
‖a‖Lp + ‖Bu‖Lp

)
.

因此, 集合 Φ 是有界的. 由引理 2.6 可知, z 至少存在一个不动点, 这表明系统 (2.1) 至少存
在一个温和解. 证明完毕.

4 最优控制存在性

本章主要考虑如下 Lagrange 问题 (P):
寻找如下形式的极小化指标泛函

J (x, u) =
∫ T

0

L(t, x(t), u(t))dt, (4.1)

对于系统 (1.1) 的所有允许状态控制对, 即寻找一允许状态控制对 J (x0, u0) 使得

J (x0, u0) ≤ J (x, u), ∀(x, u) ∈ C1−α(J,H)× Uad,

其中 x 表示系统 (1.1) 相对应于控制 u ∈ Uad 的温和解.
为了求解问题 (4.1) 的存在性, 我们假设如下条件成立.

H(L) : 泛函 L : J ×H × Y 7→ R
⋃{∞} 满足:

(i) L : J ×H × Y 7→ R
⋃{∞} 是 Borel 可测的;

(ii) L(t, ·, ·) 对于 a.e.t ∈ J 在 H × Y 中是序列 l.s.c 的;
(iii) L(t, x, ·) 对每个 x ∈ H 和 a.e.t ∈ J 在 Y 中是凸的;
(iv) 存在实常数 a ≥ 0, b > 0, 和非负函数 ϕ ∈ L1(J,R) 使得

L(t, x, u) ≥ ϕ(t) + a‖x‖H + b‖u‖Y .

接下来, 给出最优控制问题 (4.1) 的存在性:
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定理 4.1 如果定理 3.1 的条件和H(L) 成立, 则 Lagrange 问题 (4.1) 存在一最优控制对,
即: 存在最优控制对 (x0, u0) ∈ C1−α(J,H)× Uad 使得

J (x0, u0) ≤ J (x, u), ∀(x, u) ∈ C1−α(J,H)× Uad.

证 若 inf{J (x, u) : (x, u) ∈ C1−α(J,H)× Uad} = +∞, 则易知 Lagrange 问题 (4.1) 存
在最优控制对.
不失一般性, 假设 inf{J (x, u) : (x, u) ∈ C1−α(J,H)× Uad} = η < ∞. 由条件 H(L)(iv),

得到 η > −∞. 由下确界的定义可知, 存在一极小化可行对序列 {(xm, um)} ⊂ Pad ≡ {(x, u) :
x 是系统 (2.1) 相对应于控制 u ∈ Uad 的温和解 }, 使得当m →∞ 时 J (xm, um) → η. 由于
{um} ⊆ Uad(m = 1, 2, · · · ), {um} 是可分自反 Banach 空间 Lp(J, Y ) 中的有界子集, 则存在
一子序列, 仍记为 {um}, 和 u0 ∈ Lp(J, Y ) 使得

um ⇀ u0 在Lp(J, Y ).

另外, Uad 是闭凸的, 则由Marzur 引理知, u0 ∈ Uad.

设序列 {xm} 为系统 (1.1) 所对应控制序列 {um} 的温和解序列. 接下来, 将证明序列
{xm} 在 C1−α(J,H) 是相对紧的.
首先, 由 {um} 的有界性和引理 3.3, 可以证明存在正数 w 使得 ‖xm‖C1−α

≤ w, 由此知

‖xm‖C1−α
是一致有界的.

其次, 证明 {xm(t)} 在 C1−α(J,H) 中是相对紧的.
实际上, 记 ym(t) = t1−αxm(t). 对每个 t ∈ J, 类似于定理 3.1 步骤 3 中的证明, 易知

{t1−αx(t) : x ∈ Br} 在 C(J,H) 中是等度连续的及 {y(t) : y(t) = t1−αx(t), t ∈ J} 是 C(J,H)
中相对紧子集. 因此, {xm(t)} 在 C1−α(J,H) 中是相对紧的. 从而, 存在 x0(t) ∈ C1−α(J,H)
使得

xm → x0 在 C1−α(J,H). (4.2)

另外, 由 H(F )(iii) 可知, {fm} ⊆ N (xm) 在 Lp(J,H) 中是有界的. 则由 Lp(J,H) 的自
反性知, 存在 {fm} 的子序列, 不失一般性, 仍记为 {fm}, 和 f0 ∈ Lp(J,H) 使得

fm ⇀ f0 ∈ Lp(J,H), (4.3)

因此, 由 (4.2), (4.3), 引理 2.5 和引理 3.2, 可得
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)fm(s)ds →
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)f0(s)ds, a.e. t ∈ J.

从而, 得到

xm(t) = tα−1Tα(t)x0 +
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)[Bum(s) + fm(s)]ds

→ x0(t) = tα−1Tα(t)x0 +
∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)[Bu(s) + f0(s)]ds

和 f0 ∈ N (x0), 这表明, x0 是系统 (1.1) 相对应于控制 u0 ∈ Uad 的温和解.
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注意到 H(L) 满足 Balder 定理 (见文献 [44] 的定理 2.1) 中的所有条件. 因此, 由 Balder
定理, 得到 (x, u) → ∫ T

0
L(t, x(t), u(t))dt 在强拓扑 L1(J,X) × L1(J, Y ) 中是序列 l.s.c. 又由

于 Lp(J,H) × Lp(J, Y ) ⊂ L1(J,H) × L1(J, Y ), 从而 J 在 Lp(J,H) × Lp(J, Y ) 中也是序列
l.s.c. 因此, J 在 Lp(J,H)× Lp(J, Y ) 中是弱 l.s.c. 又由条件H(L)(iv) 知, J > −∞, 所以 J
在 (x0, u0) ∈ C1−α(J,H)× Uad 中达到下确界, 这意味着

η = lim
m→∞

∫ T

0

L(t, xm(t), um(t))dt ≥
∫ T

0

L(t, x0(t), u0(t))dt = J (x0, u0) ≥ η.

证明完毕.

5 应用

设 X = L2([0, 1], [0, π]) 为 Hilbert 空间. 考虑如下问题: 寻找控制函数 u(t, z) 使得如下
极小值泛函指标成立

J =
∫ 1

0

∫ π

0

|x(t, z)|2 + u(t, z)|2dzdt. (5.1)

对于下列分数阶偏微分系统中:




〈
∂

3
5

∂t
3
5
x(t, z) +

∂2

∂z2
x(t, z) + Bu(t, z), v

〉
+ F 0(t, z, x(t, z); v) ≥ 0,

t ∈ J = [0, 1], z ∈ [0, π],
x(t, 0) = x(t, π) = 0, t ∈ [0, 1],
x(0, z) = x0(z), z ∈ [0, π],

(5.2)

其中
∂α

∂tα
表示 α =

3
5
的 Riemann-Liouville 分数阶导数. x(t, z) 表示在点 z ∈ [0, π] 和

t ∈ [0, 1] 的状态变量. F = F (t, z, ·) 是非光滑非凸的局部 Lipschitz 能量泛函. F 0(t, z, ·; ·)
表示的是关于第三个变量 ν 的广义 Clarke 梯度 (见 [35]). 一个简单例子函数 F (ν) =
min{h1(ν), h2(ν)} 满足条件 H(F), 其中 hi : R→ R (i = 1, 2) 是凸二次函数 (见 [9]).
定义算子 A : D(A) ⊂ X → X 为 Ax = xzz, 其中定义域 D(A) 给出如下

{x ∈ X : x, xz 是绝对连续的, xzz ∈ X, x(t, 0) = x(t, π) = 0}.

由文献 [45] 可知, A 可以写成

Ax =
∞∑

n=1

n2〈x, en〉en, x ∈ D(A),

其中 en(x) =

√
2
π

sinnx, 0 ≤ x ≤ π (n = 1, 2, · · · ) 是 X 的一组正交基, 〈·, ·〉 表示 L2

的对偶积. 显然算子 A 是空间 X 中如下表示的紧半群 T (t), t > 0 的无穷小生成元
T (t)x =

∑∞
n=1 e−n2t〈x, en〉en, x ∈ X. 同时, 定义无穷维空间 U 为

U =

{
u : u =

∞∑
n=2

unen 及

∞∑
n=2

u2
n < +∞

}
,
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其相应的范数是 ‖u‖U =
( ∞∑

n=2

u2
n

) 1
2

. 记映射 B ∈ L(U,X) 为 Bu = 2u2e1 +
∞∑

n=2

unenfor u =
∞∑

n=2

unen ∈ U, 由已知条件易得, ‖B‖L(U,X) ≤
√

5.

从而, 定理 4.1 的条件都满足. 则问题 (5.1) 可以写成形如系统 (1.1) 的抽象形式. 因此,
由定理 4.1 可知, 问题 (5.1) 至少存在一状态控制函数对 (x, u) ∈ X × U .
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SOLVABILITY AND OPTIMAL CONTROL FOR

RIEMANN-LIOUVILLE FRACTIONAL SEMILINEAR EVOLUTION

HEMIVARIATIONAL INEQUALITIES

SHI Cui-yun

(School of Basic Science, Guilin University of Technology at Nanning, Nanning 530001, China)

Abstract: This paper studies the solvability and optimal control for fractional semilinear

evolution hemivariational inequalities with Riemann-Liouville fractional derivative in Hilbert space.

First, we prove the existence of mild solutions for this problem by using a fixed point theorem

and some properties of generalized Clarke subdifferential. Next, under some generally suitable

hypotheses, the existence result of the optimal control to the fractional evolution hemivariational

inequalities with Riemann-Liouville fractional derivative is also presented and obtained. Finally,

we give an example to illustrate our main results.

Keywords: evolution hemivariational inequalities; optimal control; generalized clarke

subdifferential; Riemann-Liouville fractional derivative
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