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摘 要: 本文研究了三维稳态 Navier-Stokes-Poission 方程的 Liouville 型定理. 利用能量方

法, 证明了如果光滑解 (ρ,u, Φ) 满足一些合适的条件, 则 u = 0. 本文的结果推广了 Chae 的结果

(Nonlinearity, 2012, 25(5): 1345–1349) 到 Lorentz 空间.
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1 引言

考虑如下三维稳态带有 Poission 项的 Navier-Stokes 方程:




div(ρu) = 0,

div(ρu⊗ u)− ν∆u− (λ + ν)∇ div u +∇P = κρ∇Φ,

∆Φ = ρ− ρ0,

(1.1)

其中 ρ,u 和 Φ 分别表示密度、速度以及牛顿重力势能. P 表示压力, 由于 γ 法则可以得到

P (ρ) = aργ(a > 0, γ > 1). 粘性系数 λ 和 ν 满足物理的要求 ν > 0 且 3λ + 2ν > 0. κ 是一个

物理常数, 它的符号表示力的性质. 如果 κ > 0 表示斥力, 则 κ < 0 表示引力.
在研究偏微分方程的正则性时, 我们很自然地会考虑方程的 Liouville 型定理. 直至目前,

对于稳态情形下流体力学方程的 Liouville 型定理仍未解决. 注意到在方程 (1.1) 中, 若 κ = 0
(且没有 (1.1) 的第三个方程), 则方程 (1.1) 得到稳态可压缩 Navier-Stokes 方程. 关于该方程
Liouville 型定理的研究, 已经有大量结果. 在文献 [1] 中, D.Chae 研究了 N 维空间中稳态可

压缩 Navier-Stokes 方程的 Liouville 型定理, 特别地, 在三维空间中得到了若

‖ρ‖L∞(R3) + ‖∇u‖L2(R3) + ‖u‖
L

3
2 (R3)

< ∞,

则 u = 0 且 ρ = 常数. 随后, 在文献 [2] 中, 作者提高了 [1] 的结果, 在如下假设条件下

‖ρ‖L∞(R3) + ‖∇u‖L2(R3) + ‖u‖
L

9
2 (R3)

< ∞.
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最近, 本文第一作者在文献 [3] 中, 研究了 Lorentz 空间中的 Liouville 型定理. 对于稳态
Navier-Stokes-Poission 方程的 Liouville 型定理, 结果较少. D.Chae 在文献 [1] 中证明了在
三维空间中若假设

‖ρ‖L∞(R3) + ‖Φ‖L∞(R3) + ‖∇u‖L2(R3) + ‖u‖
L

3
2 (R3)

< ∞

条件下的 Liouville 型定理, 进一步又得到了 N 维空间中的结果. 关于其他流体力学方程的
Liouville 型定理, 感兴趣的读者可参考文献 [4–8].
本文考虑稳态情形下 Navier-Stokes-Poission 方程的 Liouville 型定理, 得到了在 Lorentz

空间中的结果.
主要结果如下

定理 1.1 假设 ρ,u,Φ 是方程 (1.1) 在 R3 中的光滑解. 如果 ρ ∈ L∞(R3), Φ ∈ L∞(R3)
且 u ∈ L

9
2 ,∞(R3) ∩ L

3
2 ,∞(R3), 则

D(u) :=
∫

R3

|∇u|2 dx ≤ C0M(u), (1.2)

其中M(u) := ‖u‖3

L
9
2 ,∞(R3)

+ ‖u‖
L

3
2 ,∞(R3)

. 如果额外假设

M(u) ≤ δD(u), (1.3)

其中 0 < δ < 1
C0

, 则在 R3 中 u = 0. 进一步, (Φ, ρ) 是如下方程的解

{
ρ∇Φ = a

κ
∇ργ ,

∆Φ = ρ− ρ0.
(1.4)

本文组织如下: 第一部分引入 Lorentz 空间的定义以及本文证明中所需要的不等式, 第
二部分给出主要结论的证明.

2 预备知识

Lorentz 空间是比 Lesbegue 空间更一般的空间. 我们首先回顾 Lorentz 空间的定义, 详
细可参考文献 [9].
定义 2.1 对于任意的 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞. 如果 ‖f‖Lp,q(R3) < +∞, 我们就称可测函

数 f ∈ Lp,q(R3), 其中

‖f‖Lp,q(R3) :=





(∫∞
0

tq−1|{x ∈ R3 : |f(x)| > t}| q
p dt

) 1
q , q < +∞,

sup
t>0

t|{x ∈ R3 : |f(x)| > t}| 1p , q = +∞.

注 ‖ · ‖Lp,q 是拟范数, 即不满足三角不等式. 代替地, 满足

‖f + g‖Lp,q ≤ C(p, q)(‖f‖Lp,q + ‖g‖Lp,q),

其中 C(p, q) = 21/p max(1, 2(1−q)/q). 下面回顾 Lorentz 空间中的 Hölder 不等式.
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引理 2.2 (见文献 [10]) 假设 1 ≤ p1, p2 ≤ ∞, 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞, 且 f ∈ Lp1,q1(R3),
g ∈ Lp2,q2(R3), 则存在常数 C > 0, 使得如下不等式成立:

‖fg‖Lp,q(R3) ≤ C‖f‖Lp1,q1 (R3)‖g‖Lp2,q2 (R3),

其中 1
p

= 1
p1

+ 1
p2
且 1

q
≤ 1

q1
+ 1

q2
.

3 定理 1.1 的证明

证 我们首先引入一个径向截断函数 σ ∈ C∞
0 (R3), 满足

σ(|x|) =





1, |x| < 1,

[0, 1], 1 ≤ |x| ≤ 2,

0, |x| > 2,

对于任意给定的R > 0,定义 σR(x) := σ( |x|
R

), x ∈ R3 且满足 ‖∇kσR‖L∞ 6 CR−k, k = 0, 1, 2,

其中常数 C > 0 且与 R 无关.
以 uσ2

R 为测试函数作用在 (1.1) 的第二个方程两边, 得到

ν

∫

R3

|∇u|2σ2
R dx + (λ + ν)

∫

R3

|div u|2σ2
R dx

=− 2ν

∫

R3

σR∇u : (u⊗∇σR) dx− 2(λ + ν)
∫

R3

σR div u(u · ∇σR) dx

−
∫

R3

(ρu · ∇)u · uσ2
R dx +

∫

R3

κρ∇Φ · uσ2
R dx−

∫

R3

∇P · uσ2
R dx

=
5∑

i=1

Ii.

(2.1)

下面逐项估计 I1, I2...I5．对于 I1, 计算得

I1 = ν

∫

R3

u · div(u⊗∇(σ2
R)) dx

= ν

∫

R3

u · (∇u · ∇(σ2
R) + u∆(σ2

R)) dx

=
ν

2

∫

R3

|u|2∆(σ2
R) dx

= ν

∫

R3

|u|2(σR∆σR + |∇σR|2) dx.

由引理 2.2可推出

|I1| ≤ ν

∫

R≤|x|≤2R

|u|2(|σR∆σR|+ |∇σR|2) dx

≤ C(ν)R−2‖|u|2‖
L

9
4 ,∞(R≤|x|≤2R)

‖1‖
L

9
5 ,1(R≤|x|≤2R)

≤ C(ν)R− 1
3 ‖u‖2

L
9
2 ,∞(R3)

.

(2.2)
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对于 I2, 利用 Young 不等式以及嵌入关系 L2(R3) ↪→ L2,∞(R3), 可得

|I2| ≤ C(λ + ν)
∫

R≤|x|≤2R

|σR div u||u||∇σR| dx

≤ C(λ + ν)R−1‖σR div u‖
L

9
7 ,1(R≤|x|≤2R)

‖u‖
L

9
2 ,∞(R≤|x|≤2R)

≤ C(λ + ν)R−1‖σR div u‖L2,∞(R≤|x|≤2R)‖u‖L
9
2 ,∞(R≤|x|≤2R)

‖1‖
L

18
5 ,1(R≤|x|≤2R)

≤ C(λ + ν)R− 1
6 ‖σR div u‖L2(R≤|x|≤2R)‖u‖L

9
2 ,∞(R≤|x|≤2R)

≤ (λ + ν)
2

‖σR div u‖2
L2(R3) + CR− 1

3 ‖u‖2

L
9
2 ,∞(R3)

.

(2.3)

对于 I3, 利用方程 div(ρu) = 0 以及分部积分可得

I3 = −
∫

R3

(ρu · ∇)u · (uσ2
R) dx

=
1
2

∫

R3

|u|2 div(ρuσ2
R) dx

=
1
2

∫

R3

|u|2(σ2
R div(ρu) + 2σR∇σR · ρu) dx

=
∫

R3

|u|2σR∇ϕR · ρu dx,

则

|I3| ≤ CR−1‖ρ‖L∞(R3)‖|u|3‖L
3
2 ,∞(R≤|x|≤2R)

‖1‖L3,1(R≤|x|≤2R) ≤ C‖u‖3

L
9
2 ,∞(R3)

. (2.4)

计算 I4 得

I4 = −κ

∫

R3

Φdiv(ρuσ2
R) dx

= −κ

∫

R3

Φdiv(ρu)σ2
R dx− κ

∫

R3

Φρu · ∇(σ2
R) dx

= −κ

∫

R3

2σRΦρu · ∇σR dx,

则利用引理 2.2得

|I4| ≤ C

∫

R≤|x|≤2R

ρ|Φ||u||∇σR| dx

≤ CR−1‖ρ‖L∞(R3)‖Φ‖L∞(R3)‖u‖L
3
2 ,∞(R≤|x|≤2R)

‖1‖L3,1(R≤|x|≤2R)

≤ C‖u‖
L

3
2 ,∞(R3)

.

(2.5)

注意到

∇P = ∇(aργ) =
aγ

γ − 1
ρ∇(ργ−1).
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对于 I5, 可得

I5 = −
∫

R3

aγ

γ − 1
ρ∇(ργ−1) · uσ2

R dx

=
aγ

γ − 1

∫

R3

ργ−1 div(ρuσ2
R) dx

=
2aγ

γ − 1

∫

R3

ργu · (σR∇σR) dx.

进一步, 有

|I5| ≤ C

∫

R≤|x|≤2R

ργ |u||∇σR| dx

≤ CR−1‖ρ‖γ
L∞(R3)‖u‖L

3
2 ,∞(R≤|x|≤2R)

‖1‖L3,1(R≤|x|≤2R)

≤ C‖u‖
L

3
2 ,∞(R3)

.

(2.6)

将 (2.2)-(2.6) 式代入 (2.1) 式中, 可得

ν

∫

R3

|∇u|2σ2
R dx +

(λ + ν)
2

∫

R3

|div u|2σ2
R dx

≤ C
(
R− 1

3 ‖u‖2

L
9
2 ,∞(R3)

+ ‖u‖3

L
9
2 ,∞(R3)

+ ‖u‖
L

3
2 ,∞(R3)

)
,

(2.7)

其中常数 C 与 R 无关.
下面关于 (2.7) 式取 R →∞, 借助 Levi 渐升定理得

ν

∫

R3

|∇u|2 dx +
(λ + ν)

2

∫

R3

|div u|2 dx ≤ C
(
‖u‖3

L
9
2 ,∞(R3)

+ ‖u‖
L

3
2 ,∞(R3)

)
,

又因为 3λ + 2ν ≥ 0, ν > 0, 我们得到

D(u) :=
∫

R3

|∇u|2 dx ≤ C0

(
‖u‖3

L
9
2 ,∞(R3)

+ ‖u‖
L

3
2 ,∞(R3)

)
.

因此 (1.2) 式得证. 再结合假设 (1.3), 可得

D(u) ≤ C0M(u) ≤ C0δD(u).

因为 0 < C0δ < 1, 我们得到在 R3 中 u = 0. 再结合 (1.1) 的第二个方程可证明 (1.4) 成立.
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A LIOUVILLE TYPE THEOREM FOR THE 3D STATIONARY
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Abstract: In this paper, we study Liouville type theorem for the 3D stationary Navier-

Stokes-Poission equations. Based on energy method, we prove that if a smooth solution (ρ,u, Φ)

satisfies some suitable conditions, then u = 0. Our result extends and generalizes the corresponding

result of Chae (Nonlinearity, 2012, 25(5): 1345–1349) to the Lorentz space.
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