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摘要: 本文研究了一类固定时刻线性脉冲微分方程解的存在唯一性问题, 利用广义常微分方程

理论, 证明了此类脉冲微分方程初值问题解的整体存在唯一性定理, 推广了具有逐段连续系数的线性

脉冲微分方程解的整体存在唯一性结果.
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1 引言

脉冲现象是一种瞬时突变现象,在现代科技各领域的实际问题中是普遍存在的,其数学
模型往往可归结为脉冲微分系统,其最突出的特点是能够充分考虑到瞬间突发现象对系统状
态的影响.对于脉冲时刻固定的脉冲微分系统,大量的研究工作已取得一系列重要成果 [1][2].
文献 [1], [2]主要应用 Riemann积分与经典常微分方程的理论研究脉冲微分方程.对于齐次线
性脉冲微分方程 {

x′ = P (t)x, t 6= ti, i ∈ Z,

∆x|t=ti
= Cix, i ∈ Z,

文献 [2]考察了其解的存在唯一性与基解矩阵的存在性,并得出了非齐次线性脉冲微分方程
{

x′ = P (t)x + Q(t), t 6= ti, i ∈ Z,

∆x|t=ti
= Cix + gi, i ∈ Z

的常数变易公式,其中
∆x|t=ti

= lim
t→t+i

x(t)− x(ti), i ∈ Z,

函数 P : R → L(Cn)与 Q : R → Cn 均在 R\{ti}i∈Z 上连续, L(Cn)为复 n× n矩阵全体, Cn

为复 n维欧氏空间, Z为整数集, {Ci}i∈Z ⊂ L(Cn), {gi}i∈Z ⊂ Cn,数列 {ti}i∈Z 严格递增且

lim
n→∞

tn = +∞.

Kurzweil于 1957年提出的广义常微分理论为脉冲微分方程的研究提供了新方法,文献
[3]在函数 f : B × [a, b] → Rn关于第二变元具有某些不连续性质的条件下局部地讨论了非线

性脉冲微分方程 {
x′ = f(x, t) a.e. 于 [a, b]\{t1, t2, · · ·, tk},
∆x|t=ti

= Ii(x(ti)), i = 1, 2, · · ·, k
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与一类广义常微分方程之间的等价关系,其中算子 Ii : B → Rn连续, i = 1, 2, · · ·, k,

∆x|t=ti
= lim

t→t+i

x(t)− x(ti), i = 1, 2, · · ·, k,

a ≤ t1 < t2 < · · · < tk ≤ b,

B = {x ∈ Rn; ‖x‖ ≤ C}, C > 0, Rn 为实 n维欧氏空间, ‖ · ‖表示其欧氏范数.利用上述等
价关系及广义常微分方程解关于初值与参数的可微性定理,文献 [4]研究了脉冲微分方程解
关于初值与参数的可微性.文献 [5]将文献 [3]中广义常微分方程的适定性结果推广至一般
Banach空间中的广义常微分方程,并将所得结论应用于无限滞后型脉冲泛函微分方程,讨论
其解的局部存在唯一性及解相对于初值与参数的连续依赖性.
作为整数阶脉冲微分方程的推广,分数阶脉冲微分方程已受到广泛关注,这一领域的研

究现已取得了诸多新成果, 文献 [6], [7]利用非线性泛函分析理论分别研究了一类在无界区间
上具有可列多个脉冲时刻的分数阶脉冲微分方程解的存在性与一类分数阶脉冲微分方程边

值问题正解的存在唯一性.文献 [8]研究了一类分数阶脉冲微分方程解的振动性,并举出相应
的算例验证所得结果.
本文将弱化文献 [2]中函数 P 与 Q连续的条件,推广文献 [3]中的结论,在整个无界区间

[t0,+∞)上建立线性脉冲微分方程初值问题 (IVP)





x′ = P (t)x + Q(t) a.e. 于 [t0,+∞)\{ti}∞i=1,

∆x|t=ti
= lim

t→t+i

x(t)− x(ti) = Cix(ti), i ∈ N+,

x(t0) = x0.

(1.1)

与一类广义线性常微分方程初值问题之间的等价关系,并研究 IVP(1.1)解的整体存在唯一
性,其中函数 P : [t0,+∞) → L(Rn)与Q : [t0,+∞) → Rn局部 Lebesgue可积, L(Rn)表示实
n阶方阵全体, N+为正整数集, x0 ∈ Rn, {Ci}∞i=1 ⊂ L(Rn),数列 {ti}∞i=1 ⊂ (t0,+∞)严格递增
且 lim

n→∞
tn = +∞.

本文共分为三部分, 第二部分介绍文中所用到的基本概念及引理; 第三部分利用
Kurzweil积分与广义常微分方程理论证明 IVP(1.1)与一类广义线性常微分方程初值问题之
间存在等价关系,并建立 IVP(1.1)解的整体存在唯一性定理.

2 预备知识

本节将简要介绍 Kurzweil积分,广义常微分方程与正则函数的相关定义和结论.
在本文后续讨论中仍设 R = (−∞,+∞), (Rn, ‖ · ‖)为实 n维欧氏空间,且 L(Rn)为实 n

阶方阵全体,其中 ‖ · ‖为欧氏范数,并对任意 A = (aij)n×n ∈ L(Rn),规定 ‖A‖1 =
n∑

i,j=1

|aij |.
称有限集 D = {(τi, [αi−1, αi]), i = 1, 2, · · ·, k}为区间 [a, b]的一个分划,如果

a = α0 < α1 < · · · < αk = b,

αi−1 ≤ τi ≤ αi, i = 1, 2, · · ·, k.
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给定正值函数 δ : [a, b] → (0,+∞),称 [a, b]的分划 D = {(τi, [αi−1, αi]), i = 1, 2, · · ·, k}
是 δ – 精细的,如果对每个 i = 1, 2, · · ·, k都有 [αi−1, αi] ⊂ (τi − δ(τi), τi + δ(τi)).
另外,由文献 [3]引理 1.4,若给定区间 [a, b]与正值函数 δ : [a, b] → (0,+∞),则 [a, b]一定

存在 δ– 精细分划 D = {(τi, [αi−1, αi]), i = 1, 2, · · ·, k}.
定义 2.1 [3] 称函数 U : [a, b]× [a, b] → Rn 在区间 [a, b]上 Kurzweil可积,如果存在向量

I ∈ Rn,使得对任意的 ε > 0,存在正值函数 δ : [a, b] → (0,+∞),使得对 [a, b]的任何 δ– 精细
分划 D = {(τi, [αi−1, αi]), i = 1, 2, · · ·, k}都有

∥∥∥∥∥
k∑

i=1

(U(τi, αi)− U(τi, αi−1))− I

∥∥∥∥∥ < ε.

此时定义
∫ b

a
DU(τ, t) = I 为 U 在 [a, b]上的 Kurzweil积分.

特别地,若 U(τ, t) = f(τ) · t,其中 τ, t ∈ [a, b],函数 f : [a, b] → Rn,则记
∫ b

a

DU(τ, t) =
∫ b

a

f(s)ds;

若 U(τ, t) = f(τ)g(t),其中 τ, t ∈ [a, b],函数 f : [a, b] → Rn, g : [a, b] → R,则记
∫ b

a

DU(τ, t) =
∫ b

a

f(s)dg(s),

并称
∫ b

a
f(s)dg(s)为 Kurzwei–Stieltjes积分. 现举以下两例辅助理解 Kurzweil积分.

例 2.2 [9] 考察 Kurzweil积分
∫ 1

0
D[t ·D(τ)],其中

D(τ) =

{
1, τ ∈ [0, 1]为有理数,

0, τ ∈ [0, 1]为无理数,

设 t · D(τ) = U(τ, t), τ, t ∈ [0, 1],记 {rn}∞n=1 为 [0, 1]中全体有理数所成之集,对于给定的
ε > 0,取

δ(τ) =

{
1, τ ∈ [0, 1]为无理数,

ε · 2−(n+1), τ = tn, n = 1, 2, · · ·.
又设 D = {(τi, [αi−1, αi]), i = 1, 2, · · ·, k}为 [0, 1]的任意 δ– 精细分划,则

∣∣∣∣
k∑

i=1

[U(τi, αi)− U(τi, αi−1)]− 0
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∑

τi∈{rn}∞n=1

D(τi)(αi − αi−1)
∣∣∣∣

≤
∑

τi∈{rn}∞n=1

|D(τi)|(αi − αi−1) ≤
∑

τi∈{rn}∞n=1

2δ(τi) <

∞∑
n=1

ε

2n
= ε,

因此由定义 2.1, ∫ 1

0

D[t ·D(τ)] =
∫ 1

0

DU(τ, t) = 0.

事实上, Kurzweil积分包含 Riemann积分与 Lebesgue积分.
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例 2.3 [10] 函数

f(t) =

{
0, t = 0,

2t sin 2
t2
− 2

t
cos 2

t2
, t ∈ (0.1]

在 [0, 1]上非 Lebesgue可积,但在 [0, 1]上 Kurzweil可积,即 Kurzweil积分

∫ 1

0

f(s)ds =
∫ 1

0

D[f(τ) · t]

存在.同样, Kurzwei–Stieltjes积分包含 Lebesgue–Stieltjes积分.
另外,由 Kurzweil积分的定义不难证明,若在 [a, b] × [a, b]上 U(τ, t)仅是关于变量 τ 的

函数,即对任意 τ, t1, t2 ∈ [a, b]都有 U(τ, t1) = U(τ, t2),则
∫ b

a
DU(τ, t) = 0.

定理 2.4 [3] 设对任意 c ∈ (a, b],函数 U : [a, b]× [a, b] → Rn 在区间 [c, b]上 Kurzweil可
积,且极限

lim
c→a+

[∫ b

c

DU(τ, t) + U(a, c)− U(a, a)
]

存在,则 U 在 [a, b]上 Kurzweil可积,且

∫ b

a

DU(τ, t) = lim
c→a+

[∫ b

c

DU(τ, t) + U(a, c)− U(a, a)
]
.

定义 2.5 [3] 设 O ⊂ Rn,区间 J ⊂ R且函数 F : O × J → Rn,称定义在 J 的子区间 P 上

的函数 x : P → O为广义常微分方程

dx

dτ
= DF (x, t) (2.1)

的解,如果对任意 s1, s2 ∈ P 都有 x(s2)− x(s1) =
∫ s2

s1
DF (x(τ), t). 特别地,称

dx

dτ
= D[A(t)x + g(t)] (2.2)

为广义线性常微分方程,其中函数 A : J → L(Rn), g : J → Rn 均在 J 上局部有界变差 (即
A : J → L(Rn)与 g : J → Rn 均在 J 的任何闭子区间上有界变差).事实上,这是在广义常
微分方程 (2.1)中取 F (x, t) = A(t)x + g(t)的特殊情形.在后续讨论中以符号

∫ s2

s1
d[A(s)]x(s)

代替
∫ s2

s1
D[A(t)x(τ)].

引理 2.6 [3] 若函数 x : [a, b] → Rn 是广义线性常微分方程 (2.2)在 [a, b]上的解,则 x是

[a, b]上的有界变差函数.
定理 2.7 [3] 设 J 是一个区间 (有界或无界),函数 A : J → L(Rn)与 g : J → Rn 均在 J

上局部有界变差,又设对 J 的任意内点 t都有

det(I − [A(t)−A(t−)]) · det(I + [A(t+)−A(t)]) 6= 0,

且当 α = infJ ∈ J 时,
det(I + [A(α+)−A(α)]) 6= 0;
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当 β = supJ ∈ J 时,
det(I − [A(β)−A(β−)]) 6= 0,

其中 I 为 n× n单位矩阵,则对任意 (x0, t0) ∈ Rn × J ,广义线性常微分方程初值问题




dx

dτ
= D[A(t)x + g(t)],

x(t0) = x0

(2.3)

在 J 上存在唯一解 x : J → Rn,并且 x在 J 上局部有界变差.
引理 2.8 [3] 设 [a, b] ⊂ J ,函数 x : [a, b] → O是广义线性常微分方程 (2.2)在 [a, b]上的

解,则对任意 s ∈ [a, b),

x(s+)− x(s) = [A(s+)−A(s)]x(s) + g(s+)− g(s),

对任意 s ∈ (a, b],

x(s)− x(s−) = [A(s)−A(s−)]x(s) + g(s)− g(s−).

称 f : [a, b] → Rn 为正则函数,如果对于任意 s ∈ (a, b]及任意 s ∈ [a, b),极限 f(s−) =
lim

t→s−
f(t)与 f(s+) = lim

t→s+
f(t)分别存在. 特别地,有界变差函数一定是正则函数, 且定义在

某个闭区间上的正则函数一定有界.
引理 2.9 [3] 设闭球 B = {x ∈ Rn; ‖x‖ ≤ C},其中 C > 0,函数 f : B × [a, b] → Rn满足:
(i) 对任意固定的 x ∈ B,函数 f(x, ·)在 [a, b]上 Lebesgue可测;
(ii) 存在 Lebesgue 可积函数 m : [a, b] → R 使得 ‖f(x, s)‖ ≤ m(s) 对任意 (x, s) ∈

B × [a, b]都成立;
(iii) 存在 Lebesgue可积函数 l : [a, b] → R使得 ‖f(x, s)− f(y, s)‖ ≤ l(s)‖x− y‖ 对任意

(x, s), (y, s) ∈ B × [a, b]都成立.
令

F̃ (x, t) =
∫ t

a

f(x, s)ds, (x, t) ∈ B × [a, b],

若x : [a, b] → B是正则函数,则Kurzweil积分
∫ b

a
DF̃ (x(τ), t)与Lebesgue积分

∫ b

a
f(x(s), s)ds

均存在且相等.
引理 2.10 [3] 设 A : [a, b] → L(Rn)是 [a, b]上的有界变差函数, x : [a, b] → Rn 是 [a, b]

上的正则函数, 则 Kurzweil积分
∫ b

a
d[A(s)]x(s)存在.

3 主要结果

设 x0 ∈ Rn, {Ci}∞i=1 ⊂ L(Rn),数列 {ti}∞i=1 ⊂ (t0,+∞)满足

t1 < t2 < · · · < tn < · · ·

且 lim
n→∞

tn = +∞.又设 P : [t0,+∞) → L(Rn)为 n× n矩阵值函数, Q : [t0,+∞) → Rn 为 n

维列向量函数,且 P , Q均在 [t0,+∞)上局部 Lebesgue可积.本节先建立脉冲微分方程初值
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问题 (IVP) 



x′ = P (t)x + Q(t) a.e. 于 [t0,+∞)\{ti}∞i=1,

∆x|t=ti
= x(t+i )− x(ti) = Cix(ti), i ∈ N+,

x(t0) = x0

与广义线性常微分方程初值问题




dx

dτ
= D[A(t)x + g(t)],

x(t0) = x0

(3.1)

解之间的等价关系,其中

A(t) =
∫ t

t0

P (s)ds +
∞∑

i=1

Hti
(t)Ci, t ∈ [t0,+∞),

g(t) =
∫ t

t0

Q(s)ds, t ∈ [t0,+∞),

且对每个 i ∈ N+,

Hti
(t) =

{
0, t ≤ ti,

1, t > ti.

进一步建立 IVP(1.1)在 [t0,+∞)上解的整体存在唯一性定理.
对于 IVP(1.1)的解,有以下定义.
定义 3.1 称函数 x : [t0,+∞) → Rn为 IVP(1.1)在 [t0,+∞)上的解,如果
(i) x(t0) = x0;
(ii) x′(t) = P (t)x(t) + Q(t)在 [t0,+∞)\{ti}∞i=1上几乎处处成立;
(iii) 若 [a, b] ⊂ [t0,+∞)满足 [a, b) ∩ {ti}∞i=1 = ∅,则 x(t)在 [a, b]上绝对连续;
(iv) ∆x|t=ti

= x(t+i )− x(ti) = Cix(ti), i ∈ N+.
引理 3.2 设

A(t) =
∫ t

t0

P (s)ds +
∞∑

i=1

Hti
(t)Ci, t ∈ [t0,+∞),

g(t) =
∫ t

t0

Q(s)ds, t ∈ [t0,+∞).

则 A(t)与 g(t)均在 [t0,+∞)上局部有界变差.
证 由 lim

n→∞
tn = +∞, 对任意固定的 t ∈ [t0,+∞),存在 l ∈ N+使得 t ≤ tl+1,从而

∞∑
i=1

Hti
(t)Ci =

l∑
i=1

Hti
(t)Ci,

即
∞∑

i=1

Hti
(t)Ci 收敛.又 P (t), Q(t)均在 [t0,+∞)上局部 Lebesgue可积,故函数 A(t)与 g(t)

均在 [t0,+∞)上有定义.下证函数 A(t)与 g(t)均在 [t0,+∞)上局部有界变差.
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任取 [a, b] ⊂ [t0,+∞),设 S : a = s0 < s1 < · · ·sl = b 为 [a, b]的任意分割,则

l∑
j=1

‖g(sj)− g(sj−1)‖ =
l∑

j=1

‖
∫ sj

sj−1

Q(s)ds‖ ≤
l∑

j=1

∫ sj

sj−1

‖Q(s)‖ds =
∫ b

a

‖Q(s)‖ds,

即 g(t)是 [a, b]上的有界变差函数.类似地,

l∑
j=1

∥∥∥∥
∫ sj

sj−1

P (s)ds

∥∥∥∥
1

≤
l∑

j=1

∫ sj

sj−1

‖P (s)‖1ds =
∫ b

a

‖P (s)‖1ds,

又

l∑
j=1

∥∥∥∥
∞∑

i=1

Hti
(sj)Ci −

∞∑
i=1

Hti
(sj−1)Ci

∥∥∥∥
1

≤ lim
n→∞

l∑
j=1

n∑
i=1

[Hti
(sj)−Hti

(sj−1)]‖Ci‖1

= lim
n→∞

n∑
i=1

‖Ci‖1

l∑
j=1

[Hti
(sj)−Hti

(sj−1)] = lim
n→∞

n∑
i=1

‖Ci‖1[Hti
(b)−Hti

(a)]

=
∞∑

i=1

‖Ci‖1[Hti
(b)−Hti

(a)],

因此

l∑
j=1

‖A(sj)−A(sj−1)‖1 =
l∑

j=1

∥∥∥∥
∫ sj

sj−1

P (s)ds +
∞∑

i=1

Hti
(sj)Ci −

∞∑
i=1

Hti
(sj−1)Ci

∥∥∥∥
1

≤
l∑

j=1

∥∥∥∥
∫ sj

sj−1

P (s)ds

∥∥∥∥
1

+
l∑

j=1

∥∥∥∥
∞∑

i=1

Hti
(sj)Ci −

∞∑
i=1

Hti
(sj−1)Ci

∥∥∥∥
1

≤
∫ b

a

‖P (s)‖1ds +
∞∑

i=1

‖Ci‖1[Hti
(b)−Hti

(a)],

即函数A(t)在 [a, b]上有界变差,再由 [a, b] ⊂ [t0,+∞)的任意性,函数A(t)与 g(t)在 [t0,+∞)
上局部有界变差.
设

F1(x, t) =
∫ t

t0

[P (s)x + Q(s)]ds, (x, t) ∈ Rn × [t0,+∞),

则有如下引理.
引理 3.3 设 [a, b] ⊂ [t0,+∞), x : [a, b] → Rn为正则函数,则Kurzweil积分

∫ b

a
DF1(x(τ), t)

与 lebesgue积分
∫ b

a
[P (s)x(s) + Q(s)]ds均存在且相等.

证 因为 x : [a, b] → Rn为正则函数,所以存在常数 C > 0,使对任意 t ∈ [a, b]都有

‖x(t)‖ ≤ C,

从而 x 映 [a, b] 入 B = {x ∈ Rn; ‖x‖ ≤ C}. 因函数 P (t) 与 Q(t) 均在 [t0,+∞) 上局部
Lebesgue可积,故对一切固定的 x ∈ B,函数

f(x, t) = P (t)x + Q(t)
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在 [a, b] 上关于变量 t Lebesgue 可测, 且函数 m(t) = C‖P (t)‖1 + ‖Q(t)‖, t ∈ [a, b] 与
l(t) = ‖P (t)‖1, t ∈ [a, b] 均在 [a, b]上 Lebesgue可积.
另一方面,对任意 (x, s), (y, s) ∈ B × [a, b]有

‖f(x, s)‖ = ‖P (s)x + Q(s)‖ ≤ ‖P (s)‖1 · ‖x‖+ ‖Q(s)‖ ≤ m(s),

且

‖f(x, s)− f(y, s)‖ = ‖P (s)(x− y)‖ ≤ l(s)‖x− y‖.

再令 F̃ (x, t) =
∫ t

a

f(x, s)ds, (x, t) ∈ B × [a, b], 由引理 2.9, Kurzweil积分
∫ b

a

DF̃ (x(τ), t)与

Lebesgue积分
∫ b

a

f(x(s), s)ds均存在且相等,于是

∫ b

a

DF1(x(τ), t) =
∫ b

a

DF̃ (x(τ), t) =
∫ b

a

f(x(s), s)ds =
∫ b

a

[P (s)x(s) + Q(s)]ds.

令 F2(x, t) =
∞∑

i=1

Hti
(t)Cix, (x, t) ∈ Rn × [t0,+∞), 则

A(t)x + g(t) = F1(x, t) + F2(x, t), (x, t) ∈ Rn × [t0,+∞),

且有如下引理.
引理 3.4 设区间 [a, b] ⊂ [t0,+∞)满足 [a, b)∩{ti}∞i=1 = ∅,则对任意函数 x : [a, b] → Rn

都有 ∫ b

a

DF2(x(τ), t) = 0.

证 因 [a, b) ∩ {ti}∞i=1 = ∅,故 [a, b] ⊂ [t0, t1]或存在 k ∈ N+,使得 [a, b] ⊂ (tk, tk+1].
当 [a, b] ⊂ [t0, t1]时,对任意 t ∈ [a, b]都有 t ≤ t1,此时对任一函数 x : [a, b] → Rn有

F2(x(τ), t) =
∞∑

i=1

Hti
(t)Cix(τ) = 0,

故 ∫ b

a

DF2(x(τ), t) = 0;

当 [a, b] ⊂ (tk, tk+1], k ∈ N+ 时, 对任意 t ∈ [a, b] 有 tk < t ≤ tk+1, 此时对任一函数
x : [a, b] → Rn有

F2(x(τ), t) =
∞∑

i=1

Hti
(t)Cix(τ) =

k∑
i=1

Hti
(t)Cix(τ) +

∞∑
i=k+1

Hti
(t)Cix(τ) =

k∑
i=1

Cix(τ),

于是由 Kurzweil积分的定义得
∫ b

a

DF2(x(τ), t) = 0.
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引理 3.5 设 k ∈ N+, s ∈ (tk, tk+1],则对任意函数 x : [tk, s] → Rn,都有
∫ s

tk

DF2(x(τ), t) = Ckx(tk).

证 对任意 k ∈ N+, s ∈ (tk, tk+1]及任意 σ ∈ (tk, s)显然有 [σ, s) ∩ {ti}∞i=1 = ∅,因此由
引理 3.4, ∫ s

σ

DF2(x(τ), t) = 0

对任意 σ ∈ (tk, s)都成立.由定理 2.4,当 k ∈ N+, k ≥ 2时,
∫ s

tk

DF2(x(τ), t) = lim
σ→t+k

[∫ s

σ

DF2(x(τ), t) + F2(x(tk), σ)− F2(x(tk), tk)
]

= lim
σ→t+k

∞∑
i=1

Hti
(σ)Cix(tk)−

∞∑
i=1

Hti
(tk)Cix(tk)

=
k∑

i=1

Cix(tk)−
k−1∑
i=1

Cix(tk)

= Ckx(tk),

类似地,
∫ s

t1

DF2(x(τ), t) = lim
σ→t+1

∞∑
i=1

Hti
(σ)Cix(t1)−

∞∑
i=1

Hti
(t1)Cix(t1) = C1x(t1).

定理 3.6 函数 x : [t0,+∞) → Rn 是线性脉冲微分方程初值问题 (1.1)在 [t0,+∞)上的
解当且仅当 x : [t0,+∞) → Rn是广义线性常微分方程初值问题 (3.1)在 [t0,+∞)上的解.
证 必要性　设 x : [t0,+∞) → Rn 是 IVP(1.1) 在 [t0,+∞) 上的解, 对任意 s1, s2 ∈

[t0,+∞), s1 < s2,分以下两种情形讨论:
当 [s1, s2) ∩ {ti}∞i=1 = ∅时,由定义 3.1, x在 [s1, s2]上绝对连续,且

x′(s) = P (s)x(s) + Q(s)

a.e.于 [s1, s2],因此由引理 3.3及引理 3.4,

x(s2)− x(s1) =
∫ s2

s1

x′(s)ds

=
∫ s2

s1

[P (s)x(s) + Q(s)]ds

=
∫ s2

s1

DF1(x(τ), t)

=
∫ s2

s1

DF1(x(τ), t) +
∫ s2

s1

DF2(x(τ), t)

=
∫ s2

s1

DF (x(τ), t).
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当 [s1, s2) ∩ {ti}∞i=1 6= ∅时,不妨设存在 k ∈ N+,使得 tk = s1 < s2 ≤ tk+1,则由引理 3.3,
对任意 σ ∈ (s1, s2)有

x(s2)− x(σ) =
∫ s2

σ

x′(s)ds =
∫ s2

σ

[P (s)x(s) + Q(s)]ds =
∫ s2

σ

DF1(x(τ), t),

由引理 3.5,

x(t+k )− x(tk) = Ckx(tk) =
∫ s2

tk

DF2(x(τ), t) =
∫ s2

s1

DF2(x(τ), t).

再由定理 2.4及 Lebesgue积分的绝对连续性,
∫ s2

s1

DF1(x(τ), t) =
∫ s2

tk

DF1(x(τ), t)

= lim
σ→t+k

[∫ s2

σ

DF1(x(τ), t) + F1(x(tk), σ)− F1(x(tk), tk)
]

= lim
σ→t+k

∫ s2

σ

DF1(x(τ), t) + lim
σ→t+k

∫ σ

tk

[P (s)x(tk) + Q(s)]ds

= x(s2)− x(t+k ),

因此

x(s2)− x(s1) = x(s2)− x(tk)

= x(s2)− x(t+k ) + x(t+k )− x(tk)

=
∫ s2

s1

DF1(x(τ), t) +
∫ s2

s1

DF2(x(τ), t)

=
∫ s2

s1

DF (x(τ), t).

综上所述,对任意 s1, s2 ∈ [t0,+∞),

x(s2)− x(s1) =
∫ s2

s1

DF (x(τ), t) =
∫ s2

s1

d[A(s)]x(s) + g(s2)− g(s1),

由定义 2.5,函数 x : [t0,+∞) → Rn 是广义线性常微分方程初值问题 (3.1)在 [t0,+∞)上的
解.
充分性 　设 x : [t0,+∞) → Rn是 IVP(3.1)在 [t0,+∞)上的解,则由引理 2.6,对任意固

定的 k ∈ N+, x是 [tk, tk+1]上的有界变差函数,当然是正则函数,因此由定义 2.5,引理 3.3及
引理 3.5,对每个固定的 k ∈ N+及任意 s ∈ (tk, tk+1)有

x(s)− x(tk) =
∫ s

tk

d[A(τ)]x(τ) + g(s)− g(tk)

=
∫ s

tk

DF1(x(τ), t) +
∫ s

tk

DF2(x(τ), t)

=
∫ s

tk

[P (t)x(t) + Q(t)]dt + Ckx(tk),
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即

x(s) =
∫ s

tk

[P (t)x(t) + Q(t)]dt + Ckx(tk) + x(tk), s ∈ (tk, tk+1),

因此对每个固定的 k ∈ N+, x′(s) = ϕ′k(s) = P (s)x(s) + Q(s) 在 (tk, tk+1)上几乎处处成立,
其中

ϕk(t) =
∫ t

tk

[P (s)x(s) + Q(s)]ds, t ∈ [tk, tk+1], k ∈ N+.

类似地,对任意 s ∈ [t0, t1]有

x(s)− x(t0) =
∫ s

t0

DF (x(τ), t)

=
∫ s

t0

DF1(x(τ), t) +
∫ s

t0

DF2(x(τ), t)

=
∫ s

t0

DF1(x(τ), t)

=
∫ s

t0

[P (t)x(t) + Q(t)]dt,

即

x(s) =
∫ s

t0

[P (t)x(t) + Q(t)]dt + x0, s ∈ [t0, t1],

因此 x′(s) = P (s)x(s) + Q(s) a.e.于 [t0, t1).
综合以上讨论可知: x′(s) = P (s)x(s) + Q(s)在 [t0,+∞)\{ti}∞i=1上几乎处处成立.
由引理 2.8及 Lebesgue积分的绝对连续性:对任意 k ∈ N+, k ≥ 2 有

x(t+k )− x(tk) = [A(t+k )−A(tk)]x(tk) + g(t+k )− g(tk)

= lim
t→t+k

∞∑
i=1

Hti
(t)Cix(tk)−

∞∑
i=1

Hti
(tk)Cix(tk)

=
k∑

i=1

Cix(tk)−
k−1∑
i=1

Cix(tk)

= Ckx(tk),

类似可得

x(t+1 )− x(t1) = lim
t→t+1

∞∑
i=1

Hti
(t)Cix(t1)−

∞∑
i=1

Hti
(t1)Cix(t1) = C1x(t1).

任取闭区间 [a, b] ⊂ [t0,+∞)满足 [a, b) ∩ {ti}∞i=1 = ∅,下证函数 x在 [a, b]上绝对连续.
设 (ap, bp), p = 1, 2, · · ·,m是 [a, b]中的任意有限多个互不相交的开区间,由 Lebesgue积分的

绝对连续性,对任意 ε > 0,存在 δ > 0,使当
m∑

p=1

(bp − ap) < δ时,

m∑
p=1

‖x(bp)− x(ap)‖ =
m∑

p=1

∥∥∥∥
∫ bp

ap

[P (s)x(s) + Q(s)]ds

∥∥∥∥ < ε,
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即 x(t)在 [a, b]上绝对连续.
综上所述, x : [t0,+∞) → Rn是 IVP(1.1)在 [t0,+∞)上的解.
定理 3.7 若对任意 i ∈ N+,矩阵 I + Ci 可逆,则 IVP(1.1)在区间 [t0,+∞)上存在唯一

解 x : [t0,+∞) → Rn.
证 易证函数

A(t) =
∫ t

t0

P (s)ds +
∞∑

i=1

Hti
(t)Ci, t ∈ [t0,+∞)

在 (t0,+∞)上左连续,故对任意 t ∈ (t0,+∞)有

I − [A(t)−A(t−)] = I.

另一方面,对任意 t ∈ [t0,+∞)\{ti}∞i=1,有

I + [A(t+)−A(t)] = I,

且对任意 t = ti, i ∈ N+,有
I + [A(t+)−A(t)] = I + Ci.

由以上讨论可得

det(I − [A(t)−A(t−)]) · det(I + [A(t+)−A(t)]) 6= 0, t ∈ (t0,+∞),

且

det(I + [A(t+0 )−A(t0)]) 6= 0.

由引理 3.2及定理 2.7, IVP 



dx

dτ
= D[A(t)x + g(t)],

x(t0) = x0

(3.1)

在 [t0,+∞) 上存在唯一解 x : [t0,+∞) → Rn, 再由定理 3.6, 函数 x : [t0,+∞) → Rn 是

IVP(1.1)在 [t0,+∞)上的唯一解.
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EXISTENCE AND UNIQUENESS OF SOLUTIONS FOR INITIAL

VALUE PROBLEMS OF A CLASS OF LINEAR IMPULSIVE

DIFFERENTIAL EQUATIONS AT FIXED TIME
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Abstract: In this paper, we study the existence and uniqueness of solutions for a class of

linear impulsive differential equations at fixed times. By using the theory of generalized ordinary

differential equations, we prove the global existence and uniqueness theorem of solutions for the

initial value problem of such impulsive differential equations, and generalize the global existence

and uniqueness result of solutions for linear impulsive differential equations with piecewise

continuous coefficients.
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