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1 ´¶µ
·?¸�¹«º®»½¼½¾«¿£Àe»½Á½ÂÄÃ�ÅÇÆ[ÈÊÉWË

, Ì«Í »ÊÎWÏ«Ð®ÅÇÆ[ÈÊÉWËÒÑ '*Ó º®»½¼½¾ÕÔÖ�×
NP- Ø Ô Ö?Ù , Ú«'�Û Ñ�Ë«Ü�Ý£Þ*ß¶à/á½â½ã?ä

max
x

F (x, y) s.t. max
y

f(x, y) s.t. g(x, y) ≤ 0. (1.1)

ÚÒå , x ∈ Rn, y ∈ Rm æ*ç ã Í?è À�»«éeê®ë®¹ , F : Rn ×Rm → R, f : Rn ×Rm → Rp æ*çã Í?è À�»ìÆ]ÈÄÉ�Ë , í g : Rn × Rm → Rl
ã½îeïÄÉ�Ë

.·?¸�¹«º®»½¼½¾ÕÔ Ö½ð«ñÕò
Bonnel[1,2] óÒô , õeö«Ú ð®÷£ø®ù®ú«ûÄü ÉWË½ý½þ®ÿ�������

. �	� , 
���
 ���	� ö��½Ó ·Ò¸O¹£º½»«¼«¾ Ô Ö������½û ß��������½þ��«ý��½ÿ������ã��� ÒÑ����
.

ö À*»£ã�! ø ¸O¹ ÷�" Ñe·Ò¸�¹ º«»«¼£¾ Ô Ö , #�$&% û�'�(�) [3] *�+&,�- À*» Ô ÖÑ�.�/ÊÉWË à10�! ø ¼½¾ÒÑ ö�2 �&�&3�4 �65ÒÔ Ö Ñ ü Ô Ö , 7&��8�9&:&; ù®ú À æ�< � üÔ Ö Ñ�=�> ø
,
ð ��? ô � ü É�Ë��*þ à10«Ë�@�A	B�C�D ; �E� , Ren

û
Wang[4] F�G ! ø ÃÆ2È«¼«¾¶Ñ6H�I&J " ý£þ û ! ø ¼«¾ÕÑ ö�2 ���&K Ú J " ã«Â ö�2�L�M î®ï ù«ú Ñ�Ð«» ÷" Ô Ö

, 7�� K ö&2�L�M îeï ù®ú ÿ���N�O ,
3�4 ô ö&2�L�MEP ÈÊÉWË õ�Q*Ú ã ü	R ,

ð ��ST � ü ÉWËÒÑ�=&> ø õ�? ô ��=&> ü É�Ë��½þ àU0«Ë�@�A�B�C&D ; Lv
û

Wan[5] *&+�V�- À»ÕÔ Ö Ñ ð®÷ @&J " ý½þ K�W Ó ·?¸�¹«º®»½¼½¾ÕÔ Ö J " ã&H&XÒÑ6Y&Z&[ ÷�" Ô Ö , 7&�®ö
Ú ß��&\½ÿ��&N�O õ�]�^�_�` , a�b�c�d 5¶Ô Ö ÑWß��&\ , õ�8�e F�f Í�g�h ��H�X¶ÑE����*þ

, iEj ,�- Ë�@�AkB�C�D	B S ���®þ?Ñ�ß�� è Ï�l ø .

ö Àe»«ãnm«¸�¹ ÷�" Ñ�·Ò¸�¹£º½»«¼½¾ Ô Ö , Dempe
�

[6] *&+�V�- È½¹ " ý½þ K Ú J" ã«º½»£ÐÇÆ2È«¼«¾ Ô Ö × ÍÒè À®»�o ã«Ð Æ-È Ù , 7�� V�- À*» Ô Ö Ñ ð½÷ @�J " ý£þ K
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Ú J " ã�Y&Z�[ ÷�" Ô Ö ,
ð � ,�- H�I�Y&Z�[ æ&< ý«þ��� ��E5¶Ô Ö¢¡¤£�¥£ð½÷ ��¦[Ñ '§�¨�© ø½ù½ú

; Gadhi
û

EIidrissi[7] F�G À*» Ô Ö Ñ�È«¹ "«û«ð½÷ @�J " ý«þ , õ C�ª�«�ªÑ P�¬ ÉWË ,
3�4 �6­&5ÒÔ Ö �&®ÒÑ6Y�Z�[«Ð½»½¼«¾ÕÔ Ö

, ikj �� n� ð®÷£ø ' §�¨&© ù®ú ;

Bonnel
û

Morgan[8] ¯�° ��5?Ô Ö Ñ ¡±£	¥«ð®÷ ��¦²­ V�-&³�´ È½¹ " ý½þ&J " �� ÊÑ�º®»ÐÇÆ2È«¼«¾ Ô Ö«ð½÷ ��µ L Ñ6��®�I�¶ , i	jkS T �E5¶Ô Ö Ñ ¡¤£�¥£ð½÷ ��¦·­�H�X£º«»£ÐÆ[È½¼½¾ÕÔ Ö Ñ�¸«Å ´�¹ H ö X , õ �º�º� Ú ¡¤£	¥«ð®÷ �»¦GÑ�¼ 8 ø®ù½ú ; ½�
 , 8�¾ ��¿À H�I�Á&Â å [9], F�G H�I½È«¹ " ý«þ àÃ0?À*» Ô Ö Ñ ð«÷Äø½ù«úº3�4 �k5ÕÔ Ö Ñ ü Ô Ö ,

õ	8�Ä ! ø�× � »ÇÆ[ÈÊÉWË�­½î*ïÊÉWË&o«ã&! ø ÉWË ÙÆÅ�Ç À ? ô ��È&ª��®þ g�h Ñ ð®÷ øù*ú
.

ö À*»£ã�Y�m£¸O¹ ÷�" Ñ�·Ò¸O¹£º½»«¼«¾ Ô Ö , Lafhim[10] V�- à�À*»Õ¸O¹ ÷�" Ñ Æ2ÈÉ�Ë 3&4 ³&´ î®ï?É�Ë¶Ñ�ý�É ,
K Ú J " ã '*Û ÑEY�mWº½»«¼«¾ Ô Ö , i	j V�- ð½÷ @?É�ËJ " ý«þ

,
K Ú J " ã«Ð½» ÷�" Ô Ö ,

ÿ í F�G Mordukhovich Ê�Ë&Ì æ �� �� ð«÷Äø ' §¨�© ù*ú
.@�� P ô ÑW¿ ,

Æ�¿½Ï�I£·Ò¸O¹£º½»«¼«¾ Ô Ö ß��������½þ¶Ñ6���
, Í ÃÄÑ6« å G ! øÑ Å&Î

, ÏWÍ?è Àe»ÇÆ[ÈÊÉWË û î*ï?É�Ë&o£ã�! ø É�Ë . í®ö G Y&! ø ·?¸�¹«º½»½¼«¾ Ô Ö ,

Í Ã£Ñ�ÐºÑ G ð*÷«ø*ù*ú ý��ÒÑ��º� .Ò&Ó K�Ô ¹ �º� '*Ó C 3 �«ã&Õ&Ö¶Ñ6Y�! ø ·?¸O¹«º½»½¼«¾ÕÔ Ö , Ï Y&! ø -
! ø ·?¸

¹«º®»½¼½¾ÕÔ Ö
,
�«ã®Ï�lÊÑOË&@����£ý«þ

. ×&Ø�Ù Ñ6Y&! ø -
! ø ·?¸�¹«º®»«¼«¾ Ô Ö Ñ

Ë«Ü�Ý£Þ*ß¶à/á½â½ã
,

max
x≥0

F (x, y) s.t. max
y≥0

Dy s.t. Ax+ By ≤ b. (1.2)

ÚÒå , F : Rn ×Rm → R
ã�Ú&Û®ß Ì É�Ë , x ∈ Rn, y ∈ Rm, D ∈ Rp×m, b ∈ Rl, A ∈ Rl×n, B ∈

Rl×m. ö Í â Ô Ö (1.2), *�+ à�À*» Ô Ö Ñ Karush-Kuhn-Tucker(K-K-T)
ð½÷ ø½ù½ú�Ü�Ý

À�»¶Ô Ö
, iEjkQ�Þ	ß îeï ù*ú ã Í »ÇÆ[ÈÊÉ�ËÒÑ ü	R ,

3�4 H�X?Ñ ü Ô Ö
; Ú�à æ�< ü Ô Öð*÷ �ÒÑ�H&I�Õ&á

, iEj � ô �ÒÑ ð*÷«ø®ù®ú ; 7���? ô H�X?Ñ ü ÉWË��*þ , õ à1H&I���â�B
S �*þ?ÑOß�� è Ï�l ø .

8 Ò&Ó�ãÄÀ�ä?Ñ ��å¶å ,
K *&+ ? ô Ô Ö (1.2)

Ñ�J " ý½þ
, ikj 3�4 H&XÒÑ ü Ô Ö . 8Ò&ÓÒÑ�æ

3 ç K æ�< ü Ô Ö Ñ�H�I ø&è è ü Ô Ö½ð½÷ �¶Ñ6Õ�á û½ð½÷ ø®ù½ú .
æ

4 ç K ? ôü É�Ë&�*þÕà�0&H&I���â
.
ð �*ö � Ó*ÿ��&é�C .

2 êìëníïînðòñ
8«Í â&Y�! ø -

! ø ·Ê¸D¹½º*»®¼®¾¶Ô Ö å , ó S = {(x, y) ∈ Rn
+ ×Rm

+ : Ax+ By ≤ b}ãÒÔ Ö
(1.2)
Ñ�îeï�\

, Y (x) = {y ∈ Rm
+ : Ax+By ≤ b}

ã«À�»¶Ô Ö

max
y≥0

Dy s.t. Ax+By ≤ b, (2.1)

ÑOß���\
, í X(y) = {x ∈ Rn

+|∃y ∈ Rm
+ , Ax+By ≤ b}

ã
S 8«Í »«éeê�ô L«å Ñ�õ�ö .

ãn�
÷ S Ô Ö (1.2)

¼ 8 ð*÷ � , ø&g�ù À ù*ú&ú&û :

(A)
îeï�\

S
ã�Y�ô�ü	«

.
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ö G ?�� Ñ Í »£é*ê½ë«¹ x, ó S(x)
ã Í â Àe»ÕÔ Ö (2.1)

Ñ �®Ï�l	��«
, ! Ô Ö (1.2)ß¶à/á½â½ã

max{F (x, y) : x ∈ X(y), y ∈ S(x)}.

ò ! ø Ã Æ]È®¼®¾?Ñ�H&I ��� ß#"
[11], ö G ?$� Ñ Í »«éeê®ë®¹ x, y

ãÒÔ Ö
(2.1)
Ñ%�

Ï�lk�
, &�Ì(')& ¼ 8 λ ∈ Ω = {λ ∈ Rp

+ :
p∑

i=1

λi = 1}, * � y
ã ù ÀÊÔ Ö (2.2)

Ñ ð*÷ �
,

max
y≥0

λTDy s.t. Ax+By ≤ b. (2.2)

ÿ '�^ ,
K À«» Æ/ÈÕÉ®Ë Ñ ´n¹ ¶ Ë λ + ã Í » Ô Ö Ñ®é£êÄëÄ¹ , i&j&ó ψ(x, λ)

ã Ô Ö
(2.2)
Ñ ð*÷ �&«

, !eö G #-,k?$� Ñ (x, λ) ∈ X(y) × Ω,
Ï ù À�C�D ..#/

2.1
[6] ø&g ù*ú (A)

ú&û
, ! Ï S(x) = ψ(x,Ω) :=

⋃
{ψ(x, λ) : λ ∈ Ω}.ò � � 2.1,

Y�! ø
-
! ø ·Ê¸D¹½º*»®¼®¾¶Ô Ö

(1.2)
ß¶à1J " ã ù Àeº*»®¼®¾¶Ô Ö ,

max
(x,λ)≥0

F (x, y) s.t.

p∑

i=1

λi = 1, (2.3)

max
y≥0

λTDy s.t. Ax+ By ≤ b.

ö G �� ÊÑ�º®»½¼½¾ Ô Ö (2.3),
àOÀe»ÕÔ Ö Ñ

K-K-T
ð®÷£ø®ù®ú&ÜºÝ Àe» Ô Ö

[12],
ßÕàU�

  ù ÀeÐ*» ÷&" Ô Ö ,

maxF (x, y) s.t.

p∑

i=1

λi = 1, (2.4)

−λTD + µTB − νT = 0, µT (b−Ax−By) = 0, νT y = 0,

Ax+ By ≤ b,

x ≥ 0, y ≥ 0, λ ≥ 0, µ ≥ 0, ν ≥ 0.

ÚÒå , µ ∈ Rl, ν ∈ Rm æ*ç ã�H�X?Ñ%0(13254�687 .Ô Ö
(2.4)
ã*Â Þ	ß îeï?Ñ ÷&" Ô Ö , 9 ¿�Y�m è�: ß Ì ÷&" Ô Ö .

ãn�<; G Ô Ö Ñ��	� ,

Ó8= G Ó�> [13] å ü Ô Ö Ñ 3&4 ý«þ , Ø&Ù K Þ�ß î®ï�Â£ãÇÆ2È?É�Ë¶Ñ ü�R ,
3&4 ù À ü ÔÖ

,

maxF (x, y) −M [µT (b−Ax−By) + νT y] s.t.

p∑

i=1

λi = 1, (2.5)

−λTD + µTB − νT = 0,

Ax+ By ≤ b,

x ≥ 0, y ≥ 0, λ ≥ 0, µ ≥ 0, ν ≥ 0.

Ú¶å , M ∈ R+

ã8? æ8@ Ñ ü�A 7 . 8 ãÄÀ�ä?Ñ �ÃåÒå , B#C K�Ô ¹½æ�< ü Ô Ö (2.5)
Ñ ð®÷

�&Õ&á¶à�0 ð*÷«ø*ù*ú
,
ã � ÛÊÑ��*þ g	h$D8� F�f .
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3 EGFIHKJKLNM
ãn�<; G Ô Ö ÑPO � , + ? ô ù À ó$Q .

ó Z = {(x, y) ∈ Rn
+ × Rm

+ : Ax+ By ≤ b}, W = {(λ, µ, ν) ∈ Rp
+ × Rl

+ × Rm
+ :

p∑
i=1

λi =

1,−λTD + µTB − νT = 0}, Ì Wv

á ¬ ÃE�(R W
ÑPS-TE«

. ó

QM (λ, µ, ν) = max
(x,y)∈Z

F (x, y) −M [µT (b−Ax− By) + νT y].

I G Ô Ö (2.5)
Ñ ð*÷ �

,
Ï ù À�C�D ..U/

3.1 ø g ù¶ú (A)
ú û Ì M ∈ R+, ! Ô Ö max

(λ,µ,ν)∈W
QM (λ, µ, ν)

Ñ ð¶÷ �
(λ∗, µ∗, ν∗) ∈ Wv.V *�+ S T É�Ë QM (λ, µ, ν)

ã�meÉ�Ë
. W A Í , ö�#-, Ñ (λ1, µ1, ν1), (λ2, µ2, ν2) ∈ W ,

ξ ∈ (0, 1),
Ï

QM (ξλ1 + (1 − ξ)λ2, ξµ1 + (1 − ξ)µ2, ξν1 + (1 − ξ)ν2)

= max
(x,y)∈Z

{F (x, y) −M [(ξµ1 + (1 − ξ)µ2)
T (b− Ax−By) + (ξν1 + (1 − ξ)ν2)

T y]}

= max
(x,y)∈Z

{ξF (x, y) −M [ξµT
1 (b− Ax−By) + ξνT

1 y]

+(1 − ξ)F (x, y) −M [(1 − ξ)µT
2 (b−Ax− By) + (1 − ξ)νT

2 y]}

≤ ξ max
(x,y)∈Z

{F (x, y) −M [µT
1 (b−Ax− By) + νT

1 y]}

+(1 − ξ) max
(x,y)∈Z

{F (x, y) −M [µT
2 (b−Ax−By) + νT

2 y]}

= ξQM (λ1, µ1, ν1) + (1 − ξ)QM (λ2, µ2, ν2).

Ï ÉeË QM (λ, µ, ν)
ã�m½ÉeË

. X ò G W
ãÊÃ��$R

, Y Ô Ö max
(λ,µ,ν)∈W

QM (λ, µ, ν)
Ñ ð«÷ �

(λ∗, µ∗, ν∗)
ß¶à 8 W

ÑÃ¸½Å#S-T[Z Q � .à Í�� � 3.1 ? ô ��H�IÕÔ Ö«ð½÷ �ÕÑ6Õ�á ,
À��¶ÑkC&D®á T ö G Ô Ö (2.5),

¼ 8 Ï�ÑÑ ü$A 7
M1, & M ≥M1 j ,

ükR 8½Ú ð*÷ ��Z*ã(\ ..�/
3.2 ø�g ù«ú (A)

ú�û
, Ì {(xM , yM , λM , µM , νM )}

ã Ô Ö
(2.5)

H�X G ü]A 7
M ∈ R+

Ñ ð*÷ �#^$_
, `$a ¼ 8 M1 ∈ R+, * � & M ≥M1 j , (µM)T (b−AxM −ByM ) +

(νM )T yM = 0.V ø�g (x∗, y∗, λ∗)
ã¶Ô Ö

(2.3)
Ñ ð®÷ �

, ! ¼ 8 (µ∗, ν∗) * �ÕÔ Ö (2.3)
Ñ�Àe»ÕÔ Ö

Ñ ð*÷«ø*ù*ú&ú&û
, ! Ï

(µ∗)T (b−Ax∗ −By∗) + (ν∗)T y∗ = 0.

b
{(xM , yM , λM , µM , νM )}

ãÒÔ Ö
(2.5)

H�X G ü$A 7 M ∈ R+

Ñ ð*÷ �
, ! Ï

F (x∗, y∗) −M [(µ∗)T (b− Ax∗ −By∗) + (ν∗)T y∗]

≤ F (xM , yM ) −M [(µM)T (b− AxM − ByM ) + (νM )T yM ].
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� í Ï ,

0 ≤ (µM )T (b− AxM −ByM ) + (νM)T yM ≤
F (xM , yM ) − F (x∗, y∗)

M

≤
max[F (xM , yM ) − F (x∗, y∗) : (xM , yM ) ∈ Z]

M

≤
m

M
.

Ú¶å , m
ã®ÏnÑdc*Ë

. X ò G Ô Ö (2.5)
Ñ ð®÷ �£ßÕà 8 W

Ñ�¸«Å8S]T(Z Q � , Ì Z
ã&Y�ô

ü	«
, Y ¼ 8 ¸½Å M1 ∈ R+, * � & M ≥M1 j , (µM)T (b−AxM −ByM ) + (νM)T yM = 0.

Í â � � 3.2
á T

,
¼ 8 Ï�Ñ½Ñ ceË M1 ∈ R+, * � & ü$A 7 M ≥M1 j ,

Ô Ö
(2.5)
Ñ

ð®÷ � ú�û Ô Ö
(2.3)
Ñ�Àe»ÕÔ Ö Ñ ð®÷£ø½ù®ú

, ikj ò�ü Ô Ö Æ[ÈÊÉWË¶ÑWÐ8e :8f ø ß8" ,g#h �	�ÕÔ Ö
(2.5)
ß¶à1�� ?Ô Ö

(2.3)
Ñ ð*÷ �

. W A Í ,
Ï ù À�C�D ..�/

3.3 ø�g ù«ú (A)
ú�û

, Ì {(xM , yM , λM , µM , νM )}
ã Ô Ö

(2.5)
H�X G ü]A 7

M ∈ R+

Ñ ð*÷ �#^$_
, `$a ¼ 8 M1 ∈ R+, * � & M ≥M1 j , (xM , yM , λM )

ãÒÔ Ö
(2.3)Ñ ð*÷ �

.V ò Í â � � 3.2, � � 3.3 i	7#j ° .

� � 3.3
á T

, ö�×�Ø&Ù ÑEY�! ø ·Ò¸O¹£º½»«¼«¾ Ô Ö (1.2),
Ò�Ó × 3&4 Ñ ü É�Ë£¿&=>?Ñ

.
Àk� ? ô Ô Ö (2.5)

ÑÃ�ÒÑ ð*÷«ø(k ç C�D ..#/
3.4 ø&g ù*ú (A)

ú&û
, (λ, µ, ν), (λ′, µ′, ν ′) ∈ W , Ì (xM , yM )

ãÒÔ Ö

max
(x,y)∈Z

{F (x, y) −M [(µ′)T (b−Ax− By) + (ν ′)T y]}

H�X G ü$A 7 M ∈ R+

Ñ ð*÷ �
. ! Ï ,

QM (λ, µ, ν) ≥ QM (λ′, µ′, ν ′) −M [(µ− µ′)T (b− AxM − ByM ) + (ν − ν ′)T yM ].

V ò G (xM , yM)
ãÒÔ Ö

QM (λ′, µ′, ν ′)
Ñ ð*÷ �

, ! Ï

QM (λ′, µ′, ν ′) = F (xM , yM ) −M [(µ′)T (b−AxM − ByM ) + (ν ′)T yM ].

X ò G
QM (λ, µ, ν) ≥ F (xM , yM ) −M [µT (b−AxM − ByM ) + νT yM ].

ß��

QM (λ, µ, ν) ≥ QM (λ′, µ′, ν ′) + M [(µ′)T (b−AxM − ByM ) + (ν ′)T yM ]

− M [µT (b− AxM −ByM ) + νT yM ]

l � ß��

QM (λ, µ, ν) ≥ QM (λ′, µ′, ν ′) −M [(µ− µ′)T (b− AxM − ByM ) + (ν − ν ′)T yM ].
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m
. n α(λ′, µ′, ν ′) = min

(λ,µ,ν)∈W
(µ − µ′)T (b − AxM − ByM ) + (ν − ν ′)T yM .

ò Í â � �
3.4
ß8"

, ù D α(λ′, µ′, ν ′) < 0, `�a#o Ï (λ′, µ′, ν ′) /∈ argmax{QM (λ, µ, ν) : (λ, µ, ν) ∈ W}.p 9 ã«Àk�?Ñ��*þ g	h$D8� � F�f .

4 qIrtsKqKu
ò Í â � � 3.4

0 m �
,
ßÕà g�h�ù À�����Y&! ø ·?¸�¹«º®»½¼½¾ÕÔ Ö (1.2)

Ñ6�®þ
.
W

�*þ g#h �	� ' ¶#_�Z�[&Y�! ø ¼½¾¶Ô Ö �� �5�Y�! ø ·?¸D¹«º*»½¼®¾ÕÔ Ö Ñ ð®÷ � .v#w
:x

0 y�Q[z8{ ü$A 7 M > 0, (λ0, µ0, ν0) ∈W , i = 0.x
1
�	�

max
(x,y)∈Z

F (x, y) −M [(µi)T (b−Ax− By) + (νi)T y],
��  ð*÷ �

(xi, yi).
x

2
���

min
(λ,µ,ν)∈W

(µ− µi)T (b− Axi − Byi) + (ν − νi)T yi,
��  ð®÷ �

(λ∗, µ∗, ν∗)
à

0ÇÆ]ÈÄÉ�Ë�@
α(λi, µi, νi).x

3

(1) ù D α(λi, µi, νi) < 0, n (λi+1, µi+1, νi+1) = (λ∗, µ∗, ν∗), i = i+ 1,
J ^ 1.

(2) ù D α(λi, µi, νi) ≥ 0, Ì (µi)T (b−Axi −Byi) + (νi)T yi > 0, n M = 5M ,
J ^ 1.

(3) ù D α(λi, µi, νi) ≥ 0, Ì (µi)T (b− Axi − Byi) + (νi)T yi = 0, `$a Y�! ø ·Ê¸D¹½º»®¼®¾¶Ô Ö Ñ ð*÷ �«ã
(x∗, y∗) = (xi, yi).

8£Í â��®þ ^ 3 å , (2)
û

(3) | © k-} Ô Ö (2.3)
Ñ�Àe»ÕÔ Ö Ñ Þ�ß î*ï ù®ú ¿$~ j ° .

ù D :(j ° , ! KÄü$A 7 f @ ; ù D ú&û , ! ß��� �5�Y�! ø ·Ê¸D¹½º*»®¼½¾¶Ô Ö Ñ ð*÷ � .ãn�P� T �*þ�A[� h(� à�08��B Ú ß�� ø , Ø�Ù�ù À	Y�! ø ·Ê¸D¹½º*»®¼®¾ÕÔ Ö .

max
x

F (x, y) = −x2 − y2 + 16x+ 5xy s.t. 0 ≤ x ≤ 20 (4.1)

max
y
f(x, y) = (y, 2y) s.t. x+ y − 20 ≤ 0,

0 ≤ y ≤ 10.

8«Í â&Y�! ø ·Ê¸�¹«º®»½¼½¾ÕÔ Ö (4.1) å ,
À�»¶Ô Ö Ñ%�*ÅÇÆ[ÈÊÉWË½¿ '(� Ñ ,

A e®Ú ð*÷��­�Ó$>
[14] å Ñ ð®÷ ��H i , Ï ð®÷ � (x∗, y∗) = (11.14, 8.86).

À	� V�- Í â��®þ ö Ô Ö
(4.1)
ÿ����	�

.
*º+�FnG Ô Ö (4.1)

Ñ½À«» Ô Ö ÑeÈÄ¹ " ýÄþ à�0 ð ÷?ø ù ú
,
K Ú J " ã Í â Ô Ö

(2.5)
Ñ Ç É

,
ß¶à1�� 

maxF (x, y) = −x2 − y2 + 16x+ 5xy −M [µ1(20 − x− y) + µ2(10 − y) + νy]

s.t. (2 − λ) − µ1 − µ2 + ν = 0,

x+ y − 20 ≤ 0,

0 ≤ x ≤ 20, 0 ≤ y ≤ 10, 0 ≤ λ ≤ 1, (µ1, µ2, ν) ≥ 0.

ÚÒå , λ
ã«À�»ìÆ]ÈÄÉ�Ë?Ñ ´�¹ ¶*Ë , (µ1, µ2, ν)

ã«À�»¶Ô Ö Ñ
Lagrange

687
.� RÒÑ��	� h(� ù À äx

0 y�Q[z8{ ü$A 7 M = 200, z8{ T (λ0, µ0, ν0) = (1, 1, 0, 0), i = 0.
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x
1
�	� ù À ÷&" Ô Ö ,

max−x2 − y2 + 16x+ 5xy − 200(20 − x− y) s.t. x+ y − 20 ≤ 0,

0 ≤ x ≤ 20, 0 ≤ y ≤ 10.

��  ð*÷ �
(x0, y0) = (11.14, 8.86).x

2
�	� ù À ÷&" Ô Ö ,

min 1.14µ2 + 8.86ν s.t. (2 − λ) − µ1 − µ2 + ν = 0,

0 ≤ λ ≤ 1, (µ1, µ2, ν) ≥ 0.

��  ð*÷ �
(λ∗, µ∗

1, µ
∗
2, ν

∗) = (1, 1, 0, 0).x
3
ò G α(λ0, µ0, ν0) = 0, Ì µ0

1(20 − x0 − y0) + µ0
2(10 − y0) + v0y0 = 0. Y 5?Ô Ö Ñð*÷ �«ã

(x∗, y∗) = (x0, y0) = (11.14, 8.86).

i�7 , ö G Í â�Y&! ø ·?¸�¹«º®»½¼½¾ÕÔ Ö (4.1),
Ò&Ó × �� ÊÑ ð®÷ ��­�Ó$> [14] å Ñð*÷ �«¿ '[� Ñ ,

p 9 á T Í â&�*þ ö W Ó Y�! ø ·?¸D¹«º*»½¼®¾ÕÔ Ö ¿®ß&� ø Ñ .

5 ��L
Ò&Ó&�º�º��Y&! ø

-
! ø ·?¸�¹«º®»½¼½¾ÕÔ Ö Ñ ü ÉWË����«ý½þ

. F�G Àe»ÕÔ Ö Ñ ³�´È®¹ " ý®þ û®ð*÷«ø®ù®ú
,
�� ��DÂ Þ	ß îeï?Ñ6Y&! ø ¼½¾ÕÔ Ö ; iEjkQ�Þ	ß îeï½ã ü	R ,

3
4 ��H�X¶Ñ ü Ô Ö

. �½ö ü Ô Ö î®ï?É�Ë¶Ñ�ë«¹£ß æ$� ø ,
�� �� ü Ô Ö«ð½÷ �ÕÑ6H�I ø&è

à�0 ð*÷«ø*ù*ú
,
ÿ í&g	h �ÃH�X?Ñ ü É�Ë&�*þ .

Ë�@&��â*á T
,
Ò�Ó ×&g	h Ñ��*þ ö W Ó Y! ø ·Ê¸D¹½º*»®¼®¾¶Ô Ö ¿®ß&�ÊÑ

.@�� P ô Ñ�¿ ,
Ò�Ó ×�g&h Ñ ü ÉeË��«þÒÎ$��© g�h �&� ' ¶�_�Z�[�Y�! ø ¼£¾ Ô Ö ,

o ß¶à1�� �5�Y�! ø ·Ê¸D¹½º®»®¼½¾¶Ô Ö Ñ ð*÷ � ,
A e � Ï��(�ÒÑ�X - ¿#� .
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A PENALTY FUNCTION METHOD FOR SOLVING A CLASS OF

NONLINEAR SEMIVECTORIAL BILEVEL PROGRAMMING

PROBLEM

Xiao Yang, Lv Yibing

(School of Information and Mathematics, Yangtze University, Hubei Jingzhou 434023, China)

Abstract: In this paper, the penalty function algorithm for the nonlinear-linear semivecto-

rial bilevel programming problem is concerned. Based on the weighted scalarization method and

the Karush-Kuhn-Tucker optimality conditions for the lower level problem, the above problem is

transformed into the general bilevel programming problem. Then, the complementary constraint

of the lower level problem is taken as the penalty term of the upper objective function, and the

penalized problem is obtained. By analyzing the properties of the optimal solution of the penalized

problem and the optimality conditions, the corresponding penalty function algorithm is proposed.

The numerical result shows that the algorithm proposed is feasible and efficient.

Keywords: nonlinear-linear semivectorial bilevel programming; penalty function; optimal-

ity conditions; optimal solution
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