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摘要: 该文研究具有多项式非线性项和粘性项的非线性抛物方程的初边值问题. 在一定条件

下, 我们得到方程的弱解全局存在. 在另一些条件下, 我们得到该方程的解将在有限时刻爆破, 并给出

了爆破时间的上界, 该上界受初始函数及其支集控制. 该结论推广了Messaoudi 在文献 [15, 16] 中的

工作.
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1 引言

本文研究以下具有多项式非线性项和粘性项的非线性抛物方程的初边值问题




ut −∆u +
∫ t

0

g(t− s)∆u(x, s)ds = |u|p−2u, 在 Ω×(0, T )中,

u(x, t) = 0, 在 ∂Ω×(0, T )上,

u(x, 0) = u0(x), 在 Ω中,

(1.1)

其中 g : R+ → R+ 是有界的 C1 函数, u0∈H1
0 (Ω), T∈(0,+∞], Ω⊂Rn(n≥1) 是具有光滑边

界 ∂Ω 的有界区域.
材料学和力学中对粘弹性的应用非常广泛, 其中粘弹性依赖于温度和外力作用的时间.

所谓的粘弹性是指任何物体对其本身的形变历史都具有一个长期的记忆 [1]. 特别的, 当研究
具有记忆材料的热传导时, 经典的 Fourier 定律被以下形式所取代

q = −d∇u−
∫ t

−∞
∇[g(x, t)u(x, t)]ds,

其中 q与单位长度的温差成正比, u是温度, d是热传导系数, 积分项表示材料中的记忆效应,
q 不是线性地依赖于 u. 对于这类问题的研究引起了广泛的关注, 本文将研究该类问题 (1.1)
的解的存在性和爆破性. 当方程 (1.1) 中的 g = 0 时, 方程如下

ut −∆u = |u|p−2u,

可以描述诸多化学反应、热传导过程和种群动力学. 针对这类问题在解的存在性方面可以参
考文献 [2–5]. 关于解的爆破性方面也得到了广泛的研究, 可参考文献 [6–12].
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当方程 (1.1) 中的 g 6= 0 时, 可以描述电流变流体的扩散和记忆材料中的热传导 (见
文献 [13, 14]). 由于粘弹性项的影响, 问题变得更加复杂, 为了解决相关问题, 需要对 g 进

行精确的估计和细致的观察. 近年来, 也有不少相关的研究. 在 g 和 p 满足合适的条件下,
Messaoudi[15,16] 给出了方程的强解在有限时刻内爆破的证明. 之后, Tian[17] 在此基础上建

立了一个新的爆破准则, 利用微分不等式技巧给出了解的爆破时间的上界. Di 等 [18] 和 Sun
等 [19] 研究了含有 ∆ut 项的非线性拟抛物方程解的存在性和爆破性问题. 还有一些相关的研
究, 可以参考文献 [20–22]. 本文假设以下条件
条件 A g : R+ → R+ 是有界的 C1 函数, 满足

g(s) ≥ 0, g′(s) ≤ 0, 1−
∫ +∞

0

g(s)ds = l > 0.

条件 B 常数 p 满足

当 n = 1, 2 时, p > 2;当 n ≥ 3 时, 2 < p <
2n

n− 1
.

定义 1.1 (弱解)对任意 v ∈ H1
0 (Ω), t ∈ (0, T ),函数u(x, t)满足 u(x, t) ∈ L∞(0,+∞;H1

0 (Ω)),
ut(x, t) ∈ L2(0,+∞;H1

0 (Ω)) 及以下方程

(
ut(·, t), v

)
2
+

(∇u(·, t),∇v
)
2
−(∫ t

0

g(t− s)∇u(x, s)ds,∇v
)
2

=
(|u(·, t)|p−2u(·, t), v)

2
, (1.2)

则称 u = u(x, t) 是方程 (1.1) 的弱解, 其中 u(x, 0) = u0(x) ∈ H1
0 (Ω), (·, ·)2 表示内积

(·, ·)L2(Ω).
定义 1.2 (最大存在时间) 设 u(x, t)为方程 (1.1) 的弱解. 我们定义 u(x, t)的最大存在

时间 T 如下:

(1) 若对任意 0 ≤ t < +∞, u(x, t) 都存在, 则 T = +∞.

(2) 若存在 t0 ∈ (0,+∞) 使得当 0 ≤ t < t0 时, u(x, t) 存在, 但在 t = t0 处 u(x, t)不存在,
则 T = t0.

定义 1.3 (有限时刻爆破) 设 u(x, t)为方程 (1.1) 的弱解. 如果 u(x, t)的最大存在时间
T 是有限的, 且满足

lim
t→T−

‖u(·, t)‖L2(Ω) = +∞,

则称 u(x, t) 在有限时刻爆破.
为了说明本文的主要结果, 需要引入以下修正的能量泛函

J(u) =
1
2

∫ t

0

g(t− s)‖∇u(·, t)−∇u(·, s)‖2
L2(Ω)ds +

1
2
(
1−

∫ t

0

g(s)ds
)‖∇u(·, t)‖2

L2(Ω)

− 1
p
‖u(x, t)‖p

Lp(Ω),

(1.3)

I(u) =
∫ t

0

g(t− s)‖∇u(·, t)−∇u(·, s)‖2
L2(Ω)ds +

(
1−

∫ t

0

g(s)ds
)‖∇u(·, t)‖2

L2(Ω)

− ‖u(x, t)‖p
Lp(Ω).

(1.4)
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则有

J(u) =
1
2
I(u) +

p− 2
2p

‖u(x, t)‖p
Lp(Ω). (1.5)

本文的主要结果如下.
定理 1.1 若条件 A、B 成立, u0 ∈ H1

0 (Ω), J(u0) < d 且 I(u0) ≥ 0. 则方程 (1.1) 存在
全局弱解 u = u(x, t) ∈ L∞(0,+∞;H1

0 (Ω)), ut(x, t) ∈ L2(0,+∞;H1
0 (Ω)).

定理 1.2 若条件 A、B 成立, u0 ∈ H1
0 (Ω), J(u0) < E1,

∫ +∞
0

g(s)ds < ε0
2p+ε0

. 则方程

(1.1) 的弱解将在有限时刻爆破, 并且有

tν ≤ Kν + A0.

这里 E1 > 0 见 (3.3) 式, 0 < ε0 < p − 2, 常数 K 满足 supp(u0) ⊂ BK(0), 常数 0 < ν < 1,

A0 > 0 见 (3.14) 式.
注 1.1 在 g和 p具有相似但不同的限制条件下, Messaoudi[15, 16]证明了具有正、负或

消失的初始能量时 (初始能量都满足 J(u0) < E0, E0 > 0)该方程的解在有限时刻爆破. 在定
理 1.2 中, 我们将这一能量范围进行了扩大, 得到一个新的更大的能量范围 E1, 即 E0 < E1,

具体证明见 (3.5) 式.
注 1.2 在定理 1.2 的条件下, 可以得出 I(u0) < 0, 与定理 1.1 不存在冲突.
本文结构如下: 在第 2 节中, 利用位势井理论和 Galerkin 方法给出定理 1.1 的证明. 在

第 3 节中, 给出相关引理和定理 1.2 的证明.

2 解的存在性

为了证明方程解的存在性, 需要定义

N = {u ∈ H1
0 (Ω)| I(u) = 0,

∫

Ω

|∇u|2dx 6= 0},

d = inf
u∈N

J(u),

显然有 d > 0. 从而, 定义

W = {u ∈ H1
0 (Ω)| I(u) > 0, J(u) < d} ∪ {0},

V = {u ∈ H1
0 (Ω)| I(u) < 0, J(u) < d}.

接下来给出能量恒等式.
引理 2.1

J(u0) =J(u(t)) +
∫ t

0

‖uτ‖2
L2(Ω)dτ +

1
2

∫ t

0

g(τ)‖∇u(τ)‖2
L2(Ω)dτ

− 1
2

∫ t

0

∫ τ

0

g′(τ − s)‖∇u(τ)−∇u(s)‖2
L2(Ω)dsdτ.

这里 J(u(t)) = J(u), 见 (1.3) 式. 事实上, 由于 u = u(x, t) 是 x, t 的函数, 由 (1.3) 式可知,
J(u) 是 t 的函数, 为了突出这一点, 故用记号 J(u(t)). 后文会用到类似的其他记号.
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证明 结合 (1.3) 式, 定义

E(t) = J(u) =
1
2

∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds +

1
2
(
1−

∫ t

0

g(s)ds
)‖∇u(t)‖2

L2(Ω)

− 1
p
‖u(t)‖p

Lp(Ω).

(2.1)
利用 (1.2) 式, 可得

d

dt
E(t) =

1
2

∫ t

0

g′(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds +

∫ t

0

g(t− s)
∫

Ω

∇ut(t)[∇u(t)−∇u(s)]dxds

− 1
2
g(t)‖∇u(t)‖2

L2(Ω) −
∫ t

0

g(t− s)
∫

Ω

∇ut(t)∇u(t)dxds

+
∫

Ω

∇ut(t) · ∇u(t)dx−
∫

Ω

ut(t)up−1(t)dx

=
1
2

∫ t

0

g′(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds− 1

2
g(t)‖∇u(t)‖2

L2(Ω) +
∫

Ω

∇ut(t)∇u(t)dx

−
∫ t

0

g(t− s)
∫

Ω

∇ut(t)∇u(s)dxds−
∫

Ω

ut(t)up−1(t)dx

=
1
2

∫ t

0

g′(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds− 1

2
g(t)‖∇u(t)‖2

L2(Ω) −
∫

Ω

u2
t (t)dx.

上式两端在 [0, t]上进行积分, 可得

J(u(t))− J(u0) =
1
2

∫ t

0

∫ τ

0

g′(τ − s)‖∇u(τ)−∇u(s)‖2
L2(Ω)dsdτ − 1

2

∫ t

0

g(τ)‖∇u(τ)‖2
L2(Ω)dτ

−
∫ t

0

‖uτ (τ)‖2
L2(Ω)dτ,

从而引理 2.1 得证.
现在, 给出方程解的存在性的证明.
证明定理 1.1 在 J(u0) < d, I(u0) ≥ 0 时, 不难得到 J(u0) ≥ 0. 考虑若 J(u0) = 0 且

I(u0) ≥ 0, 则 u0 = 0, 这是一个平凡解. 若 J(u0) > 0, I(u0) = 0, 则有
∫
Ω
|∇u0|2dx 6= 0, 进而

J(u0) ≥ d, 这与 J(u0) < d 相矛盾. 所以我们只需考虑 0 < J(u0) < d, I(u0) > 0 的情况.
下面利用Galerkin方法构造问题 (1.1)的近似解 um(x, t). 我们选择 {ωj(x)}作为H1

0 (Ω)
上的一组正交基, 令

um(x, t) =
m∑

j=1

hj
m(t)ωj(x), m = 1, 2, · · · ,

且对于 k = 1, 2, · · · ,m, 满足

(umt, ωk)2 + (∇um,∇ωk)2 −
( ∫ t

0

g(t− s)∇um(x, s)ds,∇ωk

)
2

= (|um|p−2um, ωk)2, (2.2)

um(x, 0) =
m∑

j=1

aj
mωj(x) → u0, 在 H1

0 (Ω)中. (2.3)
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同时, 当m 足够大, 且 t ∈ [0, T ) 时 ( T 是 um(x, t) 的最大存在时间), 能量恒等式如下

J(um(0)) =J(um(t)) +
∫ t

0

‖umτ‖2
L2(Ω)dτ +

1
2

∫ t

0

g(τ)‖∇um(τ)‖2
L2(Ω)dτ

− 1
2

∫ t

0

∫ τ

0

g′(τ − s)‖∇um(τ)−∇um(s)‖2
L2(Ω)dsdτ < d.

(2.4)

现在证明对于足够大的m 和任意的 0 ≤ t < T , 有 um(x, t) ∈ W . 假设该命题不成立, 则
存在 t0 ∈ (0, T ) 使得 um(x, t0) ∈ ∂W , 从而

I(um(t0)) = 0, ‖∇um(t0)‖L2(Ω) 6= 0, 或者 J(um(t0)) = d.

结合 (2.4) 式, 可知 J(um(t0)) = d 不成立. 又若 I(um(t0)) = 0, ‖∇um(t0)‖L2(Ω) 6= 0, 根
据 d 的定义, 有 J(um(t0)) ≥ d, 这与 (2.4) 式相矛盾. 从而可得, 对足够大的 m 和任意的

0 ≤ t < T , 有 um(x, t) ∈ W . 进而, 以 um(x, T )为初始能量, 重复上述讨论, 则对于足够大的
m 和任意的 0 ≤ t < +∞, 都有 um(x, t) ∈ W .
根据

J(um(t)) =
1
p
I(um(t)) +

p− 2
2p

∫ t

0

g(t− s)‖∇um(t)−∇um(s)‖2
L2(Ω)ds

+ (1−
∫ t

0

g(s)ds)
p− 2
2p

‖∇um(t)‖2
L2(Ω) < d,

可知

l
p− 2
2p

‖∇um(t)‖2
L2(Ω) ≤ (1−

∫ t

0

g(s)ds)
p− 2
2p

‖∇um(t)‖2
L2(Ω) < d,

则有

‖∇um(t)‖2
L2(Ω) ≤

2p

(p− 2)l
d. (2.5)

由 (2.4) 式可以得到 ∫ t

0

‖umτ‖2
L2(Ω)dτ < d. (2.6)

另一方面, 通过计算可得如下结果
∫

Ω

(um|um|p−2)
p

p−1 dx = ‖um‖p
Lp(Ω) ≤ Cp

∗‖∇um‖p
L2(Ω) ≤ Cp

∗ (
2pd

(p− 2)l
)

p
2 ≤ Cd. (2.7)

这里 C∗ 是 Sobolev 空间 H1
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω) 的最佳嵌入常数.

这里用
w∗−→ 表示弱星收敛. 根据 (2.5)-(2.7) 式, 存在一个子序列 {um} 和 u 使得, 当

m −→∞, 有
um

w∗−→u在L∞(0,∞;H1
0 (Ω))中且a.e.在Ω× [0,+∞)中,

umt
w∗−→ut在L2(0,∞;H1

0 (Ω))中,

|um|p−2um
w∗−→|u|p−2u在L∞(0,∞;L

p
p−1 (Ω))中.

因此, 在 (2.2) 式中, 当 k 固定, m −→ +∞ 时, 有
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(ut, ωk)2 + (∇u,∇ωk)2 − (
∫ t

0
g(t− s)∇u(x, s)ds,∇ωk)2 = (|u|p−2u, ωk)2,

进而对任意 v ∈ H1
0 (Ω), 有

(ut, v)2 + (∇u,∇v)2 − (
∫ t

0

g(t− s)∇u(x, s)ds,∇v)2 = (|u|p−2u, , v)2, t > 0.

同时, 从 (2.3) 式中, 可以得到 u(x, 0) = u0(x) ∈ H1
0 (Ω). 因此, u 是问题 (1.1) 的全局弱解.

定理 1.1 证毕.

3 解在有限时刻爆破

在证明解的爆破性之前, 先介绍一个必需的引理. 已知能量函数 (见 (2.1) 式)

E(t) =
1
2

∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds +

1
2
(1−

∫ t

0

g(s)ds)‖∇u(t)‖2
L2(Ω) −

1
p
‖u‖p

Lp(Ω)

≥ 1
2
(
l‖∇u(t)‖2

L2(Ω) +
∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds

)− 1
p
Bpl

p
2 ‖∇u‖p

L2(Ω)

≥ 1
2
(
l‖∇u(t)‖2

L2(Ω) +
∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds

)

− Bp

p

(
l‖∇u(t)‖2

L2(Ω) +
∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds

) p
2

=
1
2
λ2 − Bp

p
λp := G(λ),

(3.1)
这里 B = C∗/l (C∗ 是 Sobolev 空间 H1

0 (Ω) ↪→ Lp(Ω) 的最佳嵌入常数),

λ = λ(t) =
(
l‖∇u(t)‖2

L2(Ω) +
∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds

) 1
2 .

则有

G′(λ) = λ−Bpλp−1,

且 G(λ) 在 0 < λ < λ0 时单调递增, 在 λ > λ0 时单调递减, 在 λ0 = (Bp)−
1

p−2 处取得最大值,
最大值为Gmax = ( 1

2
− 1

p
)B

−2p
p−2 = (1− 2

p
)ω0,其中 ω0 = 1

2
λ2

0. 令E0 = ( 1
2
− 1

p
)B

−2p
p−2 = (1− 2

p
)ω0.

有

1
p
‖u(t)‖p

Lp(Ω) ≥
1
2
(
l‖∇u(t)‖2

L2(Ω) +
∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds

)− E(t). (3.2)

设 u(x, t) 是问题 (1.1) 的弱解, 令

ω1 = inf
t∈R+

0

1
2
λ2(t) ≥ 0, ω2 = inf

t∈R+
0

1
p
‖u(t)‖p

Lp(Ω), E1 = (
p

2
− 1)ω2. (3.3)

引理 3.1 设 u(x, t) 是方程 (1.1) 的弱解. 若 J(u0) < E1, 则对任意的 t ∈ [0, T ), 都有
ω2 > 0, λ(t) > λ0, E(t) < E1, E0 < E1.
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证明 由引理 2.1 和 (3.2) 式可知, 对 ∀t ∈ [0, T )

E(t) < J(u0) < E1,
1
p
‖u(t)‖p

Lp(Ω) ≥
1
2
λ2(t)− J(u0) ≥ ω1 − J(u0),

ω2 ≥ ω1 − J(u0) > ω1 − (
p

2
− 1)ω2,

于是有

ω2 >
2
p
ω1 ≥ 0. (3.4)

由 Sobolev 嵌入定理, 可得

Bp

p

(
l‖∇u(t)‖2

L2(Ω) +
∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds

) p
2 ≥ 1

p
‖u(t)‖p

Lp(Ω).

则有

(
p

2
− 1)

Bp

p

(
l‖∇u(t)‖2

L2(Ω) +
∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds

) p
2

≥(
p

2
− 1)

1
p
‖u(t)‖p

Lp(Ω) ≥ (
p

2
− 1)ω2 > E(t)

≥1
2
(
l‖∇u(t)‖2

L2(Ω) +
∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds

)

− Bp

p

(
l‖∇u(t)‖2

L2(Ω) +
∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds

) p
2 ,

因此, 可以得到

λ(t) =
(
l‖∇u(t)‖2

L2(Ω) +
∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds

) 1
2 > B− p

p−2 = λ0.

再结合 (3.3) 式, 可以得到

E1 = (
p

2
− 1)ω2 >

2
p
(
p

2
− 1) inf

t∈R+
0

1
2
λ2(t) > (

1
2
− 1

p
) inf

t∈R+
0

1
2
λ2(t) > (

1
2
− 1

p
)λ2

0 = E0. (3.5)

引理 3.1 得证.
接下来给出方程解的爆破性的证明及爆破时间的上界.
证明定理 1.2 由 J(u0) < E1, 定义 H(t) = E2 − E(t), 其中 E2 ∈ ([J(u0)]+, E1) 且

E2 > 0, 则有
H ′(t) = −E′(t) ≥ 0, H(t) ≥ H(0) = E2 − J(u0) > 0.

由 E2 的定义, 可以得出 E1 − E(t) > H(t). 又由 −E(t) ≤ 1
p
‖u‖p

Lp(Ω), 可推断

H(t) < E1 +
1
p
‖u‖p

Lp(Ω) = (
p

2
− 1)ω2 +

1
p
‖u‖p

Lp(Ω) ≤
1
2
‖u‖p

Lp(Ω).

所以

0 < H(0) < H(t) <
1
2
‖u‖p

Lp(Ω). (3.6)



80 数 学 杂 志 Vol. 42

结合 ω2 > 0, 0 < E2 < E1, 取足够小的 ε0 > 0, 使得

0 < ε0ω2 ≤ (p− 2)ω2 − 2E2, (3.7)

这意味着 ε0 < p− 2. 接下来, 定义加权函数

K(t) = (K + t)AH1−α(t) + M(t), (3.8)

其中 M(t) = 1
2
‖u‖2

L2(Ω), 常数 0 < A < 1, 并且常数 K 满足 supp(u0) ⊂ BK(0). 根据方程
(1.1) 和柯西不等式可知

M ′(t)

=
∫

Ω

uutdx

=− ‖∇u‖2
L2(Ω) +

∫

Ω

∫ t

0

g(t− s)∇u(t) · ∇u(s)dsdx +
∫

Ω

|u|p−2u2dx

≥− ‖∇u‖2
L2(Ω) +

1
2

∫ t

0

g(s)ds‖∇u‖2
L2(Ω) −

1
2

∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds + ‖u‖p

Lp(Ω).

利用 (3.1) 式和 (3.7) 式, 不等式右边加上一项 −(p− ε0)E(t) + (p− ε0)E(t), 可得

M ′(t)

≥(p− ε0 − 2)
[1
2
(1−

∫ t

0

g(s)ds)‖∇u‖2
L2(Ω) +

1
2

∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds

]

+
1
2

∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds− 1

2

∫ t

0

g(s)ds‖∇u‖2
L2(Ω)

− (p− ε0)E(t) + ‖u‖p
Lp(Ω) −

p− ε0

p
‖u‖p

Lp(Ω)

≥(p− ε0 − 2)
[1
2
(1−

∫ t

0

g(s)ds)‖∇u‖2
L2(Ω) +

1
2

∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds− E(t)

]

+
1
2

∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds− 1

2

∫ t

0

g(s)ds‖∇u‖2
L2(Ω) − 2E(t) +

ε0

p
‖u‖p

Lp(Ω)

≥(p− ε0 − 2)ω2 +
1
2

∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds− 1

2

∫ t

0

g(s)ds‖∇u‖2
L2(Ω)

− 2E2 + 2H(t) +
ε0

p
‖u‖p

Lp(Ω)

≥(p− 2)ω2 − (p− 2)ω2 + 2E2 +
1
2

∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds

− 1
2

∫ t

0

g(s)ds‖∇u‖2
L2(Ω) − 2E2 + 2H(t) +

ε0

p
‖u‖p

Lp(Ω)

=
1
2

∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds− 1

2

∫ t

0

g(s)ds‖∇u‖2
L2(Ω) + 2H(t) +

ε0

p
‖u‖p

Lp(Ω).

(3.9)
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通过 (3.8) 式和 (3.9) 式, 可以得到

K′(t) = (1− α)(K + t)AH−α(t)H ′(t) + M ′(t)

≥ (1− α)(K + t)AH−α(t)H ′(t) +
1
2

∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds

− 1
2

∫ t

0

g(s)ds‖∇u‖2
L2(Ω) + 2H(t) +

ε0

p
‖u‖p

Lp(Ω)

≥ (1− α)(K + t)AH−α(t)H ′(t) + (2 + γ)H(t)− γE2 +
ε0

p
‖u‖p

Lp(Ω) −
γ

p
‖u‖p

Lp(Ω)

+
1 + γ

2

∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds + (

γ

2
− 1 + γ

2

∫ t

0

g(s)ds)‖∇u‖2
L2(Ω).

这里 γ > 0. 根据 ω2 和 E1 的定义, 则 (3.6) 式变形为如下形式

E2 < E1 = (
p

2
− 1)ω2 ≤ (

p

2
− 1)

1
p
‖u‖p

Lp(Ω) =
p− 2
2p

‖u‖p
Lp(Ω).

现在, 选定 γ = ε0
2p

, 可以得到

ε0

p
‖u‖p

Lp(Ω) −
γ

p
‖u‖p

Lp(Ω) − γE2 > (
ε0

p
− γ

p
− γ

p− 2
2p

)‖u‖p
Lp(Ω)

= (
ε0

p
− γ

2
)‖u‖p

Lp(Ω) =
3ε0

4p
‖u‖p

Lp(Ω) > 0.

因此

K′(t) ≥ (1− α)(K + t)AH−α(t)H ′(t) + (
1
2

+
ε0

4p
)
∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds

+ (2 +
ε0

2p
)H(t) +

3ε0

4p
‖u‖p

Lp(Ω) +
[ ε0

4p
− (

1
2

+
ε0

4p
)
∫ t

0

g(s)ds
]‖∇u‖2

L2(Ω)

≥ (1− α)(K + t)AH−α(t)H ′(t) + (2 +
ε0

2p
)H(t) +

3ε0

4p
‖u‖p

Lp(Ω)

+ (
1
2

+
ε0

4p
)
∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds

(
这里

∫ ∞

0

g(s)ds ≤ ε0

2p + ε0

)

≥ µ
(
H(t) +

∫ t

0

g(t− s)‖∇u(t)−∇u(s)‖2
L2(Ω)ds + ‖u‖p

Lp(Ω)

) (
取 α < 1

)

≥ µ
(
H(t) + ‖u‖p

Lp(Ω)

)
> 0,

(3.10)
其中 µ = min

{
2 + ε0

2p
, 1

2
+ ε0

4p
, 3ε0

4p

}
> 0, 且有 K(0) ≥ KAH1−α(0) + 1

2
‖u0‖2

L2(Ω) > 0. 从而有

K(t) ≥ K(0) > 0,∀ t ≥ 0. 另一方面, 可以得到

(1
2

∫

Ω

u2dx
) 1

1−α ≤ (
1
2
)

1
1−α ‖u‖

2
1−α

L2(Ω) ≤ c1(K + t)
n(p−2)
p(1−α) ‖u‖

2
1−α

Lp(Ω)

≤ c1(K + t)
n(p−2)
p(1−α) ‖u‖p

Lp(Ω)‖u‖
2

1−α−p

Lp(Ω) ≤ c1c2(K + t)
n(p−2)
p(1−α) ‖u‖p

Lp(Ω)

= c3(K + t)
n(p−2)
p(1−α) ‖u‖p

Lp(Ω),

(3.11)
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这里 c2 = (2H(0))
2

p(1−α)−1, c3 = c1c2, 并且选取合适的 α 使得 2
1−α

≤ p.
再根据 (3.8) 和 (3.11) 式, 有

K 1
1−α (t) ≤ 2

1
1−α

[
(K + t)

A
1−α H(t) +

(1
2

∫

Ω

u2dx
) 1

1−α

]

≤ c4(K + t)
A1
1−α [H(t) + ‖u‖p

Lp(Ω)],
(3.12)

其中 c4 = max
{
2

1
1−α , c32

1
1−α

}
, A1 = max{A, n(p−2)

p

}
. 结合 (3.10) 式和 (3.12) 式, 进而有

K′(t) ≥ c5K 1
1−α (t)(K + t)−

A1
1−α , (3.13)

其中 c5 = µ
c4

. 缩小 α 的范围, 使得 0 < α < 1− A1. 令 1 + β = 1
1−α

, 对 (3.13) 式在 (0, t) 上

进行积分, 可以得到 K−β(t)−K−β(0) ≤ −c5β
∫ t

0
(K + s)−A1(1+β)ds, 最后变形得到

t1−A1(1+β) ≤ K1−A1(1+β) +
1−A1(1 + β)

c5β
K−β(0),

即 tν ≤ Kν + A0, 其中

ν = 1−A1(1 + β)且 0 < ν < 1, A0 =
1−A1(1 + β)

c5β
K−β(0)且 A0 > 0. (3.14)

定理 1.2 证毕.
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EXISTENCE AND BLOW-UP OF SOLUTIONS OF A PARABOLIC

EQUATION WITH VISCOELASTIC TERM

DU Yu-ge, TIAN Shu-ying

(School of Science, Wuhan University of Technology, Wuhan 430070, China)

Abstract: This paper studies the initial boundary value problem of a viscoelastic equation

with polynomial nonlinearity. Under certain conditions, the existence of global weak solution is

given. Under other conditions, the solution of the equation will blow up at a finite time and the

upper bound for blow-up time is obtained. The upper bound is controlled by the initial data and

its support. This result extends the work of Messaoudi in [15, 16].
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