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摘要: 本文首先构造了分数阶拉普拉斯算子的一种新型积分公式, 并给出了相应的误差估计.

基于该积分公式, 我们设计了一种求解分数阶拉普拉斯方程的新型有限差分格式, 并得到了该格式的

最优误差分析. 最后通过一些数值实验验证了格式的高效性和理论分析的正确性.
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1 引言

扩散过程是自然界中一种常见的现象. 早在 1785 年, Jan Ingenhousz 就描述过煤尘在酒
精表面的扩散现象, 后来罗伯特布朗称这种现象为布朗运动, 傅里叶在《热的解析理论》一文
中实现了对热量扩散过程的数学刻画. 之后, 经典扩散过程的数学模型成为了分析许多自然
现象的有利工具. 例如, 菲克利用二阶扩散方程用来描述营养物质在细胞膜内的传输过程; 爱
因斯坦从第一原理出发间接证明了分子和原子的存在; 巴舍里结合随机分析将二阶扩散方程
成功运用到了股票和期权市场. 这些模型都有一个共同的假设: 随机过程都满足经典的高斯
分布.
然而, 自然界中有许多复杂的扩散现象并不满足上述假设. 大量的实验和研究表明, 许多

复杂系统的扩散过程不再具有高斯统计性. 例如, 生物学家观察到在某些海岛如西西里岛中
每只海鸟的运动轨迹就无法用布朗运动模型来描述 [1], 这样的扩散现象通常被称为反常扩
散 [2]. 反常扩散广泛存在于多孔介质 [3], 图像分析 [4], 固体表面扩散 [5] , 非菲克扩散湍流
[6–8] 等领域中. 对于这些反常扩散过程, 通常可以用分数阶扩散方程来进行数学刻画. 因此,
研究分数阶扩散方程具有重要的物理意义和现实意义: 一方面, 可以更加深刻地理解反常扩
散中 Lévy 飞行 [1, 9] 等物理现象; 另一方面, 还可以为实际工程应用提供决策依据. 其中分
数阶拉普拉斯算子 −(−∆)α/2, α ∈ (0, 2) 作为模拟反常扩散过程的原型算子 [10–12], 近年来
逐渐成为理论和工程领域中研究的热点.
在实际应用上, 微分方程一般都很难求出解析解, 分数阶微分方程也是一样. 即使是线性

分数阶微分方程, 其解也大多也都含有特殊函数, 但计算这些函数往往非常困难; 而对大部分
的非线性分数阶微分方程, 其解析解完全不可给出. 正因如此, 如何有效地对分数阶微积分方
程进行数值模拟逐渐成为相关领域研究的前沿问题. 目前, 针对 n 维分数阶拉普拉斯算子, 文
献 [13] 讨论了 Dirichlet 齐次分数阶拉普拉斯方程基于积分形式的标准线性有限元方法, 得
到了拟均匀网格和渐变网格下该方法的最优收敛阶, 最后给出了一些数值算例来证明其理论
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结果; 文献 [14] 在文献 [13] 的基础上进一步给出了二维情形的一种简洁的Matalb 代码实现;
文献 [15] 则主要研究分数阶拉普拉斯方程的 Caputo 型发展方程, 结合延拓技巧将非局部的
问题局部化后利用有限元方法进行数值逼近, 其时间离散采用 Diethelm 方法, 并且证明了时
间分数阶导数与其有限部分积分的等价性, 还研究了在长时间积分下分数阶导数的某些性质;
基于 −(−∆)α/2 的奇异积分形式, 文献 [16] 首先将分数阶拉普拉斯算子分为奇异部分和正则
部分，然后用数值积分公式分别对其进行离散，最后构造出一种有限差分公式，类似地，文

献 [17] 通过将分数阶拉普拉斯算子表示为弱奇异函数的加权积分, 然后利用加权的梯形公式
对其进行近似, 从而提出了一种新颖的有限差分方法. 本文主要针对一维分数阶拉普拉斯算
子构造一种新型的数值离散格式, 并在此基础上提出分数阶拉普拉斯方程的一种新型有限差
分格式. 本文的算法思想类似于文献 [16], 但分数阶拉普拉斯算子的离散方式略有不同, 本文
深入分析了数值积分公式的误差展开式, 从而构造了更高阶的数值格式. 相比于文献 [16] 的
O(h3−α) 和文献 [17] 的 O(h2)，我们所提出的有限差分格式的精度可达到 O(h4−α).
本文的组织如下: 第二节提出分数阶拉普拉斯算子的数值积分公式，讨论其误差展开式

并给出了最优的误差估计; 第三节基于该数值积分公式构造分数阶拉普拉斯方程的一种新型
有限差分格式，并讨论其误差分析; 第四节通过一些数值实验以验证有限差分格式的有效性
和理论分析的正确性; 最后给出对全文的总结和对未来工作的展望。

2 分数阶拉普拉斯算子的数值积分公式及其误差估计

在介绍分数阶拉普拉斯算子之前, 我们先引入一些定义和记号.
定义 2.1 称 α = (α1, α2, · · · , αn) 称为多重指数, 其中 αi 为非负整数. 称

Dα =
∂α1

∂xα1
1

∂α2

∂xα2
2

· · · ∂αn

∂xαn
n

为多重微分算子, 其次数为 |α| = α1 + α2 + · · ·+ αn.
定义 2.2 Rn 中的速降函数空间 S 是满足以下条件的函数的集合

S(Rn) = {f ∈ C∞(Rn) | ‖f‖α,β < ∞, ∀α,β} ,

其中 C∞(Rn) 是光滑函数空间, ‖f‖α,β = supx∈Rn |xαDβf(x)|, 且 xα = xα1
1 xα2

2 · · ·xαn
n .

定义 2.3 设函数 u : Rn → R 为光滑速降函数, 即 u ∈ S(Rn), 则分数阶拉普拉斯算子
(−∆)α/2 定义为

(−∆)α/2u(x) = cn,α

∫

Rn

u(x)− u(y)
‖x− y‖n+α dy, α ∈ (0, 2), (2.1)

其中系数 cn,α 由下式给出

cn,α =
α2α−1Γ(α+n

2
)

π
n
2 Γ( 2−α

2
)

,

这里 Γ(x) 是 Gamma 函数, 即

Γ(x) =
∫ ∞

0

tx−1e−t dt, x > 0.
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本文主要关注一维分数阶拉普拉斯算子, 即

(−∆)α/2u(x) = c1,α

∫

R

u(x)− u(y)
|x− y|1+α dy. (2.2)

的数值离散格式. 引入变量替换 y = x + z, 式 (2.2) 可改写为

(−∆)α/2u(x) = −c1,α

∫ ∞

0

u(x− z)− 2u(x) + u(x + z)
z1+α

dz. (2.3)

定义

v(x, z) = u(x− z)− 2u(x) + u(x + z), (2.4)

则式 (2.3) 可简化为

(−∆)α/2u(x) = −c1,α

∫ ∞

0

v(x, z)
z1+α

dz. (2.5)

以下将基于式 (2.5) 构造分数阶拉普拉斯算子 (2.2) 的一种新型数值求积公式. 为此, 我
们对 R+ 进行等距的网格剖分, 得到等距节点 xj = jh, j = 0, 1, · · · , 其中 h 为步长. 另外, 我
们还将式 (2.5) 分成两部分进行处理, 即

QSu(x) = −c1,α

∫ h

0

v(x, z)
z1+α

dz (2.6)

和

QRu(x) = −c1,α

∫ ∞

h

v(x, z)
z1+α

dz. (2.7)

由于积分 QSu(x) 具有奇异性, 故称之为奇异部分 (Singular Part); 而积分 QRu(x) 不包含奇
异性, 故称之为正则部分 (Regular Part).

2.1 奇异部分 QS 的离散及误差估计

设 u ∈ C4(R), 利用泰勒展开式可得

u(x + z) = u(x) + u′(x)z +
u′′(x)

2!
z2 +

u′′′(x)
3!

z3 +
u(4)(ξ1)

4!
z4, ξ1 ∈ (0, h),

和

u(x− z) = u(x)− u′(x)z +
u′′(x)

2!
z2 − u′′′(x)

3!
z3 +

u(4)(ξ2)
4!

z4, ξ2 ∈ (−h, 0).

将以上两式代入式 (2.4) 得

v(x, z) = u′′(x)z2 +
u(4)(ξ1) + u(4)(ξ2)

24
z4, ξ ∈ (0, h). (2.8)

再将上式代入 (2.6) 可得

QSu(x) = −c1,α

(
u′′(x)

∫ h

0

z1−αdz +
1
24

∫ h

0

(
u(4)(ξ1) + u(4)(ξ2)

)
z3−αdz

)

= −c1,ασ0u
′′(x) + O(h4−α),

(2.9)
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其中

σ0 =
h2−α

2− α
. (2.10)

利用二阶中心差商 δxxu(x) = 1
h2 [u(x + h) − 2u(x) + u(x − h)] 近似 (2.9) 中的 u′′(x), 即得

QSu(x) 的近似
QS

hu(x) = −c1,ασ0δxxu(x), (2.11)

其误差估计由如下定理给出.
定理 2.1 设 u ∈ C4(R), 则对于奇异部分 (2.6) 的近似公式 (2.11), 以下误差估计式成

立:
QSu(x)−QS

hu(x) = O(h4−α). (2.12)

证 该结论可由二阶中心差商的误差估计式

u′′(x) = δxxu(x) + O(h2), (2.13)

及 (2.9) 和 (2.11) 直接推出.

2.2 正则部分 QRu(x) 的求积公式及误差估计

在每个子区间 [xj , xj+1], j = 1, 2, · · · 中, 用 v(x, z) 的分段线性插值

Lhv(x, z) = v(x, xj)
xj+1 − z

h
+ v(x, xj+1)

z − xj

h
(2.14)

代替正则部分 (2.7) 中的 v(x, z) 可得

Q̃R
h u(x) = −c1,αh−1

∞∑
j=1

[
v(x, xj)

∫ xj+1

xj

xj+1 − z

z1+α
dz + v(x, xj+1)

∫ xj+1

xj

z − xj

z1+α
dz

]

:= −c1,α

∞∑
j=1

w̃j [u(x− xj)− 2u(x) + u(x + xj)] ,

(2.15)

其中 w̃j 为求积系数, 其具体形式为

w̃j = h−1





∫ x2

x1

x2 − z

z1+α
dz, j = 1,

∫ xj

xj−1

z − xj−1

z1+α
dz +

∫ xj+1

xj

xj+1 − z

z1+α
dz, j ≥ 2.

(2.16)

定义函数空间 Ck
0 (R) =

{
u ∈ Ck(R) | u(i) ∈ C0(R), i = 0, · · · , k

}
, 其中 C0(R) = {u :

R→ R, u连续且具有紧支集}.
定理 2.2 设 u ∈ C4

0 (R), 则对于正则部分 (2.7) 的数值求积公式 (2.15), 有如下误差展开
式:

QRu(x)− Q̃R
h u(x) = −c1,α

∞∑
j=−∞,j 6=0

σju
′′(x + xj) + O(h4−α), (2.17)
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其中

σj =
1
2

∫ xj+1

xj

(z − xj)(z − xj+1)
z1+α

dz, j ≥ 1, (2.18)

证 定义误差函数 ej(z) = v(x, z) − Lhv(x, z), z ∈ [xj , xj+1], j ≥ 1. 因为 u ∈ C4(R),
由 v(x, z) 的四阶泰勒展开式





v(x, z)− v(x, xj) =
3∑

k=1

v(k)(x, xj)(z − xj)k

k!
+

v(4)(x, ξ)(z − xj)4

4!
, ξ ∈ (xj , z),

v(x, xj+1)− v(x, xj) =
3∑

k=1

v(k)(x, xj)hk

k!
+

v(4)(x, η)h4

4!
, η ∈ (xj , xj+1),

(2.19)
可得

ej(z) =v(x, z)− v(x, xj)− v(x, xj+1)− v(x, xj)
h

(z − xj)

=
v′′(x, xj)

2!
(z − xj)(z − xj+1) +

v′′′(x, xj)
3

(z − xj−1)(z − xj)(z − xj+1) +Rj ,

(2.20)

其中

|Rj | =
∣∣∣∣
v(4)(x, ξ)(z − xj)4

4!
− v(4)(x, η)(z − xj)h3

4!

∣∣∣∣ ≤ Ch4.

于是

QRu(x)− Q̃R
h u(x) =

∞∑
j=1

v′′(x, xj)
2

∫ xj+1

xj

(z − xj)(z − xj+1)
z1+α

dz

+
∞∑

j=1

v′′′(x, xj)
3!

∫ xj+1

xj

(z − xj−1)(z − xj)(z − xj+1)
z1+α

dz +R,

(2.21)

其中

|R| =
∣∣∣∣∣
∞∑

j=1

∫ xj+1

xj

Rjz
−1−αdz

∣∣∣∣∣ ≤ Ch4

∞∑
j=1

∫ xj+1

xj

z−1−αdz = Ch4−α. (2.22)

对 v(x, z) 在节点 xj 处关于 z 求三阶导数, 可得

v′′′(x, xj) = u′′′(x + xj)− u′′′(x− xj) = 2u(4)(ξ)xj , j ≥ 1,

从而有 ∣∣∣∣∣
∞∑

j=1

v′′′(x, xj)
3!

∫ xj+1

xj

(z − xj−1)(z − xj)(z − xj+1)
z1+α

dz

∣∣∣∣∣

≤Ch3

∞∑
j=1

∫ xj+1

xj

xj

z1+α
dz

≤Ch3

∞∑
j=1

∫ xj+1

xj

z − xj

z1+α
dz + Ch3

∞∑
j=1

∫ xj+1

xj

1
zα

dz ≤ Ch4−α.

(2.23)
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联立 (2.21)– (2.23) 易得 (2.19), 定理得证.
更进一步, 用中心差商

δxxu(x + xj) =
u(x + xj−1)− 2u(x + xj) + u(x + xj+1)

h2

近似 (2.17) 中的 u′′(x + xj), 即得正则部分 (2.7) 的一种改进的数值积分公式:

QR
h u(x) = Q̃R

h u(x)− c1,α

∞∑
j=−∞,j 6=0

σjδxxu(x + xj), (2.24)

其误差估计可通过如下定理给出.
定理 2.3 设 u ∈ C4

0 (R), 则对于正则部分 (2.7) 的数值求积公式 (2.24), 以下误差估计式
成立:

QRu(x)−QR
h u(x) = O(h4−α). (2.25)

证 由定理 2.2 和 (2.24) 可知

QRu(x)−QR
h u(x) = −c1,α

∞∑
j=−∞, j 6=0

σj [u′′(x + xj)− δxxu(x + xj)] + O(h4−α). (2.26)

又由 σj 的定义可知 σj = σ−j , 从而有

−
∞∑

j=−∞,j 6=0

σj = −2
∞∑

j=1

σj ≤ Ch2

∫ ∞

h

z−1−α dz = Ch2−α.

再由中心差商格式的误差估计 u′′(x + xj) = δxxu(x + xj) + O(h2) 可得

∣∣QRu(x)−QR
h u(x)

∣∣ ≤ −Ch2

∞∑
j=−∞, j 6=0

σj + O(h4−α) ≤ Ch4−α.

证毕.

2.3 分数阶拉普拉斯算子的数值求积公式

联立 (2.11) 和 (2.24) 可得一维分数阶拉普拉斯算子 (2.2) 的数值求积公式

(−∆h)α/2u(x) = QS
hu(x) +QR

h u(x) = −c1,α

∞∑
j=1

ωj [u(x− xj)− 2u(x) + u(x + xj)] , (2.27)

其中求积系数 wj 为

ωj = ω̃j + h−2ρj , (2.28)

ρj = σj−1 − 2σj + σj+1, (2.29)

而 ω̃j 由 (2.16) 给出. 其误差估计由如下定理给出, 其证明可结合定理 2.1 和 2.3 直接得到.



No.6 王静等: 分数阶拉普拉斯方程的一种新型有限差分方法 555

定理 2.4 设 u ∈ C4
0 (R), 则对于分数阶拉普拉斯算子 (2.2) 的数值求积公式 (2.27), 以下

误差估计式成立:

(−∆)α/2u(x)− (−∆h)α/2u(x) = O(h4−α). (2.30)

3 分数阶拉普拉斯方程的有限差分格式及其误差分析

本节将基于分数阶拉普拉斯算子 (2.2) 的数值求积公式 (2.27), 来构造如下分数阶拉普
拉斯方程 Dirichlet 边值问题的有限差分格式:

{
(−∆)α/2u(x) = f(x), x ∈ Ω = (−1, 1),

u(x) = g(x), x ∈ R\Ω,
(3.1)

其中 f 和 g 已知.
首先我们将求解区域 (−1, 1) 等分为 2J 个子区间, 其步长为 h = 1/J , 则网格节点可表

示为 xk = kh, k ∈ Z. 记 Ωh = {−J + 1, · · · , 0, · · · , J − 1}, Ωc
h = Z\Ωh, 在节点 xi, i ∈ Ωh

处, 用求积公式 (2.27) 代替 (3.1) 中的分数阶拉普拉斯算子, 即得有限差分格式

{
(−∆h)α/2ui = f(xi), i ∈ Ωh,

ui = g(xi), i ∈ Ωc
h.

(3.2)

有限差分格式 (3.2) 可表示为矩阵形式

Au = f , (3.3)

其中

u =
[
u0 u1 · · · u2J−2

]T

, f =
[
f0 f1 · · · f2J−2

]T

,

而 fi 由右端项 f(xi) 及边界条件 g(xi) 确定. 显然, 系数矩阵A 为对称的 Toeplitz 矩阵, 即

A =




a0 a1 · · · a2J−2

a1 a0 · · · a2J−3

...
...

. . .
...

a2J−2 a2J−3 · · · a0




, (3.4)

其中

a0 = −2
∞∑

j=1

aj , aj = −c1,αwj , j ≥ 1, (3.5)

而 wj(j ≥ 1) 由式 (2.28) 定义.
以下将讨论差分格式 (3.2) 的误差估计. 在此之前, 我们先介绍几个重要的定义和引理.
定义 3.1 称A ∈ Rn×n 为 L 矩阵, 若 aii > 0 而 aij ≤ 0(i 6= j); 称A ∈ Rn×n 为M 矩

阵, 若A 为 L 矩阵, 且其所有特征值的实部皆为正.
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引理 3.1 (Gershgorin 圆盘定理) 设A = (aij) 为 n 阶方阵, Gi(A) 是复平面上以 aii 为

圆心, 半径为
∑n

j=1,j 6=i |aij | 的圆盘, 即

Gi(A) = {z ∈ C
∣∣|z − aii| ≤

n∑
j=1,j 6=i

|aij |}, i = 1, 2, ....n,

则A 的任一特征值 λ 皆满足 λ ∈ G =
⋃n

i=1 Gi(A).
引理 3.2 对于定义于式 (2.28) 中的 wj , 有如下性质

wj ≥ 0, j ≥ 1. (3.6)

证 由 (2.28) 可知 wj = w̃j + h−2σj−1− h−2σj + h−2 (σj+1 − σj) . 由 (2.16) 和 (2.18) 可
知,

(1) 当 j = 1 时,

w1 = w̃1 + h−2σ0 = h−1

∫ x2

x1

x2 − z

z1+α
dz +

h−α

2− α
> 0; (3.7)

(2) 当 j ≥ 2 时,

w̃j + h−2σj−1 =
h−2

2

∫ xj

xj−1

(z − xj−1)(z − xj−2)
z1+α

dz + h−1

∫ xj+1

xj

xj+1 − z

z1+α
dz > 0. (3.8)

由 σj 的定义 (2.18) 可知对任意的 j ≥ 1 皆有 σj ≤ 0. 再由

σj+1 − σj =
h2−α

2

∫ 1

0

[
1

(τ + j + 1)1+α
− 1

(τ + j)1+α

]
τ(τ − 1) dτ > 0 (3.9)

可知 (3.6) 成立.
定理 3.1 对于有限差分格式 (3.2) 的系数矩阵A, 它为对称正定的M 矩阵.
证 由引理 3.2 和 (3.5) 可知 A 是 L 矩阵. 由M 矩阵的定义可知, 欲证 A 为M 矩阵,

只需说明其特征值均为正. 事实上, 由 (3.4) 的定义以及 (3.5) 容易推导出A 为严格对角占优

矩阵, 再由引理 3.1 可知, A 的任一特征值皆为正.
引理 3.3 (极值原理) 若 (−∆h)α/2ui ≤ 0, i ∈ Ωh, 则对任意的 i ∈ Ωh, 有 max

i∈Ωh

ui ≤
max
i∈ΩC

h

ui. 类似地, 若 (−∆h)α/2
u ≥ 0, 则对任意的 i ∈ Ωh, 有 min

i∈Ωh

ui ≥ min
i∈ΩC

h

ui.

证 我们只证明第一种情形, 第二种情形的证明过程类似. 利用反证法, 假设 ui0 =
max
i∈Ωh

ui > max
i∈ΩC

h

ui 这说明 ui0 为 u 在所有节点上的最大值, 但是由 wj(j ≥ 1) 的非负性可知

(−∆h)α/2ui0 = −c1,α

∞∑
j=1

wj(ui0−j − 2uii
+ ui0−j) > 0.

这与已知条件矛盾, 故假设不成立, 也就是说 u 在 xi, i ∈ Ωh 上无法取得最大值, 定理得证.
为证明有限差分方程的收敛性, 我们引入一个相容函数 v(x):

v(x) =

{
4− x2, |x| < 1,

0, otherwise.
(3.10)
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引理 3.4 对于函数 v(x), 它满足
{

(−∆h)α/2vi ≥ 1, i ∈ Ωh,

vi = 0, i ∈ ΩC
h ,

(3.11)

其中 vi = v(xi).
证 定义 δjui = ui+j − 2ui +ui−j .首先, 证明−δjvi ≥ min {2, 2(jh)2} , ∀i ∈ Ωh, ∀j ≥ 1.

事实上,
(1) 当 i + j 和 i− j 都属于 Ωh, 有 −δjvi = h2((i + j)2 − 2i2 + (i− j)2) = 2(jh)2;
(2) 当 i + j 和 i− j 都不属于 Ωh, 有 −δjvi = 2vi = 8− 2(ih)2 ≥ 6;
(3) 当 i± j 中的一个属于 Ωh, −δjvi = −v((i± j)h) + 2u(xi) ≥ 2.

因此,

(−∆h)α/2vi ≥ c1,α

∞∑
j=1

wj min
{
2, 2(jh)2

}
= 2c1,α

(∑
j≥J

wj +
∑
j<J

wjx
2
j

)
. (3.12)

接下来, 我们将证明 ∑
j≥J

wj ≥ 1
α

,
∑
j<J

wjx
2
j ≥

1
2− α

. (3.13)

一方面, 由 ω̃j 的定义可知

∑
j≥J

ω̃j = h−1
∑
j≥J

[∫ xj

xj−1

z − xj−1

z1+α
dz +

∫ xj+1

xj

xj+1 − z

z1+α
dz

]
=

∫ ∞

1

z−1−α dz+h−1

∫ xJ

xJ−1

xJ − z

z1+α
dz

从而有 ∑
j≥J

wj =
∑
j≥J

[
ω̃j + h−2(σj−1 − 2σj + σj+1)

]

=
∫ ∞

1

z−1−αdz + h−1

∫ xJ

xJ−1

xJ − z

z1+α
dz + h−2(σJ−1 − σJ)

=
1
α

+ h−2

∫ xJ

xJ−1

(xJ − z)2

z1+α
dz − h−2(σJ−1 + σJ) ≥ 1

α
,

这里用到了 σj 的非正性. 另一方面, 再由 ω̃j 的定义可知

∑
0≤j<J

wjx
2
j =

∑
1≤j<J

[
ω̃j +

σj−1 − 2σj + σj+1

h2

]
x2

j

=
∑

1≤j<J

∫ xj+1

xj

jxj(xj+1 − z) + (j + 1)xj+1(z − xj) + (z − xj−1)(z − xj)
z1+α

dz

+ σ0h
−2x2

1 + x2
J−1

[
h−2σJ − h−1

∫ xJ

xJ−1

(z − xJ−1)
z1+α

dz

]
− x2

Jh−2σJ−1

=
∫ 1

0

z1−αdz +
1
2

∫ xJ

xJ−1

(z − xJ−1)(xJ+1 − z)
z1+α

dz − J2σJ−1 ≥ 1
2− α

,
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这里同样用到了 σj 的非正性. 最后, 由 (3.12) 和 (3.13) 可知,

(−∆h)α/2vi ≥ 2c1,α(
1

2− α
+

1
α

) =
2αΓ(α+1

2
)

Γ( 1
2
)Γ(2− α

2
)
.

再由 2α > 1,Γ(α+1
2

) > π
1
2 = Γ( 1

2
), 以及 Γ(2− α

2
) < Γ(2) = 1 可知

(−∆h)α/2vi ≥ 1.

定理得证.
定理 3.2 对于有限差分方程 (3.2), 有误差估计 ‖u − uh‖∞ ≤ Ch4−α, 其中 u =

[u(x−J+1), · · · , u(xJ−1)]
T
和 uh = [u−J+1, · · · , uJ−1]

T
分别表示 (3.1) 的真解和 (3.2) 的近似

解.
证 由于A 是M 矩阵, 故 (−∆h)α/2 可逆, 不妨记其逆为 (−∆h)−α/2. 将 (3.11) 中的第

一式改写为向量形式 (−∆h)α/2vh ≥ 1, 1 = (1, 1, · · · , 1)T
, 由极值原理可知

vh ≥ (−∆h)−α/21,

于是, ∥∥∥(−∆h)−α/2
∥∥∥
∞
≤ ‖v‖∞ = 4.

由 (3.1) 和 (3.2) 可知
(−∆)α/2u = (−∆h)α/2uh,

于是

(−∆h)α/2(u− uh) = (−∆h)α/2u− (−∆)α/2u,

亦即

u− uh = (−∆h)α/2
[
(−∆h)α/2u− (−∆)α/2u

]
.

利用求积公式的误差估计 (2.30) 可得

‖u− uh‖∞ ≤
∥∥∥(−∆h)−α/2

∥∥∥
∞
· ‖(−∆h)α/2u− (−∆h)α/2uh‖∞ ≤ Ch4−α.

定理得证.

4 数值实验

注意到分数阶拉普拉斯算子的积分区域为整个实数域, 在实际计算中需要对其进行截断,
为此我们将其改写为如下形式

(−∆)α/2u(x) =− c1,α

∫ ∞

0

(u(x− z)− 2u(x) + u(x + z)) z−1−αdz

=−c1,α

∫ L

0

(u(x− z)− 2u(x) + u(x + z))z−1−αdz

︸ ︷︷ ︸
Q1

+2c1,α

∫ ∞

L

u(x)z−1−αdz

︸ ︷︷ ︸
Q2

− c1,α

∫ ∞

L

(u(x− z) + u(x + z))z−1−αdz

︸ ︷︷ ︸
Q3
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其中 [−L,L] 为截断区间, 而 L 通常选取为一个比较大的正数.
以下将讨论 Q1,Q2,Q3 对分数阶拉普拉斯算子近似计算的影响.
(1) 可直接用数值积分公式近似 Q1 时, 此时其截断误差 O(h4−α), 它与 L 的大小无关.
(2) Q2 可直接计算出来, 即

Q2 = 2c1,α

∫ ∞

L

u(x)z−1−αdz = 2c1,αu(x)
∫ ∞

L

z−1−αdz =
2c1,α

αLα
u(x).

(3) Q3 需要具体问题具体分析. 对于分数阶拉普拉斯方程 (3.1), 若边界条件是齐次的,
即 g = 0, 则 Q3 可以忽略；而对于有的分数阶拉普拉斯方程, 如分数阶 Burgers 方程 [18], 分
数阶分数多孔介质方程 [19] 等, 它们的解具有代数衰减性, 此时即使 L 取很大, Q3 也不能忽

略不计. 事实上, 若 u(x) → 0 具有代数衰减性, 即 u(z) ∼ |z|−β, 更具体地,

u(z) ≈ u(L)Lβ|z|−β, z → +∞; u(z) ≈ u(−L)Lβ|z|−β, z → −∞, (4.1)

则 Q3 可近似为

Q3 ≈ Lβ

(α + β)Lα+β

[
u(−L) 2H1(β, α + β, α + β + 1,

x

L
) + u(L) 2H1(β, α + β, α + β + 1,−x

L
)
]
,

其中的 2H1(·, ·, ·, ·) 为超几何函数.

4.1 分数阶拉普拉斯算子的数值求积公式

本节将通过数值实验来分析分数阶拉普拉斯算子 (−∆)α/2u 的数值求积公式 (2.27) 的误
差. 为此, 我们取 u(x) = e−x2

, 它具有指数衰减性. 利用傅里叶变换容易得到

(−∆)α/2u(0) =
1√
π

∫ ∞

0

xαe−
x2
4 =

2αΓ( 1+α
2

)√
π

,

相应的数值结果见表 1. 由该表的结果可知, 当 α 取为 1.8 时, 数值求积公式 (2.27) 的收敛阶
基本上达到 O(h2.2), 这与定理 2.3 中的结论是吻合的.

表 1 分数阶拉普拉斯算子 (−∆h)α/2u(0) 的数值求积公式 (2.27) 的误差结果 (α = 1.8, L = 50)

h error convergence rate

1/23 8.795e-3 2.120
1/24 1.973e-3 2.155
1/25 4.372e-4 2.174
1/26 9.616e-5 2.185
1/27 2.104e-5 2.191

4.2 分数阶拉普拉斯方程的有限差分格式
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本节考虑一类具有齐次边界条件 (g ≡ 0) 的分数阶拉普拉斯方程 (3.1). 若取右端项
f ≡ 1, 则其精确解为

u(x) =
2−αΓ( 1

2
)

Γ(1 + α
2
)Γ( 1+α

2
)
(1− x2)α/2

+ .

我们使用有限差分格式 (3.2) 求解该问题, 其数值结果见表 2. 由该表的结果可知, 当 α 取为

1.8 时, 有限差分格式 (3.2) 的收敛阶接近 O(h2.2), 这与定理 3.2 中的结论是吻合的.

表 2 分数阶拉普拉斯方程 (3.1) 的有限差分格式 (3.2) 的误差结果 (α = 1.8)

N error convergence rate

5 2.758e-3
10 1.392e-3 1.983
20 6.992e-4 1.990
40 3.288e-5 2.127

5 总结与展望

本文主要讨论了一维分数阶拉普拉斯算子的数值积分公式, 并基于此构造了相应分数阶
拉普拉斯方程的一种新型有限差分格式。相应的数值实验表明，相应的误差估计皆为最优。

我们的下一步工作将把该方法推广到二维分数阶拉普拉斯算子和方程，即借助双线性插值在

矩形网格上构造相应的数值积分公式和有限差分格式。
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A NEW FINITE DIFFERENCE METHOD FOR SOLVING

FRACTIONAL LAPLACIAN EQUATION

WANG Jing, ZHANG Xiao-ping

(School of Mathematics and Statistics, Wuhan University, Wuhan 430072, China)

Abstract: In this paper, we first propose a new quadrature rule for evaluating the fractional

Lapalcian operator, and the corresponding error estimate is derived. Based on this quadrature

rule, we design a new finite difference method for solving fractional Laplacian equation, while the

optimal convergence analysis is obtained. Finally, some numerical tests are provided to validate

the effetiveness of the scheme and the correctess of the theorectical analysis.
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