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摘要: 本文研究了阿贝尔方程周期解的存在性问题. 利用不动点定理和变量代换的方法, 获得

了阿贝尔方程的两个周期解的存在性结果.
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1 引言

非线性阿贝尔方程
dx

dt
= a(t)x3 + b(t)x2 + c(t)x + d(t) (1.1)

在物理和工程技术等许多领域有着重要应用 [1−2], 方程 (1.1) 的数学性质已被数学和物理学
者 [3−15] 进行了深入研究. 文献 [14,15] 提出了得到阿贝尔方程的通解的一种方法, 他们都假
定 y = y1(t) 是方程 (1.1) 的一个特解, 然后通过变量代换方法, 给出了阿贝尔方程的通解; 文
献 [16] 假设 γ = γ(t) 是阿贝尔方程的一个周期特解, 然后, 利用变量代换法和不动点定理,
得到阿贝尔方程的其他周期解的存在性.
本文首先考虑下列阿贝尔型方程:

dx

dt
= a(t)x3 + b(t)x2, (1.2)

文献 [15] 给出了方程 (1.2) 可积的充分必要条件, 如下:
命题 1.1 [15] 阿贝尔型方程 (1.2) 可积的充分必要条件是 a(t), b(t) 满足下列条件:

d

dt

(a(t)
b(t)

)
= kb(t), (1.3)

其中 k 是常数.
在条件 (1.3) 成立时, b(t) 6= 0, (1.3 ) 两边从 t0 到 t(t > t0) 积分, 可得:

a(t)
b(t)

=
a(t0)
b(t0)

+
∫ t

t0

kb(s)ds, (1.4)
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如果 k = 0, 则 a(t)
b(t)

≡ C, 此时, a(t) 和 b(t) 是线性相关的; 如果 C = 0, 则 a(t) = 0, 此时
方程 (1.2) 只有零周期解; 如果 C 6= 0, 则容易验证方程 (1.2) 有两个常数周期解 x1(t) = 0(二
重), x2(t) = − 1

C
.

如果 k 6= 0, 由 (1.4) 可知,
a(t)
b(t)

→∞(t → +∞), (1.5)

此时, a(t), b(t) 不可能都是周期函数. 因此, 当 a(t) 和 b(t) 都是周期函数并且线性无关时, 方
程 (1.2) 是不可积的.
本文首先考虑 a(t) 和 b(t) 是周期函数时的微分方程 (1.2), 此时除了 a(t) 和 b(t) 线性相

关外, (1.2) 是不可积的. 本文研究在不求出 (1.2) 的解的情况下, (1.2) 的周期解的存在性.
文献 [16] 利用不动点定理, 得到 (1.2) 的唯一非零周期解的存在性; 本文受文献 [16] 的启发,
利用不同于文献 [16] 的方法, 得到方程 (1.2) 的唯一非零周期解的存在性; 然后, 讨论了方程
(1.1), 在一定条件下, 利用变量代换法, 将方程 (1.1) 转化为方程 (1.2), 从而得到阿贝尔方程
(1.1) 的两个周期解的存在性.
本文余下部分安排如下: 第二节, 我们给出四个引理以方便以后使用; 第三节, 利用不动

点定理得到阿贝尔型方程存在唯一非零周期解的四个定理; 第四节, 当方程的系数函数满足
一定条件时, 我们得到了阿贝尔方程的两个周期解的存在性.

2 一些定义、引理和缩写

En 表示 n 维实数空间或 n 维复数空间, R 表示实数集合, C(R, En) 表示 R 到 En 的连

续向量函数所构成的集合, C(R, R) 表示 R 到 R 的连续函数所构成的集合.

定义 2.1 [17] 设函数 f(t) ∈ C(R, En) 是 ω− 周期的, a(f, λ) =
∫ ω

0

f(t)e−iλtdt 一定存

在, a(f, λ) 称为 f(t) 的傅里叶系数, 使 a(f, λ) 6= 0 的实数 λ 称为 f(t) 的傅里叶指数; 存在可
数集 Λf , 当 λ ∈ Λf 时, a(f, λ) 6= 0, 只要 λ 6∈ Λf , 必有 a(f, λ) = 0, Λf 称为 f(t) 的指数集.
定义 2.2 [17] Λf 中元素的整系数线性组合所构成的实数集合称为 f(t) 的模 (module) 或

频率模, 记作 mod (f), 即

mod (f) =
{

µ|µ =
N∑

j=1

njλj , nj , N ∈ Z+, N ≥ 1, λj ∈ Λf

}
.

引理 2.1 [18] 考虑如下方程:
dx

dt
= a(t)x + b(t), (2.1)

这里, a(t), b(t) 是 R 上的 ω- 周期连续函数, 如果
∫ ω

0

a(t)dt 6= 0, 则方程 (2.1) 有唯一的 ω-

周期连续解 η(t), mod (η) ⊆ mod (a(t), b(t)), 并且 η(t) 可表示如下:

η(t) =





∫ t

−∞
e

∫ t
s

a(τ)dτb(s)ds,

∫ ω

0

a(t)dt < 0

−
∫ +∞

t

e
∫ t

s
a(τ)dτb(s)ds.

∫ ω

0

a(t)dt > 0.

(2.2)
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引理 2.2 [18] 假设 ω- 周期连续函数序列 {fn(t)} 在 R 的任一紧集上收敛, f(t) 是一个 ω-
周期连续函数, 并且 mod (fn) ⊆ mod (f)(n = 1, 2, · · · ), 那么 {fn(t)} 在 R 上一致收敛.
引理 2.3 [19] 假设 V 是度量空间, C 是 V 的闭凸集, 其边界是 ∂C, 如果 T : V → V 是

连续的紧映射, 且使得 T (∂C) ⊆ C, 则 T 在 C 上至少有一个不动点.
考虑一维周期微分方程:

dx

dt
= f(t, x), (2.3)

这里, f : R× I → R 是一个连续函数, f(t + ω, x) = f(t, x), ω > 0.I ⊆ R.

引理 2.4 [20] 如果 f(t, x) 关于 x 有三阶连续偏导数, 并且 f
′′′
xxx(t, x) 6= 0, 则 (2.3) 最多有

三个连续周期解.
为了方便起见, 假设 f(t) 是 R 上的 ω- 周期连续函数, 我们用下列记号表示:

fM = sup
t∈[0,ω]

f(t), fL = inf
t∈[0,ω]

f(t). (2.4)

3 阿贝尔型方程的唯一非零周期解的存在性

这一节, 我们考虑阿贝尔型方程, 给出了阿贝尔型方程唯一非零周期解的存在性的四个
结论.
定理 3.1 考虑方程 (1.2), a(t), b(t) 是 R 上的 ω- 周期连续函数, 如果以下条件成立:

(H1) a(t) < 0, (H2) b(t) < 0,

则方程 (1.2) 存在唯一负 ω- 周期连续解 γ(t), 且有 −
(

b
a

)
M
≤ γ(t) ≤ −

(
b
a

)
L
.

证 (1) 证明方程 (1.2) 的负 ω- 周期连续解的存在性.
假设

S =

{
ϕ(t) ∈ C(R, R)

∣∣∣ϕ(t + ω) = ϕ(t)

}
, (3.1)

任取 ϕ(t), ψ(t) ∈ S, 定义度量如下:

ρ(ϕ,ψ) = sup
t∈[0,ω]

|ϕ(t)− ψ(t)|, (3.2)

则 (S, ρ) 是一个完备度量空间, 取 S 的一个闭凸集如下:

B =

{
ϕ(t) ∈ S

∣∣∣−
( b

a

)
M
≤ ϕ(t) ≤ −

( b

a

)
L
, mod (ϕ) ⊆ mod (a, b)

}
. (3.3)

任意给定 ϕ(t) ∈ B, 考虑如下微分方程:

dx

dt
= a(t)ϕ2(t)x + b(t)ϕ2(t), (3.4)

因为 a(t), b(t) 和 ϕ(t) 都是 ω- 周期连续函数, 故 a(t)ϕ2(t), b(t)ϕ2(t) 也都是 ω- 周期连续函
数.
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由 (3.3), (H1) 和 (H2), 可得

aL

(
−

( b

a

)
M

)2

≤ a(t)ϕ2(t) ≤ aM

(
−

( b

a

)
L

)2

< 0, (3.5)

即

aL

(( b

a

)
M

)2

≤ a(t)ϕ2(t) ≤ aM

(( b

a

)
L

)2

< 0, (3.6)

所以有
1
ω

∫ ω

0

a(t)ϕ2(t)dt < 0, (3.7)

根据引理 2.1, 方程 (3.4) 存在唯一的如下的 ω- 周期连续解:

η(t) =
∫ t

−∞
e

∫ t
s

a(τ)ϕ2(τ)dτb(s)ϕ2(s)ds, (3.8)

并且

mod (η) ⊆ mod (a(t)ϕ2(t), b(t)ϕ2(t)), (3.9)

由 (3.3), 可得
mod (a(t)ϕ2(t)) ⊆ mod (a, b), (3.10)

mod (b(t)ϕ2(t)) ⊆ mod (a, b), (3.11)

因此有

mod (η) ⊆ mod (a, b). (3.12)

由 (H1), (H2) , (3.6) 和 (3.8), 我们有

η(t) =
∫ t

−∞
e

∫ t
s

a(τ)ϕ2(τ)dτ b(s)
a(s)

a(s)ϕ2(s)ds ≥ (
b

a
)M

∫ t

−∞
e

∫ t
s

a(τ)ϕ2(τ)dτa(s)ϕ2(s)ds (3.13)

=− (
b

a
)M

∫ t

−∞
e

∫ t
s

a(τ)ϕ2(τ)dτd
(∫ t

s

a(τ)ϕ2(τ)dτ
)

= −(
b

a
)M

[
e

∫ t
s

a(τ)ϕ2(τ)dτ
]t

−∞

=− (
b

a
)M

[
1− e

∫ t
−∞ a(τ)ϕ2(τ)dτ

]
, (−∞ < t < +∞)

=− (
b

a
)M ,

且

η(t) =
∫ t

−∞
e

∫ t
s

a(τ)ϕ2(τ)dτ b(s)
a(s)

a(s)ϕ2(s)ds ≤ (
b

a
)L

∫ t

−∞
e

∫ t
s

a(τ)ϕ2(τ)dτa(s)ϕ2(s)ds (3.14)

= −(
b

a
)L

∫ t

−∞
e

∫ t
s

a(τ)ϕ2(τ)dτd
(∫ t

s

a(τ)ϕ2(τ)dτ
)

= −(
b

a
)L

[
e

∫ t
s

a(τ)ϕ2(τ)dτ
]t

−∞

= −(
b

a
)L

[
1− e

∫ t
−∞ a(τ)ϕ2(τ)dτ

]
, (−∞ < t < +∞)

= −(
b

a
)L,
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故

−(
b

a
)M ≤ η(t) ≤ −(

b

a
)L, (3.15)

因此 η(t) ∈ B.
定义映射:

(Tϕ)(t) = η(t) =
∫ t

−∞
e

∫ t
s

a(τ)ϕ2(τ)dτb(s)ϕ2(s)ds, (3.16)

所以任意给定 ϕ(t) ∈ B, 有 (Tϕ)(t) ∈ B, 因此 T : B → B.
现在, 我们证明映射 T 是紧映射. 在 B 中任取一序列 {ϕn(t)} ⊆ B(n = 1, 2, · · · ), 则有

−
( b

a

)
M
≤ ϕn(t) ≤ −

( b

a

)
L
, mod (ϕn) ⊆ mod (a, b), (n = 1, 2, · · · ) (3.17)

另外, (Tϕn)(t) = xϕn
(t) 满足

dxϕn
(t)

dt
= a(t)ϕ2

n(t)xϕn
(t) + b(t)ϕ2

n(t), (3.18)

因此我们有
∣∣∣dxϕn

(t)
dt

∣∣∣ ≤ aL

(
− ( b

a

)
M

)3

− bL

(( b

a

)
M

)2

, mod (xϕn
(t)) ⊆ mod (a, b), (3.19)

故
{

dxϕn
(t)

dt

}
是一致有界的, 所以,

{
xϕn

(t)
}
在 R 上是一致有界、等度连续的, 根据 Ascoli-

arzela 定理, 对于 B 中的任一序列
{

xϕn
(t)

}
⊆ B , 总存在一个子列

(
仍用

{
xϕn

(t)
}
表示

)

使得
{

xϕn
(t)

}
在 R 的任一紧集上一致收敛, 再由 (3.19), 根据引理 2.2,

{
xϕn

(t)
}
在 R 上一

致收敛, 也就是说, T 是 B 上的紧映射.
接下来, 我们证明 T 是连续映射. 假设 {ϕn(t)} ⊆ B,ϕ(t) ∈ B, 且有

ϕn(t) → ϕ(t), (n →∞) (3.20)

由 (3.16), 我们有

|(Tϕn)(t)− (Tϕ)(t)|

=

∣∣∣∣∣
∫ t

−∞
e

∫ t
s

a(τ)ϕ2
n(τ)dτb(s)ϕ2

n(s)ds−
∫ t

−∞
e

∫ t
s

a(τ)ϕ2(τ)dτb(s)ϕ2(s)ds

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∫ t

−∞
e

∫ t
s

a(τ)ϕ2
n(τ)dτb(s)

(
ϕ2

n(s)− ϕ2(s)
)
ds

+
∫ t

−∞

(
e

∫ t
s

a(τ)ϕ2
n(τ)dτ − e

∫ t
s

a(τ)ϕ2(τ)dτ
)
b(s)ϕ2(s)ds

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∫ t

−∞
e

∫ t
s

a(τ)ϕ2
n(τ)dτb(s)

(
ϕ2

n(s)− ϕ2(s)
)
ds

+
∫ t

−∞
eξ

(∫ t

s

a(τ)
(
ϕ2

n(τ)− ϕ2(τ)
)
dτ

)
b(s)ϕ2(s)ds

∣∣∣∣∣,
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这里, ξ 介于

∫ t

s

a(τ)ϕ2
n(τ)dτ 和

∫ t

s
a(τ)ϕ2(τ)dτ 之间, 因此, ξ 在 aL

((
b
a

)
M

)2

(t − s) 和

aM

((
b
a

)
L

)2

(t− s) 之间, 所以有

|(Tϕn)(t)− (Tϕ)(t)|

≤
∫ t

−∞
e

aM

((
b
a

)
L

)2

(t−s)|b(s)|
∣∣∣ϕn(s) + ϕ(s)

∣∣∣
∣∣∣ϕn(s)− ϕ(s)

∣∣∣ds

+
∫ t

−∞
e

aM

((
b
a

)
L

)2

(t−s)
(∫ t

s

|a(τ)|
∣∣ϕn(τ) + ϕ(τ)

∣∣∣∣ϕn(τ)− ϕ(τ)
∣∣dτ

)
|b(s)|ϕ2(s)ds

≤
(∫ t

−∞
e

aM

((
b
a

)
L

)2

(t−s)|b(s)|
∣∣∣ϕn(s) + ϕ(s)

∣∣∣ds

+
∫ t

−∞
e

aM

((
b
a

)
L

)2

(t−s)
(∫ t

s

|a(τ)|
∣∣ϕn(τ) + ϕ(τ)

∣∣dτ
)
|b(s)|ϕ2(s)ds

)
ρ(ϕn, ϕ)

≤
(
− 2bL

( b

a

)
M

∫ t

−∞
e

aM

((
b
a

)
L

)2

(t−s)
ds

+2aLbL

(( b

a

)
M

)3
∫ t

−∞
e

aM

((
b
a

)
L

)2

(t−s)(
t− s

)
ds

)
ρ(ϕn, ϕ)

=

(
2bL

(
b
a

)
M

aM

((
b
a

)
L

)2 +
2aLbL

((
b
a

)
M

)3

(
aM

((
b
a

)
L

)2)2

)
ρ(ϕn, ϕ),

由 (3.20) 及上式, 可得
(Tϕn)(t) → (Tϕ)(t), (n →∞) (3.21)

因此, T 是连续映射, 由 (3.16), 易知, T (∂B) ⊆ B, 根据引理 2.3, T 在 B 上至少有一个不动

点, 这个不动点即为方程 (1.2) 的负 ω- 周期连续解 γ(t), 且有

−
( b

a

)
M
≤ γ(t) ≤ −

( b

a

)
L
. (3.22)

(2) 我们证明方程 (1.2) 恰有唯一非零周期解 γ(t).
令

f(t, x) = a(t)x3 + b(t)x2, (3.23)

则有

f
′′′
xxx(t, x) = 6a(t) < 0, (3.24)

由 (3.24), 根据引理 2.4, 方程 (1.2) 至多有三个连续周期解, 我们已经知道, 方程 (1.2) 有三个
连续周期解: γ(t) 和二重零解 γ1(t) = γ2(t) = 0, 所以方程 (1.2) 只有唯一的非零 ω- 周期连续
解 γ(t), 且有

−
( b

a

)
M
≤ γ(t) ≤ −

( b

a

)
L
.
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定理 3.1 证毕.
定理 3.2 考虑方程 (1.2), a(t), b(t) 是 R 上的 ω- 周期连续函数, 如果以下条件成立:

(H1) a(t) < 0, (H2) b(t) > 0,

则方程 (1.2) 存在唯一正 ω- 周期连续解 γ(t), 且有 −
(

b
a

)
M
≤ γ(t) ≤ −

(
b
a

)
L
.

证 令

x = −u, (3.25)

则方程 (1.2) 化为
du

dt
= a(t)u3 − b(t)u2, (3.26)

由 (H1) 和 (H2), 方程 (3.26) 满足定理 3.1 的所有条件, 根据定理 3.1, 方程 (3.26) 有唯一的
负 ω- 周期连续解 u1(t), 并且

−
(
− b

a

)
M
≤ u1(t) ≤ −

(
− b

a

)
L
, (3.27)

即 ( b

a

)
L
≤ u1(t) ≤

( b

a

)
M

. (3.28)

由 (3.25), 可得方程 (1.2) 存在唯一的正 ω- 周期连续解 γ(t), 并且

−
( b

a

)
M
≤ γ(t) ≤ −

( b

a

)
L
.

定理 3.2 证毕.
定理 3.3 考虑方程 (1.2), a(t), b(t) 是 R 上的 ω- 周期连续函数, 如果以下条件成立:

(H1) a(t) > 0, (H2) b(t) > 0,

则方程 (1.2) 存在唯一负 ω- 周期连续解 γ(t), 且有 −
(

b
a

)
M
≤ γ(t) ≤ −

(
b
a

)
L
.

证 (1) 我们证明方程 (1.2) 的负 ω- 周期连续解的存在性.
假设

S =

{
ϕ(t) ∈ C(R, R)

∣∣∣ϕ(t + ω) = ϕ(t)

}
, (3.29)

任取 ϕ(t), ψ(t) ∈ S, 定义度量如下:

ρ(ϕ,ψ) = sup
t∈[0,ω]

|ϕ(t)− ψ(t)|, (3.30)

则 (S, ρ) 是一个完备度量空间, 取 S 的一个闭凸集如下:

B =

{
ϕ(t) ∈ S

∣∣∣−
( b

a

)
M
≤ ϕ(t) ≤ −

( b

a

)
L
, mod (ϕ) ⊆ mod (a, b)

}
. (3.31)
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任意给定 ϕ(t) ∈ B, 考虑如下微分方程:

dx

dt
= a(t)ϕ2(t)x + b(t)ϕ2(t), (3.32)

因为 a(t), b(t) 和 ϕ(t) 都是 ω- 周期连续函数, 故 a(t)ϕ2(t), b(t)ϕ2(t) 也都是 ω- 周期连续函
数.

由 (3.31), (H1) 和 (H2), 可得

0 < aL

(
−

( b

a

)
L

)2

≤ a(t)ϕ2(t) ≤ aM

(
−

( b

a

)
M

)2

, (3.33)

即

0 < aL

( b

a

)2

L
≤ a(t)ϕ2(t) ≤ aM

( b

a

)2

M
, (3.34)

所以有
1
ω

∫ ω

0

a(t)ϕ2(t)dt > 0, (3.35)

根据引理 2.1, 方程 (3.32) 存在唯一如下的 ω- 周期连续解:

η(t) = −
∫ +∞

t

e
∫ t

s
a(τ)ϕ2(τ)dτb(s)ϕ2(s)ds, (3.36)

且

mod (η) ⊆ mod (a(t)ϕ2(t), b(t)ϕ2(t)), (3.37)

由 (3.31), 可得

mod (a(t)ϕ2(t)) ⊆ mod (a, b), (3.38)

mod (b(t)ϕ2(t)) ⊆ mod (a, b), (3.39)

因此我们有

mod (η) ⊆ mod (a, b). (3.40)

由 (H1) , (H2), (3.36) 和 (3.38), 我们有

η(t) = −
∫ +∞

t

e
∫ t

s
a(τ)ϕ2(τ)dτ b(s)

a(s)
a(s)ϕ2(s)ds ≥ −(

b

a
)M

∫ +∞

t

e
∫ t

s
a(τ)ϕ2(τ)dτa(s)ϕ2(s)ds

= (
b

a
)M

∫ +∞

t

e
∫ t

s
a(τ)ϕ2(τ)dτd

(∫ t

s

a(τ)ϕ2(τ)dτ
)

= (
b

a
)M

[
e

∫ t
s

a(τ)ϕ2(τ)dτ
]+∞

t

= (
b

a
)M

[
e

∫ t
+∞ a(τ)ϕ2(τ)dτ − 1

]
, (−∞ < t < +∞) (3.41)

= −(
b

a
)M ,
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且

η(t) = −
∫ +∞

t

e
∫ t

s
a(τ)ϕ2(τ)dτ b(s)

a(s)
a(s)ϕ2(s)ds ≤ −(

b

a
)L

∫ +∞

t

e
∫ t

s
a(τ)ϕ2(τ)dτa(s)ϕ2(s)ds

= (
b

a
)L

∫ +∞

t

e
∫ t

s
a(τ)ϕ2(τ)dτd

(∫ t

s

a(τ)ϕ2(τ)dτ
)

= (
b

a
)L

[
e

∫ t
s

a(τ)ϕ2(τ)dτ
]+∞

t

= (
b

a
)L

[
e

∫ t
+∞ a(τ)ϕ2(τ)dτ − 1

]
, (−∞ < t < +∞) (3.42)

= −(
b

a
)L,

故有

−(
a

b
)M ≤ η(t) ≤ −(

a

b
)L, (3.43)

因此 η(t) ∈ B.

定义映射:

(Tϕ)(t) = η(t) = −
∫ +∞

t

e
∫ t

s
a(τ)ϕ2(τ)dτb(s)ϕ2(s)ds, (3.44)

所以任意给定 ϕ(t) ∈ B, 有 (Tϕ)(t) ∈ B, 因此 T : B → B.

现在, 我们证明映射 T 是紧映射. 在 B 中任取一序列 {ϕn(t)} ⊆ B(n = 1, 2, · · · ), 则有

−
( b

a

)
M
≤ ϕn(t) ≤ −

( b

a

)
L
, mod (ϕn) ⊆ mod (a, b), (n = 1, 2, · · · ), (3.45)

另外, (Tϕn)(t) = xϕn
(t) 满足

dxϕn
(t)

dt
= a(t)ϕ2

n(t)xϕn
(t) + b(t)ϕ2

n(t), (3.46)

因此我们有

∣∣∣dxϕn
(t)

dt

∣∣∣ ≤ aM

(( b

a

)
M

)3

+ bM

(( b

a

)
M

)2

, mod (xϕn
(t)) ⊆ mod (a, b), (3.47)

故
{

dxϕn
(t)

dt

}
是一致有界的, 所以,

{
xϕn

(t)
}
在 R 上是一致有界、等度连续的, 根据 Ascoli-

arzela 定理, 对于 B 中的任一序列
{

xϕn
(t)

}
⊆ B , 总存在一个子列

(
仍用

{
xϕn

(t)
}
表示

)

使得
{

xϕn
(t)

}
在 R 的任一紧集上一致收敛, 由 (3.47), 根据根据引理 2.2,

{
xϕn

(t)
}
在 R 上

一致收敛, 也就是说, T 是 B 上的紧映射.

接下来, 我们证明 T 是连续映射. 假设 {ϕn(t)} ⊆ B,ϕ(t) ∈ B, 且有

ϕn(t) → ϕ(t), (n →∞) (3.48)
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由 (3.44), 我们有

|(Tϕn)(t)− (Tϕ)(t)|

=

∣∣∣∣∣
∫ +∞

t

e
∫ t

s
a(τ)ϕ2

n(τ)dτb(s)ϕ2
n(s)ds−

∫ +∞

t

e
∫ t

s
a(τ)ϕ2(τ)dτb(s)ϕ2(s)ds

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∫ +∞

t

e
∫ t

s
a(τ)ϕ2

n(τ)dτb(s)
(
ϕ2

n(s)− ϕ2(s)
)
ds

+
∫ +∞

t

(
e

∫ t
s

a(τ)ϕ2
n(τ)dτ − e

∫ t
s

a(τ)ϕ2(τ)dτ
)
b(s)ϕ2(s)ds

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∫ +∞

t

e
∫ t

s
a(τ)ϕ2

n(τ)dτb(s)
(
ϕ2

n(s)− ϕ2(s)
)
ds

+
∫ +∞

t

eξ
(∫ t

s

a(τ)
(
ϕ2

n(τ)− ϕ2(τ)
)
dτ

)
b(s)ϕ2(s)ds

∣∣∣∣∣.

这里, ξ 介于

∫ t

s

a(τ)ϕ2(τ)dτ 和

∫ t

s

a(τ)ϕ2
n(τ)dτ 之间, 因此, ξ 在 aM

((
b
a

)
M

)2

(t − s) 和

aL

((
b
a

)
L

)2

(t− s) 之间, 故我们有

|(Tϕn)(t)− (Tϕ)(t)|

≤
∫ +∞

t

e
aL

((
b
a

)
L

)2

(t−s)|b(s)|
∣∣∣ϕn(s) + ϕ(s)

∣∣∣
∣∣∣ϕn(s)− ϕ(s)

∣∣∣ds

+
∫ +∞

t

e
aL

((
b
a

)
L

)2

(t−s)
(∫ t

s

|a(τ)|
∣∣ϕn(τ) + ϕ(τ)

∣∣∣∣ϕn(τ)− ϕ(τ)
∣∣dτ

)
|b(s)|ϕ2(s)ds

≤
(∫ +∞

t

e
aL

((
b
a

)
L

)2

(t−s)|b(s)|
∣∣∣ϕn(s) + ϕ(s)

∣∣∣ds

+
∫ t+∞

t

e
aL

((
b
a

)
L

)2

(t−s)
(∫ t

s

|a(τ)|
∣∣ϕn(τ) + ϕ(τ)

∣∣dτ
)
|b(s)|ϕ2(s)ds

)
ρ(ϕn, ϕ)

≤
(

2bM

( b

a

)
M

∫ +∞

t

e
aL

((
b
a

)
L

)2

(t−s)
ds

+2aMbM

(( b

a

)
M

)3
∫ +∞

t

e
aL

((
b
a

)
L

)2

(t−s)(
s− t

)
ds

)
ρ(ϕn, ϕ)

=

(
2bM

(
b
a

)
M

aL

((
b
a

)
L

)2 +
2aMbM

((
b
a

)
M

)3

(
aL

((
b
a

)
L

)2)2

)
ρ(ϕn, ϕ),
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由 (3.48) 和上式, 可得
(Tϕn)(t) → (Tϕ)(t), (n →∞). (3.49)

因此, T 是连续映射, 由 (3.44), 易得, T (∂B) ⊆ B, 根据引理 2.3, T 在 B 上至少有一个不动

点, 这个不动点即为方程 (1.2) 的 ω- 周期连续解, 且有

−
( b

a

)
M
≤ γ(t) ≤ −

( b

a

)
L
. (3.50)

(2) 我们证明方程 (1.2) 恰有唯一非零周期解 γ(t).
令

f(t, x) = a(t)x3 + b(t)x2, (3.51)

则有

f
′′′
xxx(t, x) = 6a(t) > 0, (3.52)

由 (3.52), 根据引理 2.4, 方程 (1.2) 至多有三个连续周期解, 我们已经知道, 方程 (1.2) 有三个
连续周期解: γ(t) 和二重零解 γ1(t) = γ2(t) = 0, 所以方程 (1.2) 有唯一的非零 ω- 周期连续解
γ(t), 且有

−
( b

a

)
M
≤ γ(t) ≤ −

( b

a

)
L
.

定理 3.3 证毕.
定理 3.4 考虑方程 (1.2), a(t), b(t) 是 R 上的 ω- 周期连续函数, 如果以下条件成立:

(H1) a(t) > 0, (H2) b(t) < 0,

则方程 (1.2) 有唯一正 ω- 周期连续解 γ(t), 且有 −
(

b
a

)
M
≤ γ(t) ≤ −

(
b
a

)
L
.

证 令

x = −u, (3.53)

则方程 (1.2) 化为
du

dt
= a(t)u3 − b(t)u2, (3.54)

由 (H1) 和 (H2), 方程 (3.54) 满足定理 3.3 的所有条件, 根据定理 3.3, 方程 (3.54) 有唯一负
ω- 周期连续解 u1(t), 并且

−
(
− b

a

)
M
≤ u1(t) ≤ −

(
− b

a

)
L
, (3.55)

由 (3.53), 可知方程 (1.2) 有唯一的正 ω- 周期连续解 γ(t), 且有

−
( b

a

)
M
≤ γ(t) ≤ −

( b

a

)
L
. (3.56)

定理 3.4 证毕.

4 阿贝尔方程的两个周期解的存在性
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这一节, 我们讨论阿贝尔方程 (1.1), 当方程的系数函数满足一定的条件, 利用变量代换,
方程 (1.1) 可以化为方程 (1.2), 利用第三节的四个结论, 从而得到方程 (1.1) 的周期解的存在
性.
定理 4.1 考虑方程 (1.1), a(t) 是 R 上的 ω- 周期连续函数, 且 a(t) 在 R 上具有连续

导数, 如果 (H1) b(t) = b1(t) + b2(t) 条件成立, b1(t), b2(t) 是 R 上的 ω- 周期连续函数, 并且
b1(t) 在 R 上具有连续导数,

(H2) a(t) < 0, b2(t) < 0, (H3) c(t) =
b2
1(t) + 2b1(t)b2(t)

3a(t)
,

(H4) d(t) =
b3
1(t)

27a3(t)
+

b2
1(t)b2(t)
9a2(t)

− d

dt

( b1(t)
3a(t)

)
,

则方程 (1.1) 恰有两个 ω- 周期连续解.
证 由 (H1), (H2), (H3), (H4), 方程 (1.1) 化为

dx
dt

= a(t)x3 + b(t)x2 + c(t)x + d(t)

= a(t)x3 + [b1(t) + b2(t)]x2 + b21(t)+2b1(t)b2(t)

3a(t)
x + b31(t)

27a3(t)
+ b21(t)b2(t)

9a2(t)
− d

dt

(
b1(t)
3a(t)

)
,

(4.1)

即

d(x+
b1(t)
3a(t) )

dt
= a(t)x3 + b1(t)x2 + b21(t)

3a(t)
x + b31(t)

27a3(t)
+ b2(t)x2 + 2b1(t)b2(t)

3a(t)
x + b21(t)b2(t)

9a2(t)

= a(t)
(

x + b1(t)
3a(t)

)3

+ b2(t)
(

x + b1(t)
3a(t)

)2

.
(4.2)

因此, γ1(t) = − b1(t)
3a(t)

是方程 (1.1) 的一个 ω- 周期连续解.
令

x +
b1(t)
3a(t)

= y, (4.3)

则方程 (4.2) 化为
dy

dt
= a(t)y3 + b2(t)y2, (4.4)

由 (H2), 方程 (4.4) 满足定理 3.1 的所有条件, 根据定理 3.1, 方程 (4.4) 有唯一非零 ω- 周期
连续解 y1(t), 由 (4.3), 可得方程 (1.1) 的另一个 ω- 周期连续解 γ2(t) = y1(t)− b1(t)

3a(t)
. 定理 4.1

证毕.
注 4.1 定理 4.1中, (H2) a(t) < 0, b2(t) < 0能被 (H2) a(t) < 0, b2(t) > 0或 (H2) a(t) >

0, b2(t) < 0 或 (H2) a(t) > 0, b2(t) > 0 代替, 可得类似的结论, 在此, 我们省略了证明过程.
定理 4.2 考虑方程 (1.1), a(t), b(t), c(t) 是 R 上的 ω- 周期连续函数, a(t), b(t) 和 c(t) 在

R 上具有连续导数, 如果以下条件成立:

(H1) a(t) 6= 0, (H2) b2(t)− 3a(t)c(t) > 0,

(H3) d(t) = −

(
b(t)+

√
b2(t)−3a(t)c(t)

)3

27a2(t)
−
√

b2(t)−3a(t)c(t)

(
b(t)+

√
b2(t)−3a(t)c(t)

)2

9a2(t)

+ d
dt

(
b(t)+

√
b2(t)−3a(t)c(t)

3a(t)

)
,
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则方程 (1.1) 恰有两个 ω- 周期连续解.
证 由 (H1), (H2), (H3), 方程 (1.1) 化为

d
[
x + b(t)+

√
b2(t)−3a(t)c(t)

3a(t)

]

dt
(4.5)

=a(t)
[
x +

b(t) +
√

b2(t)− 3a(t)c(t)
3a(t)

]3

+
√

b2(t)− 3a(t)c(t)
[
x +

b(t) +
√

b2(t)− 3a(t)c(t)
3a(t)

]2

.

故 γ1(t) = − b(t)+
√

b2(t)−3a(t)c(t)

3a(t)
是方程 (1.1) 一个 ω- 周期连续解.

令

x +
b(t) +

√
b2(t)− 3a(t)c(t)
3a(t)

= y, (4.6)

则方程 (4.5) 化为
dy

dt
= a(t)y3 +

√
b2(t)− 3a(t)c(t)y2, (4.7)

由 (H1), (H2), 可知方程 (4.7) 满足定理 3.2 或定理 3.3 的所有条件, 根据定理 3.2 或定理 3.3,
方程 (4.7) 有唯一非零 ω- 周期连续解 y1(t), 由 (4.6), 可得方程 (1.1) 有另一个 ω- 周期连续解

γ2(t) = y1(t)−
b(t) +

√
b2(t)− 3a(t)c(t)
3a(t)

.

定理 4.2 证毕.
定理 4.3 考虑方程 (1.1), a(t), b(t), c(t) 是 R 上的 ω- 周期连续函数, 并且 a(t), b(t), c(t)

在 R 上具有连续导数, 如果以下条件成立:

(H1) a(t) 6= 0, (H2) b2(t)− 3a(t)c(t) > 0,

(H3) d(t) =

(
−b(t)+

√
b2(t)−3a(t)c(t)

)3

27a2(t)
−
√

b2(t)−3a(t)c(t)

(
−b(t)+

√
b2(t)−3a(t)c(t)

)2

9a2(t)

+ d
dt

(
b(t)−

√
b2(t)−3a(t)c(t)

3a(t)

)
,

则方程 (1.1) 恰有两个 ω- 周期连续解.
定理 4.3 的证明和定理 4.2 的证明相似, 在此省略.
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THE EXISTENCE OF TWO PERIODIC SOLUTIONS OF ABEL’S

DIFFERENTIAL EQUATION
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Abstract: This paper deals with Abel’s differential equation. By means of the fixed point

theory and the transformation method, we obtain two periodic solutions of Abel’s differential

equation.
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