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摘要: 本文研究了一种新的数值方法求解两点边值问题. 利用异于 Lagrange 二次有限体积法

的一种新方法, 获得了该方法的超收敛估计结果, 推广了 Lagrange 二次有限体积法的超收敛结果.
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1 引言

随着微分方程理论的不断发展, 两点边值问题的研究也日益活跃, 它在工程力学、天文
学、经济学、控制论及生命科学等领域的许多实际问题中都有着广泛的应用. 有限体积法, 又
被称之为广义差分法、控制体积法, 它兼顾了有限差分法和有限元法各自的优点, 是求解偏微
分方程的一种有效数值方法 [1].
众所周知, 有限元法及其超收敛理论研究已经比较完善 [2, 3], 而有限体积法的研究还不

尽人意. 关于求解两点边值问题的有限体积法研究, 多年来硕果累累. 上世纪八、九年代, 学
者们已经开始致力于有限体积法的基础理论研究 [4–7]. 到了本世纪初, 关于高阶有限体积法
及其超收敛理论分析的研究, 开始逐渐成为关注的热点, 进入学者们的视野 [8–15]. 特别地, 文
献 [16] 证明了线性有限体积法的解与相应的有限元法的解具有 H1 模超逼近性质. 专著 [17]
给出了两点边值问题二阶与三阶有限体积法的 H1 模超逼近及其应力佳点的超收敛结论. 文
献 [18] 建立了基于应力佳点的三阶有限体积法并得到了关于其导数误差估计的超收敛结果.
文献 [19–21] 给出了两点边值问题的任意阶有限体积法在节点处与高斯点处的超收敛分析.
虽然, 大部分的这些研究工作分析了对应的有限体积法的最优 H1 模和 L2 模误差估计, 给出
了应力佳点处的导数误差估计以及整体的 H1 模超收敛结果, 但都很少提及有限体积法的 L2

模超逼近和超收敛后处理估计.
此外, 近年来基于三角形网格剖分的有限体积法研究也取得了突破性的进展. 文献

[22, 23] 借助于离散范数等价, 在三角形网格上分析了一类椭圆问题的高阶有限体积法的强
制性要求. 文献 [24] 通过选取特殊的三角形对偶剖分, 利用从试验函数空间到检验函数空间
的特殊映射, 构建了与三角形形状无关的无条件稳定的二阶有限体积法. 正是这些已有的研
究成果启发了本文的工作.
本文基于 Lagrange 二次有限体积法, 构造求解两点边值问题的一种新 Lagrange 二次数

值方法, 得到了新方法的 H1 模和 L2 模的超逼近估计. 具体地, 基于有限体积法 [24] 构造特
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殊对偶剖分及其特殊映射的思想, 引入从 Lagrange 二次有限体积法的试验函数空间到检验
函数空间的一个新映射, 从而得到求解两点边值问题的一种 Lagrange 二次新数值方法. 此数
值方法在特殊对偶剖分时即为 Lagrange 二次有限体积法. 借助于文献 [22, 23] 中离散等价
范数的技巧, 利用等价二次型的性质, 本文构造了与H1 模, H2 离散半模等价的离散范数, 证
明了对任意的 Lagrange 二次对偶剖分此文的数值方法均具有最优 H1 模误差估计. 特别地,
当对偶剖分单元节点取为应力佳点 (Gauss 点) 时, 本文分析了新数值方法的第一型和第二
型插值弱估计, 从而得到了 H1 模和 L2 模的超逼近估计 (第二型插值弱估计是得到 L2 模超

逼近的关键). 对此特殊对偶剖分的数值解作局部二级插值处理, 则可得到新数值方法的整体
H1 模和 L2 模超收敛估计, 其收敛阶与其对应的二次 Lagrange 有限元法结论一致. 利用本
文的技巧, 同样可分析 Lagrange 二次有限体积法的超收敛结论. 另外, 本文的思想与方法可
以扩展至高维高阶的数值方法情形.
下一节, 本文将给出求解两点边值问题的 Lagrange 二次新数值方法. 第三节将给出离散

范数等价估计. 第四节考虑对任意二次对偶剖分新数值方法的最优 H1 模误差估计. 第五节,
采用特殊对偶剖分, 分析新数值方法的第一型及第二型插值弱估计, 并证明数值解的 H1 模

和 L2 模超逼近估计, 以及利用二级插值处理后的超收敛估计. 最后, 给出数值算例, 说明本
文理论结果的正确性.

2 新 Lagrange 二次数值方法

考虑区间 I := [a, b] 上两点边值问题:

−(p(x)u(x)′)′ =f(x), x ∈ (a, b),

u(a) =u′(b) = 0,
(2.1)

其中已知函数 f ∈ L2(I), p ∈ C1(I) 且满足 p1 > p(x) > p0, 而 p1, p0 为正常数.
众所周知, 问题 (2.1) 的变分形式为: 求 u ∈ H1

E(I) := {u : u ∈ H1(I), u(a) = 0} 满足

a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ H1
E(I), (2.2)

其中 a(u, v) := (pu′, v′), (·, ·) 表示在区间 I 上的 L2 内积.
下面介绍 Lagrange 二次有限体积法的网格剖分及其试验函数空间, 对偶网格剖分及其

检验函数空间. 然后通过引入从试验函数空间到检验函数空间的映射, 建立求解问题 (2.1) 的
Lagrange 二次新数值方法格式.

1. 网格剖分 Tn. 设剖分单元为 Ii := [xi−1, xi], i ∈ Nn := {1, 2, . . . , n}, 其中 x0 := a,
xn := b. 因此 I =

⋃
i∈Nn

Ii 和 Ii ∈ Tn, i ∈ Nn. 在网格拟一致剖分 [25, 26] 的假设条件下, 不妨
设 Tn 为均匀剖分, 即单元 Ii 的长度恒为 h := hi = xi − xi−1 = 1

n
·meas(I), i ∈ Nn.

2. 试验函数空间 UTn
. 设在区间 [0, 1] 上的 Lagrange 二次插值基函数为

N0(ξ) := (2ξ − 1)(ξ − 1), N 1
2
(ξ) := 4ξ(1− ξ), N1(ξ) := (2ξ − 1)ξ.

当 x ∈ Ii 时, i ∈ Nn, 令 ξ := x−xi−1

hi
, 则在单元 Ii 上关于节点 xi−1, xi− 1

2
, xi 处的分片插值基

函数分别为 ϕi,1(x) := N0(ξ), ϕi,12(x) := N 1
2
(ξ), ϕi,2(x) := N1(ξ), 其中 xi− 1

2
:= xi−1+xi

2
为

单元 Ii = [xi−1, xi] 的中点. 取

UTn
:= span {ϕi,1(x), ϕi,12(x), ϕi,2(x), i ∈ Nn} ∩H1

E(I)
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为二次 Lagrange 有限体积法的试验函数空间. 则对任意的 uh ∈ UTn
可表示为 uh(x) =∑

i∈Nn
ui− 1

2
Φi(x)T , 此处 ui := (ui− 1

2
, ui, ui+ 1

2
), ui := uh(xi), ui− 1

2
:= uh(xi− 1

2
), Φi(x) :=

(ϕi,1(x), ϕi,12(x), ϕi,2(x)).
3. 对偶剖分 T ∗n . 设 α ∈ (0, 1

2
). 记 I∗0 = [x0, xα], I∗i = [xi−1+α, xi−α], i ∈ Nn, I∗∗i =

[xi−α, xi+α], i ∈ Nn−1, I∗n = [xn−α, xn],其中, xi−α = xi−αhi, xj+α = xj+αhj+1, j ∈ {i−1, i}.
所有的这些小区间 I∗0, I∗i , I∗∗i , I∗n, 我们称之为控制体积, 构成了 Tn 的对偶剖分 T ∗n , 即
T ∗n := {I∗0, I∗i , i ∈ Nn, I∗∗i , i ∈ Nn−1, I∗n}. 易见对偶剖分 T ∗n 与参数 α 有关, 因此可记作
T ∗n = T ∗n (α).

4. 检验函数空间 VT ∗n . 记 L2
0(I) := {u : u ∈ L2(I), u(a) = 0}. 令在单元 Ii, i ∈ Nn

上关于节点 xi−1, xi− 1
2
, xi 处的控制体积的分片特征函数分别为 χi.1(x), χi,12(x), χi,2(x).

取 VT ∗n := span {χi,1(x), χi,12(x), χi,2(x), i ∈ Nn} ∩ L2
0(I), 即检验函数空间 VT ∗n 为对应于

对偶剖分 T ∗h (α) 的分片常数函数空间. 易见检验函数空间可记作 VT ∗n = VT ∗n (α). 则
对任意的 vh ∈ VT ∗n (α) 可表示为 vh(x) =

∑
i∈Nn

vi− 1
2
Xi(x)T , 其中 vi := (vi− 1

2
, vi, vi+ 1

2
),

Xi(x) := {χi,1(x), χi,12(x), χi,2(x)}.
5. 线性映射 ΠT ∗n . 设 ΠT ∗n : UTn

→ VT ∗n (α) 为从 UTn
到 VT ∗n (α) 的一个映射, 在单元 Ii,

i ∈ Nn 的两端点 xi−1, xi 处, 对任意的 uh ∈ UTn
满足

ΠT ∗n uh(xi−1) = uh(xi−1) 和 ΠT ∗n uh(xi) = uh(xi), i ∈ Nn, (2.3)

在单元 Ii, i ∈ Nn 的中点 xi− 1
2
处, 对任意的 uh ∈ UTn

满足

ΠT ∗n uh(xi− 1
2
) = b1(uh(xi−1) + uh(xi)) + b2uh(xi− 1

2
), i ∈ Nn, (2.4)

这里

b1 =
6α− 1

6(2α− 1)
, b2 = − 2

3(2α− 1)
, α ∈ (0,

1
2
). (2.5)

易证对任意的 α ∈ (0, 1
2
), 映射 ΠT ∗n 为从 UTn

到 VT ∗n (α) 的一个线性可逆映射. 特别地, 取
α = 1

6
时, 映射 ΠT ∗n 即为文献 [27] 首次引入的一对一的简单映射.

6. 数值方程. 利用从 UTn
到 VT ∗n (α) 上的可逆线性映射 ΠT ∗n : UTn

→ VT ∗n (α), 建立如下
求解问题 (2.1) 的数值方法: 求 uh ∈ UTn

满足

aT (uh,ΠT ∗n vh) =
(
f,ΠT ∗n vh

)
, ∀vh ∈ UTn

, (2.6)

这里

aT (uh,ΠT ∗n vh) =
∑
i∈Nn

p(xi−1+α)u′h(xi−1+α)
[
ΠT ∗n vh(x+

i−1+α)−ΠT ∗n vh(x−i−1+α)
]

+
∑
i∈Nn

p(xi−α)u′h(xi−α)
[
ΠT ∗n vh(x+

i−α)−ΠT ∗n vh(x−i−α)
]
,

(2.7)

以及
(
f,ΠT ∗n vh

)
=

∑
I∗∈T∗n

∫
I∗ f ·ΠT ∗n vh. 可参见文献 [17].

实际上, 在 (2.1) 中取 u := uh ∈ UTn
⊂ H1

E(I), 将方程 (2.1) 的第一式左端乘以 ΠT ∗n vh,
vh ∈ UTn

, 并在所有的控制体积上积分求和, 再利用分步积分法及 (2.1) 的边界条件即可得
(2.7) 式.
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方程 (2.6) 即为本文所分析的求解两点边值问题的 Lagrange 二次新数值方法.

3 等价范数

本节主要引入一个离散等价范数估计的结论. 这些等价范数将对建立离散双线性型的一
致有界性和弱估计起到至关重要的作用.
引理 3.1 设 E := (eij)i∈Nn,j∈Nn

为实对称方阵, 1n := (1)i∈Nn
, 0n := (0)i∈Nn

, w :=
(wi)i∈Nn

均为 n 维常数行向量. 如果

1nE = 0n, (3.1)

则二次型 wEwT = 0 的充要条件为 wi = w̄, i ∈ Nn, 其中 w̄ :=
∑

i∈Nn
wi

n
.

证 先证必要性. 注意到对任意的 i ∈ Nn, wi = w̄ =
∑

j∈Nn
wj

n
, 因此 w = w̄1n. 则利用

(3.1) 直接计算二次型可得

wEwT = (w̄1n)E
(
w̄1T

n

)
= (w̄)20n1T

n = 0,

即证必要性.
再证充分性. 注意到 E 为对称矩阵, 即 eji = eij , i < j, 则二次型可写成

wEwT =
∑
i∈Nn

∑
j∈Nn

eijwiwj =
∑
i∈Nn

eiiw
2
i +

∑
i<j

∑
j∈Nn

2eijwiwj . (3.2)

下面采用反证法. 如果存在一个 i0 ∈ Nn 使得 wi0 6= w̄, 则至少存在一个 j0 ∈ Nn 使得

wi0 6= wj0 = w̄. 因此由均值不等式可知 2wi0wj0 < w2
i0

+ w2
j0

, 以及当 i 6= i0, j 6= j0 时有

2wiwj 6 w2
i + w2

j ,∀i < j. 将以上两式代入二次型 (3.2) 有

wEwT <
∑
j∈Nn

∑
i∈Nn

eijw
2
j .

由 (3.1) 式可知
∑

i∈Nn

eij = 0, ∀j ∈ Nn, 因此 wEwT < 0. 这与已知条件 wEwT = 0 矛盾. 所

以 wi = w̄, i ∈ Nn. 证毕.
记关于参数 α ∈ (0, 1

2
) 的行向量

a1 = (4α− 3, 4− 8α, 4α− 1), a2 = (1− 4α, 8α− 4, 3− 4α),

b1 = (b1 − 1, b2, b1), b2 = (−b1,−b2, 1− b1),
(3.3)

其中 b1, b2 为 (2.5) 式所定义. 令 F := bT
1 b1 + bT

2 b2, G := aT
1 a1 + aT

2 a2. 则有如下估计.
引理 3.2 如果 Tn 为拟一致剖分, 则对任意的 uh ∈ UTn

和对偶剖分 T ∗n (α), α ∈ (0, 1
2
),

存在正常数 c1 > 0, c2 > 0, C1 > 0, C2 > 0 使得

c2h
3
2 |uh|′2 6 c1h

1
2 |uh|1 6 Ku 6 C1h

1
2 |uh|1 6 C2h

3
2 |uh|′2, (3.4)

其中

|uh|′2 =

(∑
i∈Nn

|uh|22,Ii

) 1
2

, Ku :=

{∑
i∈Nn

ui− 1
2
KuT

i− 1
2

} 1
2

, K ∈ {F,G} .
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证 此处主要利用引理 3.1 来证明结论.
不妨设 uh(x) =

∑
i∈Nn

ui− 1
2
Φi(x)T ∈ UTn

. 注意到 |uh|1 = (
∑

i∈Nn

|uh|21,Ii
)

1
2 , |uh|′2 =

(
∑

i∈Nn
|uh|22,Ii

)
1
2 , 则直接计算可得

|uh|1 =

{
1
3

∑
i∈Nn

ui− 1
2
MuT

i− 1
2

hi

} 1
2

, |uh|′2 =

{
16

∑
i∈Nn

ui− 1
2
NuT

i− 1
2

h3
i

} 1
2

, (3.5)

其中常数矩阵N = cTc, c = (1,−2, 1),

M =




7 −8 1
−8 16 −8
1 −8 7


 . (3.6)

注意到关于参数 α ∈ (0, 1
2
) 的矩阵

G = bT
1 b1 + bT

2 b2 =




(4α− 1)2 + (4α− 3)2 −16(2α− 1)2 2(4α− 1)(4α− 3)
−16(2α− 1)2 2(8α− 4)2 −16(2α− 1)2

2(4α− 1)(4α− 3) −16(2α− 1)2 (4α− 1)2 + (4α− 3)2


 ,

F = aT
1 a1 + aT

2 a2 =




(b1 − 1)2 + b2
1 (b1 − 1)b2 + b1b2 2b1(b1 − 1)

(b1 − 1)b2 + b1b2 2b2
2 (b1 − 1)b2 + b1b2

2b1(b1 − 1) (b1 − 1)b2 + b1b2 (b1 − 1)2 + b2
1


 ,

其中 a1, a2, b1, b2 为 (3.3) 中所定义. 容易验证, 对任意的 α ∈ (0, 1
2
), 半正定对称矩阵 F,

G, M, N 满足 13F = 13G = 13M = 13N = 03. 从而由引理 3.1 可知, 对任意的行向量
um ∈ R3, 二次型 ui− 1

2
FuT

i− 1
2

= 0,ui− 1
2
GuT

i− 1
2

= 0,ui− 1
2
MuT

i− 1
2

= 0,ui− 1
2
NuT

i− 1
2

= 0 彼此等
价, 即半正定对称矩阵 F, G, M, N 具有相同的零空间. 从而存在着与单元尺寸 h 无关的正

常数 c1 > 0, c2 > 0, C1 > 0, C2 > 0 使得对任意K ∈ {F,G} 有

c2ui− 1
2
NuT

i− 1
2

6 c1ui− 1
2
MuT

i− 1
2

6 ui− 1
2
KuT

i− 1
2

6 C1ui− 1
2
MuT

i− 1
2

6 C2ui− 1
2
NuT

i− 1
2
.

由于 Tn 为拟一致剖分, 则由上式易知

c2

{
h3

∑
i∈Nn

ui− 1
2
NuT

i− 1
2

h3
i

} 1
2

6 c1

{
h

∑
i∈Nn

ui− 1
2
MuT

i− 1
2

hi

} 1
2

6
{∑

i∈Nn

ui− 1
2
KuT

i− 1
2

} 1
2

,

{∑
i∈Nn

ui− 1
2
KuT

i− 1
2

} 1
2

6 C1

{
h

∑
i∈Nn

ui− 1
2
MuT

i− 1
2

hi

} 1
2

6 C2

{
h3

∑
i∈Nn

ui− 1
2
NuT

i− 1
2

h3
i

} 1
2

.

再结合 (3.5) 式可知, 对任意的 uh ∈ UTn
和 T ∗n (α), α ∈ (0, 1

2
), 范数估计 (3.4) 式成立. 证毕.

实际上范数估计 (3.4) 的第一个不等式可由有限元的逆估计得到. 而对于最后一个不等
式也不难推导. 事实上, 利用文献 [26] 的定理 3.1.2 和 3.1.3 可知, 对任意的 uh ∈ UTn

, 在单元
Ii, i ∈ Nn 上有 ch

1
2 |uh|1,Ii

6 |ûh|1,Î 6 Ch
1
2 |uh|1,Ii

, ch
3
2 |uh|2,Ii

6 |ûh|2,Î 6 Ch
3
2 |uh|2,Ii

, 这里
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Î 表示参考单元, 函数 ûh ∈ UÎ 为 uh ∈ UTn
经可逆仿射变换后在参考元空间 UÎ 上所对应的

函数 [26]. 易知, 空间 UÎ 为有穷维线性空间, 且 | · |1,Î 和 | · |2,Î 都是 UÎ 上的范数, 因此等价, 即

c|ûh|2,Î 6 |ûh|1,Î 6 C|ûh|2,Î , ûh ∈ UÎ.

结合以上三式, 有 ch|uh|2,Ii
6 |uh|1,Ii

6 Ch|uh|2,Ii
. 从而利用范数 | · |1 和 | · |′2 的定义, 可知

范数估计 (3.4) 的最后一个不等式成立.

4 H1 误差分析

本节主要通过分析双线性型 aT (·,ΠT ∗n ·) 的一致强制性和连续性, 建立数值方程 (2.6) 对
任意二次对偶剖分 T ∗n (α), α ∈ (0, 1

2
) 的最优 H1(I) 模误差估计.

首先考虑双线性型 aT (·,ΠT ∗n ·) 的强制性, 为此需要以下几个引理. 注意到 p(x) ∈ C1(I),

记 p(x) 在单元 Ii, i ∈ Nn 上的均值为 pIi
= 1

meas(Ii)

∫

Ii

p(x). 则当 Tn 为拟一致剖分时, 可知存

在与网格尺寸 h 无关的正常数 C > 0 满足

|p(x)− pIi
| 6 Ch|p|1,∞, ∀x ∈ I. (4.1)

对任意的 uh, vh ∈ UTn
, 记

āT (uh,ΠT ∗n vh) =
∑
i∈Nn

pIi
u′h(xi−1+α)

[
ΠT ∗n vh(x+

i−1+α)−ΠT ∗n vh(x−i−1+α)
]

+
∑
i∈Nn

pIi
u′h(xi−α)

[
ΠT ∗n vh(x+

i−α)−ΠT ∗n vh(x−i−α)
]
,

及 ā(uh, vh) =
∑

i∈Nn

pIi
(u′h, v′h)Ii

. 则有如下特殊结论.

引理 4.1 对任意的 uh, vh ∈ UTn
和对偶剖分 T ∗n (α), α ∈ (0, 1

2
), 有

āT (uh,ΠT ∗n vh) = ā(uh, vh). (4.2)

证 此处主要利用单元化技巧证明结论.对任意的 vh ∈ UTn
,可设 vh(x) =

∑
i∈Nn

vi− 1
2
Φi(x)T ,

从而有

ΠT ∗n vh =
∑
i∈Nn

(
vi−1ΠT ∗n ϕi,1 + vi− 1

2
ΠT ∗n ϕi,12 + viΠT ∗n ϕi,2

)
∈ VT h∗ (α), α ∈ (0, 1

2
) . (4.3)

由映射ΠT ∗n 的定义 (2.3)和 (2.4)可知,在单元 Ii, i ∈ Nn上ΠT ∗n ϕi,1 = χi,1+b1χi,12, ΠT ∗n ϕi,12 =
b2χi,12, ΠT ∗n ϕi,2 = b1χi,12 + χi,2. 将这些等式代入 (4.3) 式, 可得 ΠT ∗n vh =

∑
i∈Nn

vi− 1
2
BXT

i ,
其中 vi− 1

2
, Xi 为上一节所定义的记号,

B=




1 b1 0
0 b2 0
0 b1 1


 . (4.4)
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注意到 χi,1, χi,12, χi,2 分别为节点 xi−1, xi− 1
2
, xi 处的控制体积的分片特征函数, 因此有

[
ΠT ∗n vh(x+

i−1+α)−ΠT ∗n vh(x−i−1+α)
]

= vi− 1
2
B(0, 1, 0)T − vi− 1

2
B(1, 0, 0)T = vi− 1

2
bT

1 ,
[
ΠT ∗n vh(x+

i−α)−ΠT ∗n vh(x−i−α)
]

= vi− 1
2
B(0, 0, 1)T − vi− 1

2
B(0, 1, 0)T = vi− 1

2
bT

2 .
(4.5)

此处 b1, b2 为 (3.3) 式所定义. 同理可设 uh(x) =
∑

i∈Nn

ui− 1
2
Φi(x)T , 则在单元 Ii, i ∈ Nn 上有

uh|Ii
= ui−1ϕi,1 + ui− 1

2
ϕi,12 + uiϕi,2,

u′h|Ii
= ui−1ϕ

′
i,1 + ui− 1

2
ϕ′i,12 + uiϕ

′
i,2 = ui−1

4ξ − 3
hi

+ ui− 1
2

4− 8ξ

hi

+ ui
4ξ − 1

hi

,

其中 ξ = x−xi−1

hi
. 注意到 xi−α = xi−αhi, i ∈ Nn, xj+α = xj +αhj+1, j ∈ {i−1, i}, i ∈ Nn−1,

则

u′h(xi−1+α) =
1
hi

a1uT
i− 1

2
, u′h(xi−α) =

1
hi

a2uT
i− 1

2
. (4.6)

此处 a1, a2 见 (3.3) 式所定义.
因此由 āT (·,ΠT ∗n ·) 的定义及 (4.5) 和 (4.6) 直接计算可知

āT (uh,ΠT ∗n vh) =
∑
i∈Nn

pIi
u′h(xi−1+α)

[
ΠT ∗n vh(x+

i−1+α)−ΠT ∗n vh(x−i−1+α)
]

+
∑
i∈Nn

pIi
u′h(xi−α)

[
ΠT ∗n vh(x+

i−α)−ΠT ∗n vh(x−i−α)
]

=
∑
i∈Nn

pIi

1
hi

vi− 1
2
(bT

1 a1 + bT
2 a2)uT

i− 1
2

=
∑
i∈Nn

pIi

1
hi

vi− 1
2
BCuT

i− 1
2
,

(4.7)

其中矩阵 B 为 (4.4) 所定义, 矩阵 C :=
(−aT

1 , (a1 − a2)T ,aT
2

)T
. 注意到矩阵 B 中的元素

b1 = 6α−1
6(2α−1)

, b2 = − 2
3(2α−1)

, 直接计算可知, 对任意的 α ∈ (0, 1
2
) 有 BC = 1

3
M, 其中M 为

(3.6) 所给出. 另一方面, 利用边界条件 u0 = v0 = 0, 直接计算可知

ā(uh, vh) =
∑
i∈Nn

pIi
(u′h, v′h)Ii

=
∑
i∈Nn

1
3
pIi

1
hi

vi− 1
2
MuT

i− 1
2

=
∑
i∈Nn

pIi

1
hi

vi− 1
2
BCuT

i− 1
2
. (4.8)

因此结合 (4.7), (4.8) 即得结论.
此引理说明, 对任意的对偶剖分 T ∗n (α), α ∈ (0, 1

2
), 数值方程 (2.6) 双线性型 āT (·,ΠT ∗n ·)

与对应的有限元法双线性型 ā(·, ·) 等价. 从而可知, 对任意的对偶剖分 T ∗n (α), α ∈ (0, 1
2
), 数

值方程 (2.6) 双线性型 āT (·,ΠT ∗n ·) 具有一致强制性.
特别地, 当 α = 1

6
时, 数值方程 (2.6) 即为所对应的 Lagrange 二次有限体积法 [17, 27]. 因

此由引理 4.1 可知, 当对偶剖分 T ∗n (α) 取 α = 1
6
时, Lagrange 二次有限体积法的双线性型

āT (·,ΠT ∗n ·) 与对应的有限元法双线性型等价, 从而立得其强制性.
下面给出数值方程 (2.6) 双线性型 aT (·,ΠT ∗n ·) 与 āT (·,ΠT ∗n ·) 之间的误差关系.
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引理 4.2 如果 Tn 为拟一致剖分,则对任意的 uh, vh ∈ UTn
和对偶剖分 T ∗n (α), α ∈ (0, 1

2
),

存在正常数 C > 0 满足

aT (uh,ΠT ∗n vh)− āT (uh,ΠT ∗n vh) 6 Ch|uh|1|vh|1. (4.9)

证 由双线性型 aT (·,ΠT ∗n ·), āT (·,ΠT ∗n ·) 的定义可知, 对任意的 uh, vh ∈ UTn

aT (uh,ΠT ∗n vh)− āT (uh,ΠT ∗n vh)

=
∑
i∈Nn

[p(xi−1+α)− pIi
]u′h(xi−1+α)

[
ΠT ∗n vh(x+

i−1+α)−ΠT ∗n vh(x−i−1+α)
]

+
∑
i∈Nn

[p(xi−α)− pIi
]u′h(xi−α)

[
ΠT ∗n vh(x+

i−α)−ΠT ∗n vh(x−i−α)
]
.

由于 Tn 为拟一致剖分, 注意到 p(x) ∈ C1(I) 及估计 (4.1) 式成立, 因此由上式可得

aT (uh,ΠT ∗n vh)− āT (uh,ΠT ∗n vh) 6Ch
∑
i∈Nn

∣∣u′h(xi−1+α)
[
ΠT ∗n vh(x+

i−1+α)−ΠT ∗n vh(x−i−1+α)
]∣∣

+ Ch
∑
i∈Nn

∣∣u′h(xi−α)
[
ΠT ∗n vh(x+

i−α)−ΠT ∗n vh(x−i−α)
]∣∣ .

再将 (4.5) 和 (4.6) 式代入上式可知

aT (uh,ΠT ∗n vh)− āT (uh,ΠT ∗n vh) 6 C
∑
i∈Nn

(∣∣∣vi− 1
2
bT

1 a1uT
i− 1

2

∣∣∣ +
∣∣∣vi− 1

2
bT

2 a2uT
i− 1

2

∣∣∣
)

. (4.10)

由 Cauchy-Schwarz 不等式可知

∑
i∈Nn

∣∣∣vi− 1
2
bT

1 a1uT
i− 1

2

∣∣∣ 6
(∑

i∈Nn

(
vi− 1

2
bT

1

)2
) 1

2
(∑

i∈Nn

(
a1uT

i− 1
2

)2
) 1

2

,

∑
i∈Nn

∣∣∣vi− 1
2
bT

2 a2uT
i− 1

2

∣∣∣ 6
(∑

i∈Nn

(
vi− 1

2
bT

2

)2
) 1

2
(∑

i∈Nn

(
a2uT

i− 1
2

)2
) 1

2

.

代入 (4.10) 式, 利用均值不等式进一步放大可得

aT (uh,ΠT ∗n vh)− āT (uh,ΠT ∗n vh) 6 CE1 ·E2, (4.11)

其中

E1 :=

{∑
i∈Nn

[(
vi− 1

2
bT

1

)2

+
(
vi− 1

2
bT

2

)2
]} 1

2

, E2 :=

{∑
i∈Nn

[(
a1uT

i− 1
2

)2

+
(
a2uT

i− 1
2

)2
]} 1

2

.

直接计算可知 E1 =
{ ∑

i∈Nn

[
vi− 1

2
FvT

i− 1
2

]} 1
2

, E2 =
{ ∑

i∈Nn

[
ui− 1

2
GuT

i− 1
2

]} 1
2

, 从而利用等价范

数估计 (3.4) 得 E1 6 Ch
1
2 |v|1, E2 6 Ch

1
2 |u|1. 将此两式代入 (4.11), 可知对任意的对偶剖分

T ∗n (α), α ∈ (0, 1
2
) 有

aT (uh,ΠT ∗n vh)− āT (uh,ΠT ∗n vh) 6 Ch|uh|1|vh|1, ∀uh, vh ∈ UTn
.



178 数 学 杂 志 Vol. 41

证毕.
结合以上各引理, 可得数值方程 (2.6) 双线性型的强制性成立.
命题 4.1 如果 Tn 为拟一致剖分, 则对任意的 uh ∈ UTn

和对偶剖分 T ∗n (α), α ∈ (0, 1
2
),

存在正整数 n0 和常数 c > 0, 当 n > n0 时, 有

aT (uh,ΠT ∗n uh) > c|uh|21.

证 对任意的 uh ∈ UTn
, 注意到 aT (uh,ΠT ∗n uh) = aT (uh,ΠT ∗n uh) − āT (uh,ΠT ∗n uh) +

āT (uh,ΠT ∗n uh). 在 Tn 为拟一致剖分的条件下, 将引理 4.1, 引理 4.2 的结果代入上式, 可得

aT (uh,ΠT ∗n uh) > ā(uh, uh)− Ch|uh|21.

易知对任意的 uh ∈ UTn
有 ā(uh, uh) > p0|uh|21, 从而上式可写成 aT (uh,ΠT ∗n uh) > (p0 −

Ch)|uh|21. 注意到 h = 1
n
·meas(I), 取 n0 = [meas(I) C

p0
] + 1, 则当 n > n0 时, p0 − Ch > 0. 从

而存在一个正常数 c > 0 使得

aT (uh,ΠT ∗n uh) > c|uh|21.

证毕.
下面考虑数值方程 (2.6) 双线性型 aT (·,ΠT ∗n ·) 的一致连续性. 为此需要如下引理. 令

Πhu 为从 u ∈ H1
E(I) 到试验函数空间 UTn

上的分片 Lagrange 二次插值函数.
引理 4.3 如果 Tn 为拟一致剖分, 则对任意的 u ∈ H1

E(I) ∩H2 (I), uh, vh ∈ UTn
和对偶

剖分 T h
∗ (α), α ∈ (0, 1

2
), 存在着正常数 C > 0 满足

aT (uh,ΠT ∗n vh) 6 C|uh|1|vh|1, (4.12)

aT (u−Πhu, ΠT ∗n vh) 6 Ch |u|2 |vh|1. (4.13)

证 先证估计 (4.13) 式. 对任意的 vh ∈ UTn
, 不妨设 vh(x) =

∑
i∈Nn

vi− 1
2
Φi(x)T . 注意

到 p(x) ∈ C1(I) 且 p1 > p(x) > p0 > 0, 则由双线性型 aT (·,ΠT ∗n ·) 的定义及 (4.5) 可知, 对任
意的 u ∈ H1

E(I) ∩H2 (I), vh ∈ UTn
有

aT (u−Πhu, ΠT ∗n vh) (4.14)

6 C
∑
i∈Nn

(∣∣∣vi− 1
2
bT

1 (u−Πhu)′(xi−1+α)
∣∣∣ +

∣∣∣vi− 1
2
bT

2 (u−Πhu)′(xi−α)
∣∣∣
)

.

对上式右端利用 Cauchy-Schwartz 不等式及均值不等式可得

aT (u−Πhu, ΠT ∗n vh) 6 CE1 ·E3, (4.15)

其中 E1 见 (4.11) 式定义, E3 =
{∑

i∈Nn

[
((u−Πhu)′(xi−1+α))2 + ((u−Πhu)′(xi−α))2

]} 1
2

.

下面证明对任意的 u ∈ H1
E(I) ∩H2 (I) 及对偶剖分 T ∗n (α), α ∈ (0, 1

2
) 均有

E3 6 Ch
1
2 |u|2. (4.16)
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不妨证明在单元 Ii, i ∈ Nn 上有如下估计成立

|(u−Πhu)′(xi−1+α)| 6 Ch
1
2
i |u|2,Ii

, |(u−Πhu)′(xi−α)| 6 Ch
1
2
i |u|2,Ii

. (4.17)

下面证明不等式 (4.17) 的第一式. 事实上, 在单元 Ii, i ∈ Nn 上, 由分片二次插值函数的定义
可知

(Πhu)′(xi−1+α) =
1
hi

a1

(
u(xi−1), u(xi− 1

2
), u(xi)

)T

. (4.18)

利用带积分型余项的 Taylor 公式, 有

u(x) = u(xi−1+α) + (x− xi−1+α)u′(xi−1+α) +
∫ x

xi−1+α

(x− t)u
′′
(t)dt.

在上式中分别取 x = xi−1, xi− 1
2
, xi 代入 (4.18) 式的右端项, 整理可得

(u−Πhu)′(xi−1+α)

=− 1
hi

(3− 4α)
∫ xi−1+α

xi−1

(xi−1 − t)u
′′
(t)dt− 1

hi

(4− 8α)
∫ x

i− 1
2

xi−1+α

(xi− 1
2
− t)u

′′
(t)dt

− 1
hi

(4α− 1)
∫ xi

xi−1+α

(xi − t)u
′′
(t)dt.

(4.19)

下面考虑上式右端的第一项估计. 注意到 α ∈ (0, 1
2
) 为常数, 因此采用 Cauchy-Schwartz 不等

式有

− 1
hi

(3− 4α)
∫ xi−1+α

xi−1

(xi−1 − t)u
′′
(t)dt 6 C

hi

(∫ xi−1

xi

(xi − t)2dt

) 1
2
(∫ xi−1

xi

(u
′′
)2(t)dt

) 1
2

6 Ch
1
2
i |u|2,Ii

.

同理处理另外两项的估计, 从而有

|(u−Πhu)′(xi−1+α)| 6 Ch
1
2
i |u|2,Ii

,

即得 (4.17) 的第一式. 同理可证 (4.17) 的第二式. 因此

E3 =

{∑
i∈Nn

[
((u−Πhu)′(xi−1+α))2 + ((u−Πhu)′(xi−α))2

]} 1
2

6 Ch
1
2 |u|2,

即 (4.16) 式成立. 由等价范数估计 (3.4) 知 E1 6 Ch
1
2 |vh|1 成立. 则将 (4.16) 代入 (4.15) 即

知 (4.13) 式对任意的 u ∈ H1
E(I) ∩H2 (I), vh ∈ UTn

和对偶剖分 T ∗n (α), α ∈ (0, 1
2
) 均成立.

类似引理 4.2 的证明, 易知 (4.12) 成立. 证毕.
利用如上引理 4.3, 可得如下估计.
命题 4.2 如果 Tn 为拟一致剖分, 则对任意的 u ∈ H1

E(I) ∩H2 (I), vh ∈ UTn
和对偶剖分

T ∗n (α), α ∈ (0, 1
2
), 存在正常数 C > 0 满足

aT (u, ΠT ∗n vh) 6 C(|u|1 + h |u|2)|vh|1. (4.20)
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证 对任意的 u ∈ H1
E(I) ∩H2 (I), vh ∈ UTn

, 有 aT (u, ΠT ∗n vh) = aT (u − Πhu, ΠT ∗n vh) +
aT (Πhu, ΠT ∗n vh). 注意到 Πhu ∈ UTn

, vh ∈ UTn
, 因此由引理 4.3 可知

aT (Πhu, ΠT ∗n vh) 6 C|Πhu|1|vh|1 6 C|u|1|vh|1, aT (u−Πhu, ΠT ∗n vh) 6 Ch|u|2|vh|1.

合并以上各式即得 (4.20). 证毕.
此命题说明, 对任意的对偶剖分 T ∗n (α), α ∈ (0, 1

2
), 数值方程 (2.6) 的双线性型

aT (·,ΠT ∗n ·) 满足一致连续性.
因此, 利用命题 4.1 的强制性与命题 4.2 的连续性结果即得数值方程 (2.6) 的最优 H1(I)

模误差估计.
定理 4.1 设 u ∈ H1

E (I) ∩H3 (I) 为方程 (2.1) 的解, uh ∈ UTn
为数值方程 (2.6) 对应于

对偶剖分 T ∗n (α), α ∈ (0, 1
2
) 的解. 如果 Tn 为拟一致剖分, 则存在正整数 n0 和常数 C > 0, 当

n > n0 时, 有
|u− uh|1 6 Ch2|u|3. (4.21)

证 注意到 Πhu − uh ∈ UTn
, 因此由命题 4.1 可知, 当 n > n0 时有 |Πhu− uh|21 6

CaT
(
Πhu− uh),ΠT ∗n (Πhu− uh)

)
.由方程 (2.1)易知,对任意的 v ∈ UTn

有 aT
(
u− uh,ΠT ∗n v

)
=

0. 则由以上两式可知

|Πhu− uh|21 6 CaT
(
Πhu− u + u− uh, ΠT ∗n (Πhu− uh)

)

= CaT
(
Πhu− u, ΠT ∗n (Πhu− uh)

)
.

(4.22)

注意到 Πhu− u ∈ H1
0 (I) ∩H3 (I), 则由命题 4.2 可知上式的右端满足如下估计,

aT
(
Πhu− u, ΠT ∗n (Πhu− uh)

)
6 C (|Πhu− u|1 + h |Πhu− u|2) |Πhu− uh|1,

从而综合以上两式可得

|Πhu− uh|1 6 C|Πhu− u|1 + h |Πhu− u|2.

最后, 利用三角不等式及插值估计, 即得

|u− uh|1 6 |u−Πhu|1 + |Πhu− uh|1 6 Ch2|u|3.

证毕.
此定理说明, 对任意的对偶剖分 T ∗n (α), α ∈ (0, 1

2
), 方程 (2.6) 的数值解均具有最优 H1

模误差估计. 注意, 当 α = 1
6
时, 此处的 H1 模估计 (4.21) 即为 Lagrange 二次有限体积法当

对偶剖分 T ∗n (α) 为 α = 1
6
时的误差估计.

5 超收敛估计

本节分析数值方法 (2.6) 的超收敛估计. 令 α0 = 1
2
−

√
3

6
. 当对偶网格剖分 T ∗n (α) 取

α = α0 时, 即取应力佳点 (Gauss 点) 作为对偶单元的剖分节点时, 方程 (2.6) 的数值解具有
整体 H1 模和 L2 模的超逼近估计, 再对此解作二级插值后处理, 则可得到与对应有限元法结
论相一致的整体超收敛估计.
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下面首先给出数值方法 (2.6) 的第一型与第二型插值弱估计. 利用等价范数估计 (3.4),
可得如下插值弱估计.
命题 5.1 如果 Tn 为拟一致剖分且对偶网格剖分 T ∗n (α) 满足 α = α0, 则对任意的

u ∈ H1
E(I) ∩H4 (I), vh ∈ UTn

, 存在正常数 C > 0 满足

aT (u−Πhu, ΠT ∗n vh) 6 Ch3 |u|4 |vh|1. (5.1)

另外, 对任意的 u ∈ H1
E(I) ∩H4 (I) 和 v ∈ H1

E(I) ∩H2 (I), 存在正常数 C > 0 满足

aT
(
u−Πhu, ΠT ∗n (Πhv)

)
6 Ch4 |u|4 |Πhv|′2. (5.2)

证 先证 (5.1). 对任意的 vh ∈ UTn
, 不妨设 vh(x) =

∑
i∈Nn

vi− 1
2
Φi(x)T . 则由 (4.15) 式

可知 aT (u−Πhu, ΠT ∗n vh) 6 CE1 ·E3.

下面证明当 α = α0 时, 对任意的 u ∈ H1
E(I) ∩H4 (I), vh ∈ UTn

如下估计成立

E3 6 Ch
5
2 |u|4 . (5.3)

事实上, 注意到 u ∈ H1
E(I) ∩H4 (I), 利用带积分型余项的 Taylor 公式可得

u(x) =u(xi−1+α) + (x− xi−1+α)u′(xi−1+α) +
(x− xi−1+α)2

2
u′′(xi−1+α)

+
(x− xi−1+α)3

6
u(3)(xi−1+α) +

∫ x

xi−1+α

(x− t)3

6
u(4)(t)dt.

类似于 (4.19) 式的推导, 并注意到 α = α0, 可得

(u−Πhu)′(xi−1+α)

=− 1
hi

(3− 4α)
∫ xi−1+α

xi−1

(xi−1 − t)3

6
u(4)(t)dt− 1

hi

(4− 8α)
∫ x

i− 1
2

xi−1+α

(xi− 1
2
− t)3

6
u(4)(t)dt

− 1
hi

(4α− 1)
∫ xi

xi−1+α

(xi − t)3

6
u(4)(t)dt.

采用 Cauchy-Schwartz 不等式估计上式右端的每一项, 易得

|(u−Πhu)′(xi−1+α)| 6 C

hi

(∫ xi−1

xi

(xi − t)6dt

) 1
2
(∫ xi−1

xi

(u(4))2(t)dt

) 1
2

6 Ch
5
2
i |u|4,Ii

.

同理可证 |(u−Πhu)′(xi−α)| 6 Ch
5
2
i |u|4,Ii

. 从而有 E3 6 Ch
5
2 |u|4, 即为 (5.3) 式.

注意到 E1 =
{∑

i∈Nn

[
vi− 1

2
FvT

i− 1
2

]} 1
2

, 由等价范数估计 (3.4) 知 E1 6 Ch
1
2 |vh|1, 结合

(5.3) 式即得估计 (5.1) 式.
再证 (5.2). 注意到对任意的 v ∈ H1

E(I) ∩ H2 (I), 有 Πhv ∈ UTn
. 从而类似上述证

明可知, 对任意的 u ∈ H1
E(I) ∩ H4 (I) 和 v ∈ H1

E(I) ∩ H2 (I), 存在正常数 C > 0 满足
aT

(
u−Πhu, ΠT ∗n (Πhv)

)
6 Ch3 |u|4 |Πhv|1. 结合等价范数估计 (3.4) 的第二式可知

aT
(
u−Πhu, ΠT ∗n (Πhv)

)
6 Ch4 |u|4 |Πhv|′2,
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即为估计 (5.2) 式. 证毕.
此命题说明, 在特殊对偶剖分 T ∗n (α), α = α0 的情况下, 对应的数值方法 (2.6) 满足第一

型与第二型插值弱估计, 其中等价范数在弱估计的证明过程中起到了至关重要的作用.
下面考虑数值方法 (2.6) 的超逼近估计, 为此需要如下引理.
引理 5.1 如果 Tn 为拟一致剖分,则对任意的 uh, vh ∈ UTn

和对偶剖分 T ∗n (α), α ∈ (0, 1
2
),

存在正常数 C > 0 使得

a(uh, vh)− aT (uh,ΠT ∗n vh) 6 Ch|uh|1|vh|1. (5.4)

证 对任意的 uh, vh ∈ UTn
, (5.4) 式左端可写成

a(uh, vh)− aT (uh,ΠT ∗n vh)

=a(uh, vh)− ā(uh, vh) + ā(uh, vh)− aT (uh,ΠT ∗n vh) + āT (uh,ΠT ∗n vh)− āT (uh,ΠT ∗n vh).
(5.5)

由引理 4.2 可知, 对任意的对偶剖分 T ∗n (α), α ∈ (0, 1
2
), 有

−aT (uh,ΠT ∗n vh) + āT (uh,ΠT ∗n vh) 6 Ch|uh|1|vh|1,

同理可证

a(uh, vh)− ā(uh, vh) 6 Ch|uh|1|vh|1.

又由引理 4.1 知, 对任意的对偶剖分 T ∗n (α), α ∈ (0, 1
2
) 有 ā (uh, vh) = āT

(
uh,ΠT ∗n vh

)
. 从而

将以上各式代入 (5.5) 式可得 (5.4) 式.
从而利用上述插值弱估计 (5.1) 和 (5.2) 及引理 5.1, 可得数值方法 (2.6) 关于 H1 模和

L2 模的整体超逼近性质.
定理 5.2 设 u ∈ H1

E (I) ∩H4 (I) 为方程 (2.1) 的解, uh ∈ UTn
为数值方法 (2.6) 对应于

对偶剖分 T ∗n (α0) 的解. 如果 Tn 为拟一致剖分, 则存在正整数 n0 和常数 C > 0, 当 n > n0

时, 满足

|Πh(u− uh)|1 6 Ch3|u|4, (5.6)

‖Πh(u− uh)‖0 6 Ch4|u|4. (5.7)

证 注意到 Πh(u− uh) = Πhu− uh ∈ UTn
, 因此当 n > n0 时 (4.22) 式成立, 即

|Πh(u− uh)|21 6 CaT
(
Πhu− u, ΠT ∗n Πh(u− uh)

)
.

注意到 α = α0, 则利用命题 5.1 中的 (5.1) 式可知上式的右端满足如下估计,

aT
(
Πhu− u, ΠT ∗n Πh(u− uh)

)
6 Ch3|u|4|Πh(u− uh)|1,

从而 |Πh(u− uh)|21 6 Ch3|u|4|Πh(u− uh)|1, 即证 (5.6) 式.
下面证明 (5.7) 式. 考虑如下辅助问题: 求 w ∈ H1

E(I) ∩H2(I) 满足

a(v, w) = (v, Πh(u− uh)), v ∈ H1
E(I), (5.8)
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且其唯一解满足正则性估计

‖w‖2 6 C‖Πh(u− uh)‖0. (5.9)

设 Π1
hw 为从 w ∈ H1

E(I) ∩H2 (I) 到试验函数空间 UTn
上的分片 Lagrange 线性插值函

数. 则在 (5.8) 中取 v = Πh(u− uh) ∈ UTn
⊂ H1

E(I), 有

‖Πh(u− uh)‖2
0 = a (Πh(u− uh), w)

= a
(
Πh(u− uh), w −Π1

hw
)

+ a
(
Πh(u− uh),Π1

hw
)
.

注意到 aT
(
u− uh,ΠT ∗n Π1

hw
)

= 0,即 aT
(
Πhu− uh,ΠT ∗n Π1

hw
)
+aT

(
u−Πhu, ΠT ∗n Π1

hw
)

= 0.
则上式可写成

‖Πh(u− uh)‖2
0 =a

(
Πh(u− uh), w −Π1

hw
)

+ a
(
Πhu− uh,Π1

hw
)

− aT
(
Πhu− uh,ΠT ∗n Π1

hw
)− aT

(
u−Πhu, ΠT ∗n Π1

hw
)
.

(5.10)

下面依次估计 (5.10) 式的右端项. 利用 Cauchy-Schwarz 不等式及插值估计, 易知 (5.10) 式
右端第一项满足

a
(
Πh(u− uh), w −Π1

hw
)

6 C
∣∣w −Π1

hw
∣∣
1
|Πh(u− uh)|1 6 Ch|Πh(u− uh)|1 ‖w‖2 .

注意到 Πhu− uh ∈ UTn
, Π1

hw ∈ UTn
, 则由引理 5.1 的 (5.4) 式可知,

a
(
Πhu− uh,Π1

hw
)− aT

(
Πhu− uh,ΠT ∗n Π1

hw
)

6 Ch|Πhu− uh|1|Π1
hw|1 6 Ch|Πhu− uh|1‖w‖2.

又因为 α = α0, w ∈ H1
E(I) ∩H2(I), 则利用命题 5.1 中的 (5.2) 式可知, 等式 (5.10) 右端最后

一项满足如下估计

aT
(
u−Πhu, ΠT ∗n Π1

hw
)

6 aT
(
u−Πhu, ΠT ∗n (Π1

hw −Πhw)
)

+ aT
(
u−Πhu, ΠT ∗n Πhw

)

6 Ch4 |u|4 |Π1
hw −Πhw|′2 + Ch4 |u|4 |Πhw|′2

6 Ch4 |u|4 |Πhw|′2.

类似于文 [28] 第四章第三节引理 1 的证明, 可得 |Πhw|′2 6 C|w|2. 从而由上式可得

aT
(
u−Πhu, ΠT ∗n Π1

hw
)

6 Ch4 |u|4 ‖w‖2.

综合以上各个估计代入 (5.10), 可得

‖Πh(u− uh)‖2
0 6 Ch|Πh(u− uh)|1 ‖w‖2 + Ch4 |u|4 ‖w‖2.

注意到当 α = α0 时 (5.6) 式成立, 因此结合 (5.6) 式, 利用正则估计 (5.9), 上式可写成

‖Πh(u− uh)‖2
0 6 Ch4|u|4‖w‖2 6 Ch4|u|4 ‖Πh(u− uh)‖0 .

化简即得 (5.7) 式. 证毕.
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此定理说明, 当取特殊对偶剖分 T ∗n (α0) 时, α0 = 1
2
−

√
3

6
, 原方程 (2.1) 真解的二次插值

与方程 (2.6) 数值解之间的误差具有整体 H1 模和 L2 模超逼近性质.
类似地, 利用本文的证明方法与技巧, 可以得到 Lagrange 二次有限体积法在对偶剖

分 T ∗n (α0) 为 α0 = 1
2
−

√
3

6
时的 L2 模超逼近. 即相当于, 取本文中的映射 ΠT ∗n 的参数为

α = 1
6
(参见 (2.3), (2.4), (2.5) 式), 而对偶网格剖分 T ∗n (α) 中的参数另取为 α = 1

2
−

√
3

6
. 不

过此时引理 4.1 结论不再成立, 从而引理 5.1 结论需另证. 数值算例可验证 Lagrange 二次有
限体积法的 L2 模超逼近结论.
注 由文献 [28] 可知, 一维 Lagrange 型二次元的插值应力佳点集在 I 上为 Nk =

{xi−1 + α0hi, xi − α0hi, i ∈ Nn} , 即对于任意的 x0 ∈ Nk, u ∈ H1
E (I) ∩H4 (I) 有

|∇(u−Πhu)(x0)| 6 Ch
5
2 ‖u‖4,E ,

其中 E 为含 x0 点的相邻单元的并, 它的测度为 O(h), 应力佳点集 Nk 中的点的个数为

γ = O(h−1), 而 ∇u(x0) 表示在各个含 x0 点的单元上 ∇u(x0) 的值的算术平均. 因此利用定
理 5.2, 类似文 [28] 的证明, 可得数值方法 (2.6) 在应力佳点处平均导数的超收敛估计和整体
最优 L2 模误差估计.
命题 5.4 设 u ∈ H1

E (I) ∩H4 (I) 为方程 (2.1) 的解, uh ∈ UTn
为数值方法 (2.6) 对应于

对偶剖分 T ∗n (α0) 的解. 如果 Tn 为拟一致剖分, 则存在正整数 n0 和常数 C > 0, 当 n > n0

时, 使得

(
1
γ

∑
x0∈Nk

∣∣∇(u− uh)(x0)
∣∣2) 1

2 6 Ch3‖u‖4, ‖u− uh‖0 6 Ch3‖u‖4.

证明略.
本节最后对方程 (2.6) 的数值解进行二级插值处理, 从而利用超逼近结论可得数值方法

(2.6) 解的整体 H1 模和 L2 模超收敛估计.
设 Tn

2
是 I 上的一个以 2h 为尺寸的剖分, 则 Tn 可看作是剖分 Tn

2
经中点加密后所得的

剖分, 且 Tn
2
与 Tn 两个结点集完全相同. 设有限元空间 Un

2
=: {v ∈ H1

E (I) ∩H4 (I) : v|E ∈
P4(E), E ∈ Tn

2
}. 记 Un

2
上的 Lagrange 四次插值算子为 Π4

2h. 则采用类似于文献 [29] 定理
2.3.1 的证明方法可得如下超收敛估计.
定理 5.3 设 u ∈ H1

E (I) ∩H4 (I) 为方程 (2.1) 的解, uh ∈ UTn
为数值方法 (2.6) 对应于

对偶剖分 T ∗n (α0) 的解. 如果 Tn 为拟一致剖分, 则存在正整数 n0 和常数 C > 0, 当 n > n0

时, 使得 |u−Π4
2huh|1 6 Ch3 ‖u‖4 , ‖u−Π4

2huh‖0 6 Ch4 ‖u‖4 .

证明略.
此定理说明, 当取特殊对偶剖分 T ∗n (α0) 时, α0 = 1

2
−

√
3

6
, 对应的数值方法 (2.6) 的解被

二级插值处理之后具有 H1 模和 L2 模超收敛估计, 且其收敛阶与对应的有限元法结果相一
致. 此结论对两点边值问题的 Lagrange 二次有限体积法依然成立.

6 算例

本节给出数值算例, 验证数值方法 (2.6) 的有效性及其超逼近, 超收敛估计. 本文中的所
有数值计算均是在个人 PC 机上利用Matlab(R2010b) 软件计算得到. 采用 GMRES 迭代方
法求解线性方程组 (2.6), 取其截断误差为 10−10. 表格中的 N = 1

h
, h 为单元长度.
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考虑如下两个两点边值问题.
例 6.1 设方程 (2.1) 中的 p(x) = 1, a = 0, b = 1, 其真解为 u = exsin(πx) + πex −

π, x ∈ (0, 1). 显然有 u(0) = u′(1) = 0.
例 6.2 设方程 (2.1) 中的 p(x) = e−πx, a = 0, b = 1, 其真解为 u = eπxsin(πx) +

πeπx, x ∈ (0, 1). 显然也有 u(0) = u′(1) = 0.

表 1 数值方法 (2.6), 例 6.1, α = 1
2 −

√
3

6

N |u− uh|1 Order ‖Πhu− uh‖0 Order ‖Πhu− uh‖1 Order

4 8.02640e-2 - 4.14592e-4 - 5.32098e-3 -
8 2.06660e-2 1.957493 2.57620e-5 4.008374 6.68766e-4 2.992119
16 5.20305e-3 1.989832 1.60757e-6 4.002296 8.37055e-5 2.998107
32 1.30303e-3 1.997486 1.00432e-7 4.000587 1.04666e-5 2.999531
64 3.25899e-4 1.999373 6.27605e-9 4.000219 1.30843e-6 2.999883
128 8.14837e-5 1.999843 3.90959e-10 4.004766 1.63557e-7 2.999971

表 2 数值方法 (2.6), 例 6.1, α = 1
2 −

√
3

6

N ‖u− uh‖0 Order ‖u−Π4
2huh‖0 Order ‖u−Π4

2huh‖1 Order

8 3.99663e-4 - 3.10952e-5 - 1.07284e-3 -
16 5.02110e-5 2.992708 1.89730e-6 4.034675 1.27489e-4 3.072983
32 6.28422e-6 2.998199 1.17852e-7 4.008896 1.57213e-5 3.019584
64 7.85772e-7 2.999551 7.35405e-9 4.002295 1.95838e-6 3.004991
128 9.82291e-8 2.999888 4.58286e-10 4.004219 2.44585e-7 3.001254

表 1 和表 2 列出了数值方法 (2.6) 关于例 6.1 的计算结果. 其中, 取参数 α = 1
2
−

√
3

6
. 从

表 1 的数值结果不难发现, 数值方法 (2.6) 具有最优阶 H1 模误差估计和 H1 模, L2 模超逼

近估计. 而表 2 的数值结果显示, 数值方法 (2.6) 的解经过二级插值处理之后具有 H1 模, L2

模超收敛结果. 这些数值结果与本文的理论结果相一致, 且与相对应的有限元法具有相同的
收敛阶.
表 3 列出了数值方法 (2.6) 关于例 6.2 的最优阶 H1 模误差估计和 H1 模, L2 模的超逼

近估计. 表 4 列出了数值方法 (2.6) 关于例 6.2 的 H1 模, L2 模的整体超收敛结果. 其中参数
仍取 α = 1

2
−

√
3

6
. 其数据结果再次表明, 本文采用的数值方法 (2.6) 对变系数 p(x) 的两点边

值问题是有效的, 且具有最优阶 H1 模误差估计, H1 模和 L2 模的超逼近及超收敛结果.
当参数 α ∈ (0, 1

2
) 但 α 6= 1

2
−

√
3

6
时, 数值试验结果显示, 数值方法 (2.6) 具有最优阶 H1

模误差估计, 但没有超逼近及超收敛结果. 这仍然说明本文的超逼近及超收敛理论结果的正
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确性. 表 5给出了数值方法 (2.6)关于例 6.2当对 α = 1
6
时的部分计算结果.这也是 Lagrange

二次有限体积法在对偶剖分 T ∗n (α) 为 α = 1
6
时的数值结果.

对于 Lagrange 二次有限体积法, 当对偶剖分 T ∗n (α0) 为 α0 = 1
2
−

√
3

6
时, 有限体积法具

有 H1 模和 L2 模的超逼近及超收敛结果. 其关于例 6.1 的数值计算结果, 与表 1 和表 2 中的
数据几乎完全一致, 此处略. 从而说明, 本文的结论对有限体积法同样成立.

表 3 数值方法 (2.6), 例 6.2, α = 1
2 −

√
3

6

N |u− uh|1 Order ‖Πhu− uh‖0 Order ‖Πhu− uh‖1 Order

4 1.62187e+0 - 3.28276e-3 - 5.62933e-2 -
8 4.07429e-1 1.993042 1.93032e-4 4.087997 7.01979e-3 3.003463
16 1.01948e-1 1.998712 1.19176e-5 4.017672 8.78792e-4 2.997835
32 2.54924e-2 1.999699 7.42771e-7 4.004036 1.09907e-4 2.999241
64 6.37341e-3 1.999926 4.63899e-8 4.001035 1.37403e-5 2.999796
128 1.59337e-3 1.999982 2.89841e-9 4.000476 1.71760e-6 2.999949

表 4 数值方法 (2.6), 例 6.2, α = 1
2 −

√
3

6

N ‖u− uh‖0 Order ‖u−Π4
2huh‖0 Order ‖u−Π4

2huh‖1 Order

8 7.86798e-3 - 2.62651e-4 - 1.16978e-2 -
16 9.83483e-4 3.000021 1.57159e-5 4.062851 1.37097e-3 3.092966
32 1.22933e-4 3.000028 9.64183e-7 4.026774 1.66284e-4 3.043471
64 1.53665e-5 3.000008 5.99440e-8 4.007619 2.06046e-5 3.012612
128 1.92081e-6 3.000002 3.74103e-9 4.002110 2.56974e-6 3.003273

表 5 数值方法 (2.6), 例 6.2, α = 1
6

N |u− uh|1 Order ‖Πhu− uh‖0 Order ‖Πhu− uh‖1 Order

4 1.63231e+0 - 3.15357e-2 - 1.80229e-1 -
8 4.08929e-1 1.996993 8.58828e-3 1.876545 3.47342e-2 2.375403
16 1.02261e-1 1.999590 2.19802e-3 1.966162 7.97950e-3 2.121986
32 2.55669e-2 1.999908 5.52761e-4 1.991480 1.95022e-3 2.032659
64 6.39183e-3 1.999978 1.38394e-4 1.997868 4.84757e-4 2.008306
128 1.59796e-3 1.999994 3.46114e-5 1.999467 1.21014e-4 2.002086
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7 结论

本文构造了求解两点边值问题的一种新 Lagrange 二次数值方法, 利用等价离散范数证
明了该方法的第一型与第二型弱估计, 从而得到该数值方法的整体 H1 模和 L2 模超逼近结

果, 其收敛阶与对应的有限元法结果相一致. 本文的思想与方法可以扩展至高维高阶的有限
体积法情形.
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A NEW METHOD FOR SOLVING TWO-POINT BOUNDARY

VALUE PROBLEMS
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Abstract: This paper studies a new numerical method for two-point boundary value

problems. By using a new method different from the Lagrange quadratic finite volume method,

the superconvergence estimates of the new method are obtained, and thus the superconvergence

results of the Lagrange quadratic finite volume method are extended.
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