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摘要: 本文研究了单位圆盘 D 上的 µ−Bergman 空间到 Zygmund 型空间的加权复合算子的

有界性和紧性问题. 利用泛函分析多复变的方法, 获得了单位圆盘上 µ−Bergman 空间到 Zygmund 型

空间的加权复合算子为有界算子和紧算子的充要条件.
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1 引言

设 D = {z : |z| < 1} 为复平面上的单位圆盘, ∂D = {z : |z| = 1} 是 D 的边界, H(D) 和
H(D, D) 分别表示 D 上的解析函数全体和解析映射全体.
定义 1.1 对 [0, 1) 上的连续函数 µ(r) > 0, 如果存在常数 0 < s < t, 使得
(i) µ(r)

(1−r)s 在 [0, 1) 上单调递减且 lim
r→1−

µ(r)
(1−r)s = 0,

(ii) µ(r)
(1−r)t 在 [0, 1) 上单调递增且 lim

r→1−
µ(r)

(1−r)t = ∞,

则称 µ 为 [0, 1) 上的正规函数 [1].
定义 1.2 设 µ 为 [0, 1) 上的正规函数, 对 0 < p < ∞, 记

H(p, µ) = {f ∈ H(D) : ‖f‖p
H(p,µ) =

∫

D

|f(z)|p µp(|z|)
1− |z|dA(z) < ∞}

表示D 上的 µ−Bergman 空间. 当 1 ≤ p < ∞ 时, H(p, µ) 在范数 ‖ · ‖H(p,µ) 下是 Banach 空
间. 当 0 < p < 1 时, H(p, µ) 在范数 ‖ · ‖H(p,µ) 下为度量空间, 也是 Frechet 空间. 特别地, 当
µ(r) = (1− r)q, q > −1 时, H(p, µ) 就是经典的加权 Bergman 空间 Ap

q
[2].

定义 1.3 D 上的 Zygmund 空间 Z 是指满足 f ∈ H(D)
⋂

C(D) 且

sup
0<θ≤2π

|f(ei(θ+h)) + f(ei(θ−h))− 2f(eiθ)|
h

< ∞

的函数全体, 其中 eiθ ∈ ∂D, h > 0. 由文献 [3] 中的定理 5.3 和闭图像定理得 f ∈ Z 当且仅当

sup
z∈D

(1− |z|2)|f ′′(z)| < ∞.

定义范数

‖f‖Z = |f(0)|+ |f ′(0)|+ sup
z∈D

(1− |z|2)|f ′′(z)|,
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则 Zygmund空间在此范数下是Banach空间. 小 Zygmund空间是指满足 f ∈ Z 且 lim
|z|→1−

(1−
|z|2)|f ′′(z)| = 0 的函数全体，记为 Z0, 显然 Z0 是 Z 的闭子空间.
对 α > 0, D 上的 Zygmund 型空间是指满足 f ∈ H(D) 且 sup

z∈D
(1− |z|2)α|f ′′(z)| < ∞ 的

函数全体, 记为 Zα. 定义范数

‖f‖Zα = |f(0)|+ |f ′(0)|+ sup
z∈D

(1− |z|2)α|f ′′(z)|,

则 Zygmund 型空间在此范数下是 Banach 空间. 小 Zygmund 型空间是指满足 f ∈ Zα 且

lim
|z|→1−

(1− |z|2)α|f ′′(z)| = 0 的函数全体，记为 Zα
0 , 显然 Zα

0 是 Zα 的闭子空间.

定义 1.4 设 ϕ 是 D 到 D 上的非常值解析自映射, ψ ∈ H(D), H(D) 上的加权复合算
子 Tϕ,ψ 定义如下:

Tϕ,ψ = ψ(z)f ◦ ϕ(z),∀f ∈ H(D).

显然, 加权复合算子 Tϕ,ψ 是线性算子. 特别地, 当 ψ = 1 时即为复合算子 Tϕ.
单位圆盘上函数空间中的复合算子和加权复合算子的有界性和紧性问题已有非常广泛

的研究, 得到了很好的结论, 如文献 [4-8] 讨论了单位圆盘上与 Zygmund 型空间有关的复合
算子问题.
文献 [2, 9–11] 讨论了 Bergman 空间上的复合算子的有界性和紧性问题. 而对于单位

球上 Bergman 空间上的复合算子, 文献 [12-16] 有了一些较好的结果. 本文受文献 [2、7]
工作的启发, 将讨论 D 上的 µ−Bergman 空间到 Zygmund 型空间上的加权复合算子的有
界性和紧性. 本文中 z = (z1, · · · , zn), ω = (ω1, · · · , ωn), 〈z, ω〉 = Σn

j=1zjωj , 我们将用记号
C, C1, C2, C3 来表示与变量 z, ω 无关的正数, C, C1, C2, C3 可以与某些范数或有界量有关, 不
同的地方可以表示不同的正常数.

2 有关引理

引理 2.1[11] 设 0 < p < ∞,∀f ∈ H(p, µ), z ∈ D, 有

|f(z)| ≤ C‖f‖H(p,µ)

µ(|z|)(1− |z|2) 1
p

. (2.1)

由文献 [17] 中的定理 2, 令m = 1, 2, p = q, 则分别得以下结论：

引理 2.2 0 < p < ∞, µ 为 [0, 1) 上的正规函数, ∀f ∈ H(D), 则有
(i) {∫

D
|f(z)|p µp(|z|)

1−|z| dA(z)} 1
p ≈ |f(0)|+ {∫

D
|f ′(z)|p(1− |z|2)p µp(|z|)

1−|z| dA(z)} 1
p ,

(ii) {∫
D
|f(z)|p µp(|z|)

1−|z| dA(z)} 1
p ≈ |f(0)|+ |f ′(0)|+ {∫

D
|f ′′(z)|p(1− |z|2)2p µp(|z|)

1−|z| dA(z)} 1
p .

设 f ∈ H(p, µ), 则由引理 2.1 和引理 2.2 可知, ∀z ∈ D, 有

|f ′(z)| ≤ C‖f‖H(p,µ)

µ(|z|)(1− |z|2) 1
p +1

, |f ′′(z)| ≤ C‖f‖H(p,µ)

µ(|z|)(1− |z|2) 1
p +2

. (2.2)

引理 2.3 设 0 < p < ∞, α > 0, f ∈ H(D), 则 Tϕ,ψ 是 H(p, µ) 空间到 Zα 型空间上的

紧算子的充要条件是对任意满足条件: (1) 在 H(p, µ) 中有界; (2) 在 D 的任一紧子集上一致

收敛于 0 的序列 {fj}, 都有
‖Tϕ,ψ(fj)‖H(p,µ) → 0 (j →∞).
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证 由引理 2.1 和Montel 定理按紧算子的定义可证.

3 主要结果

定理 3.1 设 ϕ ∈ H(D, D), ψ ∈ H(D), 则 Tϕ,ψ : H(p, µ) → Zα 为有界算子的充要条件

是下列条件同时成立:

M = sup
z∈D

(1− |z|2)α|ψ′′(z)|
µ(|ϕ(z)|)(1− |ϕ(z)|2) 1

p

< ∞, (3.1)

N = sup
z∈D

(1− |z|2)α|2ψ′(z)ϕ′(z) + ψ(z)ϕ′′(z)|
µ(|ϕ(z)|)(1− |ϕ(z)|2) 1

p +1
< ∞, (3.2)

K = sup
z∈D

(1− |z|2)α|ψ(z)(ϕ′(z))2|
µ(|ϕ(z)|)(1− |ϕ(z)|2) 1

p +2
< ∞. (3.3)

证 先证充分性设 (3.1)–(3.3)式成立, ∀z ∈ D, f ∈ H(p, µ),由三角不等式和 (2.1)–(2.2)
式有:

(1− |z|2)α|(Tϕ,ψf)′′(z)| = (1− |z|2)α|[ψ′(z)f(ϕ(z)) + ψ(z)f ′(ϕ(z))ϕ′(z)]′| (3.4)

≤(1− |z|2)α{|ψ′′(z)f(ϕ(z))|+ |(2ψ′(z)ϕ′(z) + ψ(z)ϕ′′(z))f ′(ϕ(z))|+ ψ(z)(ϕ′(z))2f ′′(ϕ(z))|}

≤C(1− |z|2)α{ |ψ′′(z)|
µ(|ϕ(z)|)(1− |ϕ(z)|2) 1

p

+
|2ψ′(z)ϕ′(z) + ψ(z)ϕ′′(z)|
µ(|ϕ(z)|)(1− |ϕ(z)|2) 1

p +1

+
|ψ(z)(ϕ′(z))2|

µ(|ϕ(z)|)(1− |ϕ(z)|2) 1
p +2

}‖f‖H(p,µ)

≤C(M + N + K)‖f‖H(p,µ).

另一方面,

|(Tϕ,ψf)(0)| = |ψ(0)||f(ϕ(0))| ≤ C|ψ(0)|‖f‖H(p,µ)

µ(|ϕ(0)|)(1− |ϕ(0)|2) 1
p

, (3.5)

|(Tϕ,ψf)′(0)| = |ψ′(0)f(ϕ(0)) + ψ(0)f ′(ϕ(0))ϕ′(0)|

≤ C[
|ψ′(0)|

µ(|ϕ(0)|)(1− |ϕ(0)|2) 1
p

+
|ψ(0)ϕ′(0)|

µ(|ϕ(0)|)(1− |ϕ(0)|2) 1
p +1

]‖f‖H(p,µ). (3.6)

所以由 (3.4)–(3.6) 式知: Tϕ,ψ : H(p, µ) → Zα 为有界算子.
必要性 设 Tϕ,ψ : H(p, µ) → Zα 为有界算子, 则存在常数 C 使 ∀f ∈ H(p, µ), 有

‖Tϕ,ψ(f)‖Zα ≤ C‖f‖H(p,µ).

固定 ω ∈ D 及常数 a, b, 取

fω(z) =
a(1− |ϕ(ω)|2)

µ(|ϕ(ω)|)(1− ϕ(ω)z)
1
p +1

− (1− |ϕ(ω)|2)2
µ(|ϕ(ω)|)(1− ϕ(ω)z)

1
p +2

+
b(1− |ϕ(ω)|2)3

µ(|ϕ(ω)|)(1− ϕ(ω)z)
1
p +3

.

(3.7)
由文献 [18] 中的引理 2.2 和文献 [19] 中的定理 1.12 有:

‖fω‖p
H(p,µ) =

∫

D

|fω(z)|p µp(|z|)
1− |z| dA(z) (3.8)
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≤C

∫

D

[
|a|p(1− |ϕ(ω)|2)p

µp(|ϕ(ω)|)|1− ϕ(ω)z|p+1
+

(1− |ϕ(ω)|2)2p

µp(|ϕ(ω)|)|1− ϕ(ω)z|1+2p
+

|b|p(1− |ϕ(ω)|2)3p

µp(|ϕ(ω)|)|1− ϕ(ω)z|1+3p
]
µp(|z|)
1− |z| dA(z)

≤C

∫

D

{ (1− |z|2)sp

(1− |ϕ(ω)|2)sp
+

(1− |z|2)tp

(1− |ϕ(ω)|2)tp
}[ |a|p(1− |ϕ(ω)|2)p

|1− ϕ(ω)z|p+1(1− |z|)

+
(1− |ϕ(ω)|2)2p

|1− ϕ(ω)z|1+2p(1− |z|)
+

|b|p(1− |ϕ(ω)|2)3p

|1− ϕ(ω)z|1+3p(1− |z|)
]dA(z)

≤2C{|a|p[(1− |ϕ(ω)|2)p−sp

∫

D

(1− |z|2)sp−1

|1− ϕ(ω)z|p+1
dA(z) + (1− |ϕ(ω)|2)p−tp

∫

D

(1− |z|2)tp−1

|1− ϕ(ω)z|p+1
dA(z)]

+ [(1− |ϕ(ω)|2)2p−sp

∫

D

(1− |z|2)sp−1

|1− ϕ(ω)z|2p+1
dA(z) + (1− |ϕ(ω)|2)2p−tp

∫

D

(1− |z|2)tp−1

|1− ϕ(ω)z|2p+1
dA(z)]

+ |b|p[(1− |ϕ(ω)|2)3p−sp

∫

D

(1− |z|2)sp−1

|1− ϕ(ω)z|3p+1
dA(z) + (1− |ϕ(ω)|2)3p−tp

∫

D

(1− |z|2)tp−1

|1− ϕ(ω)z|3p+1
dA(z)]}

≈4C1(|a|p + 1 + |b|p) ≤ C.

所以由 (3.8) 式知 fω ∈ H(p, µ), 且 ‖fω‖H(p,µ) ≤ C. 直接计算有:

f ′ω(z) = ϕ(ω){
a( 1

p
+ 1)(1− |ϕ(ω)|2)

µ(|ϕ(ω)|)(1− ϕ(ω)z)
1
p +2

−
( 1

p
+ 2)(1− |ϕ(ω)|2)2

µ(|ϕ(ω)|)(1− ϕ(ω)z)
1
p +3

+
b( 1

p
+ 3)(1− |ϕ(ω)|2)3

µ(|ϕ(ω)|)(1− ϕ(ω)z)
1
p +4

}.
(3.9)

f ′′ω(z) = (ϕ(ω))2{
a( 1

p
+ 1)( 1

p
+ 2)(1− |ϕ(ω)|2)

µ(|ϕ(ω)|)(1− ϕ(ω)z)
1
p +3

−
( 1

p
+ 2)( 1

p
+ 3)(1− |ϕ(ω)|2)2

µ(|ϕ(ω)|)(1− ϕ(ω)z)
1
p +4

+
b( 1

p
+ 3)( 1

p
+ 4)(1− |ϕ(ω)|2)3

µ(|ϕ(ω)|)(1− ϕ(ω)z)
1
p +5

}. (3.10)

由 (3.7) 式和 (3.9)–(3.10) 式得:

fω(ϕ(ω)) =
a− 1 + b

µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1
p

, (3.11)

f ′ω(ϕ(ω)) =
ϕ(ω)[a( 1

p
+ 1)− ( 1

p
+ 2) + b( 1

p
+ 3)]

µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1
p +1

, (3.12)

f ′′ω(ϕ(ω)) =
(ϕ(ω))2[a( 1

p
+ 1)( 1

p
+ 2)− ( 1

p
+ 2)( 1

p
+ 3) + b( 1

p
+ 3)( 1

p
+ 4)]

µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1
p +2

. (3.13)

设 v = 1
p
+1,则由 av−(v+1)+b(v+2) = 0, av(v+1)−(v+1)(v+2)+b(v+2)(v+3) = 0

得: a = v+1
2v

, b = v+1
2v+4

, 此时 a− 1 + b = 1
v(v+2)

= p2

(1+p)(1+3p)
. 由 (3.11)–(3.13) 式有

fω(ϕ(ω)) =
p2

(1+p)(1+3p)

µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1
p

, f ′ω(ϕ(ω)) = f ′′ω(ϕ(ω)) = 0. (3.14)

由 Tϕ,ψ 是 H(p, µ) 到 Zα 的有界算子及 (3.14) 式知

C ≥ ‖(Tϕ,ψfω)(z)‖Zα ≥ (1− |ω|2)α|(Tϕ,ψfω)′′(ω)| = (1− |ω|2)α
|ψ′′(ω)| p2

(1+p)(1+3p)

µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1
p

.
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即
(1− |ω|2)α|ψ′′(ω)|

µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1
p

≤ C. (3.15)

由 ω 的任意性及 (3.15) 式知 (3.1) 式成立.
下面证明 (3.2) 式成立. 固定 ω ∈ D 及常数 c, d, 取

gω(z) = − 1− |ϕ(ω)|2
µ(|ϕ(ω)|)(1− ϕ(ω)z)

1
p +1

+
c(1− |ϕ(ω)|2)2

µ(|ϕ(ω)|)(1− ϕ(ω)z)
1
p +2

+
d(1− |ϕ(ω)|2)3

µ(|ϕ(ω)|)(1− ϕ(ω)z)
1
p +3

.

(3.16)
类似 fω(z) 的证明知 gω ∈ H(p, µ), 且 ‖gω‖H(p,µ) ≤ C. 直接计算得

g′ω(z) =
ϕ(ω)

µ(|ϕ(ω)|) [−
( 1

p
+ 1)(1− |ϕ(ω)|2)
(1− ϕ(ω)z)

1
p +2

+
c( 1

p
+ 2)(1− |ϕ(ω)|2)2
(1− ϕ(ω)z)

1
p +3

+
d( 1

p
+ 3)(1− |ϕ(ω)|2)3
(1− ϕ(ω)z)

1
p +4

],

(3.17)

g′′ω(z) =
(ϕ(ω))2

µ(|ϕ(ω)|) [−
( 1

p
+ 1)( 1

p
+ 2)(1− |ϕ(ω)|2)

(1− ϕ(ω)z)
1
p +3

(3.18)

+
c( 1

p
+ 2)( 1

p
+ 3)(1− |ϕ(ω)|2)2

(1− ϕ(ω)z)
1
p +4

+
d( 1

p
+ 3)( 1

p
+ 4)(1− |ϕ(ω)|2)3

(1− ϕ(ω)z)
1
p +5

].

且由 (3.16)–(3.18) 式有

gω(ϕ(ω)) =
c + d− 1

µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1
p

, (3.19)

g′ω(ϕ(ω)) =
ϕ(ω)[−( 1

p
+ 1) + c( 1

p
+ 2) + d( 1

p
+ 3)]

µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1
p +1

, (3.20)

g′′ω(ϕ(ω)) =
(ϕ(ω))2[−( 1

p
+ 1)( 1

p
+ 2) + c( 1

p
+ 2)( 1

p
+ 3) + d( 1

p
+ 3)( 1

p
+ 4)]

µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1
p +2

. (3.21)

设 v = 1
p

+ 1, 则由 c + d − 1 = 0,−v(v + 1) + c(v + 1)(v + 2) + d(v + 2)(v + 3) = 0 得
c = 2v+3

v+2
, d = −v+1

v+2
, 此时 −v + c(v + 1) + d(v + 2) = 1

v+2
= p

1+3p
. 由 (3.19)–(3.21) 式有

g′ω(ϕ(ω)) =
p

(1+3p)
ϕ(ω)

µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1
p

, gω(ϕ(ω)) = g′′ω(ϕ(ω)) = 0. (3.22)

由 Tϕ,ψ 是 H(p, µ) 到 Zα 的有界算子及 (3.22) 式知

C ≥‖(Tϕ,ψgω)(z)‖Zα ≥ (1− |ω|2)α|(Tϕ,ψgω)′′(ω)| (3.23)

=(1− |ω|2)α|2ψ′(ω)ϕ′(ω) + ψ(ω)ϕ′′(ω)||g′ωϕ(ω)|

=
(1− |ω|2)α|2ψ′(ω)ϕ′(ω) + ψ(ω)ϕ′′(ω)||ϕ(ω)| p

(1+3p)

µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1
p +1

.
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当 |ϕ(ω)| > 1
2
时, 由 (3.23) 式有

(1− |ω|2)α|2ψ′(ω)ϕ′(ω) + ψ(ω)ϕ′′(ω)|
µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1

p +1
≤ C. (3.24)

当 |ϕ(ω)| ≤ 1
2
时, 取 gω(z) = z

µ(|ϕ(ω)|) , 由文献 [18] 中的引理 2.2, 直接计算得

‖gω‖p
H(p,µ) =

∫

D

|z|pµp(|z|)
µp(|ϕ(ω)|)(1− |z|)dA(z)

≤2C

∫

D

[
(1− |z|2)sp−1

(1− |ϕ(ω)|2)sp
+

(1− |z|2)tp−1

(1− |ϕ(ω)|2)tp
]dA(z)

≤ 2C · 2π

(1− |ϕ(ω)|2)sp

∫ 1

0

(1− r2)sp−1rdr +
2C · 2π

(1− |ϕ(ω)|2)tp

∫ 1

0

(1− r2)tp−1rdr

=
2πC

sp(1− |ϕ(ω)|2)sp
+

2πC

tp(1− |ϕ(ω)|2)tp
≤ C,

所以 gω ∈ H(p, µ), 且 ‖gω‖H(p,µ) ≤ C.

因为Tϕ,ψ是H(p, µ)到Zα的有界算子,且 gω(ϕ(ω)) = ϕ(ω)
µ(|ϕ(ω)|) , g

′
ω(ϕ(ω)) = 1

µ(|ϕ(ω)|) , g
′′
ω(ϕ(ω)) =

0, 所以

C ≥ ‖(Tϕ,ψgω)‖Zα ≥ (1− |ω|2)α|ψ′′(ω)gω(ϕ(ω)) + (2ψ′(ω)ϕ′(ω) + ψ(ω)ϕ′′(ω))g′ω(ϕ(ω))|.

从而由三角不等式有

(1− |ω|2)α|(2ψ′(ω)ϕ′(ω) + ψ(ω)ϕ′′(ω))|
µ(|ϕ(ω)|) ≤ C +

(1− |ω|2)α|ψ′′(ω)ϕ(ω)|
µ(|ϕ(ω)|) .

上式两边同乘以 1

(1−|ϕ(ω)|2)
1
p

+1
, 结合 (3.1) 式及 1

1−|ϕ(ω)|2 ≤ 4
3
有

(1− |ω|2)α|(2ψ′(ω)ϕ′(ω) + ψ(ω)ϕ′′(ω))|
µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1

p +1
(3.25)

≤ C

(1− |ϕ(ω)|2) 1
p +1

+
(1− |ω|2)α|ψ′′(ω)

µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1
p

ϕ(ω)|
(1− |ϕ(ω)|2) ≤ C(

4
3
)

1
p +1 +

2
3
M ≤ C.

结合 (3.24)–(3.25) 式知 (3.2) 式成立.
最后证明 (3.3) 式成立. 当 |ϕ(ω)| > 1

2
时, 取

hω(z) =
e(1− |ϕ(ω)|2)

µ(|ϕ(ω)|)(1− ϕ(ω)z)
1
p +1

+
f(1− |ϕ(ω)|2)2

µ(|ϕ(ω)|)(1− ϕ(ω)z)
1
p +2

− (1− |ϕ(ω)|2)3
µ(|ϕ(ω)|)(1− ϕ(ω)z)

1
p +3

.

易知 hω ∈ H(p, µ), 且 ‖hω‖H(p,µ) ≤ C. 直接计算得

hω(ϕ(ω)) =
e + f − 1

µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1
p

, h′ω(ϕ(ω)) =
ϕ(ω)[e( 1

p
+ 1) + f( 1

p
+ 2)− ( 1

p
+ 3)]

µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1
p +1

,

h′′ω(ϕ(ω)) =
(ϕ(ω))2[e( 1

p
+ 1)( 1

p
+ 2) + f( 1

p
+ 2)( 1

p
+ 3)− ( 1

p
+ 3)( 1

p
+ 4)]

µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1
p +2

.
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设 v = 1
p

+ 1, 则由 e + f − 1 = 0, ev + f(v + 1) − (v + 2) = 0 得 e = −1, f = 2, 此时
e( 1

p
+1)( 1

p
+2)+f( 1

p
+2)( 1

p
+3)−( 1

p
+3)( 1

p
+4) = −2, hω(ϕ(ω)) = h′ω(ϕ(ω)) = 0, h′′ω(ϕ(ω)) =

−2(ϕ(ω))2

µ(|ϕ(ω)|)(1−|ϕ(ω)|2)
1
p

+2
. 因为 Tϕ,ψ 是 H(p, µ) 到 Zα 的有界算子, 所以

C ≥ ‖(Tϕ,ψhω)‖Zα ≥ (1− |ω|2)α|ψ(ω)(ϕ′(ω))2||ϕ(ω)|2
µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1

p +2
,

即
(1− |ω|2)α|ψ(ω)(ϕ′(ω))2|
µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1

p +2
≤ C. (3.26)

当 |ϕ(ω)| ≤ 1
2
时, 取 hω(z) = z2

µ(|ϕ(ω)|) , 易知 hω ∈ H(p, µ), 且 ‖hω‖H(p,µ) ≤ C.

因为 Tϕ,ψ 是 H(p, µ) 到 Zα 的有界算子, 所以

C ≥‖(Tϕ,ψhω)‖Zα (3.27)

≥(1− |ω|2)α|ψ′′(ω)hω(ϕ(ω)) + (2ψ′(ω)ϕ′(ω) + ψ(ω)ϕ′′(ω))h′ω(ϕ(ω)) + ψ(ω)(ϕ′(ω))2h′′ω(ϕ(ω))|.

又由 hω(ϕ(ω)) = (ϕ(ω))2

µ(|ϕ(ω)|) , g
′
ω(ϕ(ω)) = 2ϕ(ω)

µ(|ϕ(ω)|) , g
′′
ω(ϕ(ω)) = 2

µ(|ϕ(ω)|) 及三角不等式和

(3.27) 式有

2(1− |ω|2)α|ψ(ω)(ϕ′(ω))2|
µ(|ϕ(ω)|)

≤C +
(1− |ω|2)α|ψ′′(ω)||ϕ(ω)|2

µ(|ϕ(ω)|) +
2(1− |ω|2)α|(2ψ′(ω)ϕ′(ω) + ψ(ω)ϕ′′(ω))||ϕ(ω)|

µ(|ϕ(ω)|) .

上式两边同乘以 1

(1−|ϕ(ω)|2)
1
p

+2
, 结合 (3.1)–(3.2) 式及 1

1−|ϕ(ω)|2 ≤ 4
3
有

(1− |ω|2)α|ψ(ω)||ϕ′(ω)|2
µ(|ϕ(ω)|)(1− |ϕ(ω)|2) 1

p +2
≤ C. (3.28)

结合 (3.26) 式和 (3.28) 式知 (3.3) 式成立. 定理 3.1 证毕.
定理 3.2 设 ϕ ∈ H(D, D), ψ ∈ H(D), 则 Tϕ,ψ : H(p, µ) → Zα 为紧算子的充要条件是

Tϕ,ψ 为有界算子且下列条件同时成立:

lim
|ϕ(z)|→1−

(1− |z|2)α|ψ′′(z)|
µ(|ϕ(z)|)(1− |ϕ(z)|2) 1

p

= 0, (3.29)

lim
|ϕ(z)|→1−

(1− |z|2)α|2ψ′(z)ϕ′(z) + ψ(z)ϕ′′(z)|
µ(|ϕ(z)|)(1− |ϕ(z)|2) 1

p +1
= 0, (3.30)

lim
|ϕ(z)|→1−

(1− |z|2)α|ψ(z)(ϕ′(z))2|
µ(|ϕ(z)|)(1− |ϕ(z)|2) 1

p +2
= 0. (3.31)

证 先证充分性 假设 (3.29)–(3.31) 式同时成立, 则 ∀ε > 0, 存在 0 < δ < 1, 当
δ < |ϕ(z)| < 1 时, 有

(1− |z|2)α

µ(|ϕ(z)|) [
|ψ′′(z)|

(1− |ϕ(z)|2) 1
p

+
|2ψ′(z)ϕ′(z) + ψ(z)ϕ′′(z)|

(1− |ϕ(z)|2) 1
p +1

+
|ψ(z)(ϕ′(z))2|

(1− |ϕ(z)|2) 1
p +2

] < ε. (3.32)
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由 Tϕ,ψ 为有界算子及 (3.1) 式有

(1− |z|2)α|ψ′′(z)| ≤ (1− |z|2)α|ψ′′(z)|
(1− |ϕ(z)|)s

µ(|ϕ(z)|)
µ(|ϕ(z)|) (3.33)

≤(1− |z|2)α|ψ′′(z)|
µ(|ϕ(z)|)

µ(δ)
(1− δ)s

≤ (1− |z|2)α|ψ′′(z)|
µ(|ϕ(z)|)(1− |ϕ(z)|2) 1

p

µ(δ)
(1− δ)s

≤ C.

同理由 (3.2) 式和 (3.3) 式有

(1− |z|2)α|2ψ′(z)ϕ′(z) + ψ(z)ϕ′′(z)| ≤ C, (1− |z|2)α|ψ(z)(ϕ′(z))2| ≤ C. (3.34)

设 {fj} 是在D 的任一紧子集上一致趋于 0 且满足 ‖fj‖H(p,µ) ≤ 1 的任一解析函数序列,
则 {f ′j} 和 {f ′′j } 在 E = {ω : |ω| ≤ δ} 上一致收敛于 0. 由 (3.33) 式和 (3.34) 式知, 存在正整
数 N , 当 j > N 时, 有

|(Tϕ,ψfj)(0)|+ |(Tϕ,ψfj)′(0)|+ sup
|ϕ(z)|≤δ

(1− |z|2)α|(Tϕ,ψfj)′′(z)| (3.35)

≤|ψ(0)||fj(ϕ(0))|+ |ψ′(0)||fj(ϕ(0))|+ |ψ(0)||f ′j(ϕ(0))||ϕ′(0)|
+ sup
|ϕ(z)|≤δ

(1− |z|2)α[|ψ′′(z)fj(ϕ(z))|+ |2ψ′(z)ϕ′(z) + ψ(z)ϕ′′(z)|

× |f ′j(ϕ(z))|+ |ψ(z)(ϕ′(z))2||f ′′j (ϕ(z))|]
≤|ψ(0)||fj(ϕ(0))|+ |ψ′(0)||fj(ϕ(0))|+ |ψ(0)||f ′j(ϕ(0))||ϕ′(0)|

+ C[ sup
|ϕ(z)|≤δ

|fj(ϕ(z))|+ sup
|ϕ(z)|≤δ

|f ′j(ϕ(z))|+ sup
|ϕ(z)|≤δ

|f ′′j (ϕ(z))|]

≤Cε.

由 (3.32) 式和 (3.35) 式可得, 当 j > N 时, 有

‖Tϕ,ψfj‖Zα =|(Tϕ,ψfj)(0)|+ |(Tϕ,ψfj)′(0)|+ sup
z∈D

(1− |z|2)α|(Tϕ,ψfj)′′(z)|

≤[|ψ(0)|+ |ψ′(0)|]|fj(ϕ(0))|+ |ψ(0)||ϕ′(0)||f ′j(ϕ(0))|
+ sup

δ<|ϕ(z)|<1

(1− |z|2)α|(Tϕ,ψfj)′′(z)|+ sup
|ϕ(z)|≤δ

(1− |z|2)α|(Tϕ,ψfj)′′(z)|

≤Cε + C‖fj‖H(p,µ)ε ≤ 2Cε.

由 ε 的任意性知 lim
j→∞

‖Tϕ,ψfj‖Zα = 0, 由引理 2.3 知 Tϕ,ψ 为 H(p, µ) 到 Zα 的紧算子.

必要性 设 Tϕ,ψ 为 H(p, µ) 到 Zα 的紧算子, 则 Tϕ,ψ 为 H(p, µ) 到 Zα 的有界算子.
先证 (3.29) 成立. 对于 D 中满足 lim

j→∞
|ϕ(zj)| = 1 的任意序列 {zj}, (j = 1, 2, · · · ), 取

fj(z) =
a(1− |ϕ(zj)|2)

µ(|ϕ(zj)|)(1− ϕ(zj)z)
1
p +1

− (1− |ϕ(zj)|2)2
µ(|ϕ(zj)|)(1− ϕ(zj)z)

1
p +2

+
b(1− |ϕ(zj)|2)3

µ(|ϕ(zj)|)(1− ϕ(zj)z)
1
p +3

.

类似 (3.7) 式中的讨论知 ‖fj‖H(p,µ) ≤ C, fj ∈ H(p, µ), 且当 a = 1+2p
2+2p

, b = 1+2p
2+6p

时,

fj(ϕ(zj)) =
p2

(1+p)(1+3p)

µ(|ϕ(zj)|)(1−|ϕ(zj)|2)
1
p
, f ′j(ϕ(zj)) = f ′′j (ϕ(zj)) = 0.
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下面证明 {fj} 在 D 的任一紧子集上一致收敛于 0. 对任意 0 < r < 1, 有

sup
|z|≤r

|fj(z)| ≤ sup
|z|≤r

C(1− |ϕ(zj)|2)
µ(|ϕ(zj)|)(1− |z|) 1

p +1
≤ C1(1− |ϕ(zj)|2)

(1− r)
1
p +1

→ 0, (j →∞).

所以 {fj} 在 D 的任一紧子集上一致收敛于 0. 由引理 2.3 有 lim
j→∞

‖(Tϕ,ψfj)‖Zα = 0, 即

∀ε > 0, 存在正整数 N , 当 j > N 时, 有

Cε ≥ ‖(Tϕ,ψfj)‖Zα ≥ (1− |zj |2)α|ψ′′(zj)fj(ϕ(zj))| =
p2

(1+p)(1+3p)
(1− |zj |2)α|ψ′′(zj)|

µ(|ϕ(zj)|)(1− |ϕ(zj)|2) 1
p

.

由此及 lim
j→∞

|ϕ(zj)| = 1 得

lim
|ϕ(zj)|→1−

(1− |zj |2)α|ψ′′(zj)|
µ(|ϕ(zj)|)(1− |ϕ(zj)|2) 1

p

= 0.

所以 (3.29) 式成立.
下面证明 (3.30) 式成立. 取

gj(z) = − 1− |ϕ(zj)|2
µ(|ϕ(zj)|)(1− ϕ(zj)z)

1
p +1

+
2+5p
1+3p

(1− |ϕ(zj)|2)2
µ(|ϕ(zj)|)(1− ϕ(zj)z)

1
p +2

+
−(1+2p)

1+3p
(1− |ϕ(zj)|2)3

µ(|ϕ(zj)|)(1− ϕ(zj)z)
1
p +3

.

类似 (3.16) 式中的讨论知 ‖gj‖H(p,µ) ≤ C, gj ∈ H(p, µ), 且 gj(ϕ(zj)) = g′′j (ϕ(zj)) =

0, g′j(ϕ(zj)) =
p

1+3p ϕ(zj)

µ(|ϕ(zj)|)(1−|ϕ(zj)|2)
1
p

+1
.

显然, {gj} 在 D 的任一紧子集上一致收敛于 0. 由引理 2.3 有 lim
j→∞

‖(Tϕ,ψgj)‖Zα = 0, 即

∀ε > 0, 存在正整数 N , 当 j > N 时, 有

Cε ≥ ‖(Tϕ,ψgj)‖Zα ≥ (1− |zj |2)α|2ψ′(zj)ϕ′(zj) + ψ(zj)ϕ′′(zj)|g′j(ϕ(zj))|

≥ C1|ϕ(zj)|(1− |zj |2)α|2ψ′(zj)ϕ′(zj) + ψ(zj)ϕ′′(zj)|
µ(|ϕ(zj)|)(1− |ϕ(zj)|2) 1

p +1
.

由此及 lim
j→∞

|ϕ(zj)| = 1, 1
2

< |ϕ(zj)| → 1 得

lim
|ϕ(zj)|→1−

(1− |zj |2)α|2ψ′(zj)ϕ′(zj) + ψ(zj)ϕ′′(zj)|
µ(|ϕ(zj)|)(1− |ϕ(zj)|2) 1

p +1
= 0.

所以 (3.30) 式成立.
最后证 (3.31) 式成立. 取

hj(z) = − 1− |ϕ(zj)|2
µ(|ϕ(zj)|)(1− ϕ(zj)z)

1
p +1

+
2(1− |ϕ(zj)|2)2

µ(|ϕ(zj)|)(1− ϕ(zj)z)
1
p +2

+
−(1− |ϕ(zj)|2)3

µ(|ϕ(zj)|)(1− ϕ(zj)z)
1
p +3

.

类似对定理 3.1 中的 hω 的讨论知 ‖hj‖H(p,µ) ≤ C, hj ∈ H(p, µ), 且 hj(ϕ(zj)) =

h′j(ϕ(zj)) = 0, h′′j (ϕ(zj)) = −2(ϕ(zj))
2

µ(|ϕ(zj)|)(1−|ϕ(zj)|2)
1
p

+2
.
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易知, {hj} 在D 的任一紧子集上一致收敛于 0. 由引理 2.3 有 lim
j→∞

‖(Tϕ,ψhj)‖Zα = 0, 即

∀ε > 0, 存在正整数 N , 当 j > N 时, 有

Cε ≥ ‖(Tϕ,ψhj)‖Zα ≥ (1− |zj |2)α|ψ(zj)(ϕ′(zj))2||h′′j (ϕ(zj))|

=
2|ϕ(zj)|2(1− |zj |2)α|ψ(zj)(ϕ′(zj))2|

µ(|ϕ(zj)|)(1− |ϕ(zj)|2) 1
p +2

.

由此及 lim
j→∞

|ϕ(zj)| = 1, 1
2

< |ϕ(zj)| → 1 得

lim
|ϕ(zj)|→1−

(1− |zj |2)α|ψ(zj)(ϕ′(zj))2|
µ(|ϕ(zj)|)(1− |ϕ(zj)|2) 1

p +2
= 0.

所以 (3.31) 式成立. 定理 3.2 证毕.
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WEIGHTED COMPOSITION OPERATOR FROM µ−BERGMAN

SPACES TO ZYGMUND TYPE SPACES
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Abstract: Boundedness and compactness of weighted composition operators from

µ−Bergman space to Zygmund type spaces were studied in this paper. By the methods of

functional analysis and several complex variables, the necessary and sufficient conditions are

given for weighted composition operator to be bounded and compact from µ−Bergman space to

Zygmund type spaces in the disk.
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