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摘要: 本文研究了 |x|α 在改进的正切结点组的有理逼近的问题. 利用改变结点的方法, 获得其

逼近阶为 O(
1

n4α
) 的结果. 推广了一些学者在正切结点组下的研究的逼近阶, 而且优于等距结点组、第

一和第二类 Chebyshev 结点组的结果.
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1 引言

函数 |x| 在逼近理论中有着重要应用. 最早于 1913 年, Bernstein 开始研究 |x| 的逼近问
题, 他采用多项式逼近, 得到了逼近阶为 O(

1
n

) . 于是, 关于 |x| 的逼近逐渐成为逼近论的热
点问题. 1964 年, Newman D J[1] 采用了一种结点组

X = {−a,−a2, · · · ,−an−1, 0, an−1, · · · , a2, a},

其中 a = e−
1√
n , 构建一个有理插值函数 rn(X;x) = xpn(x)−pn(−x)

pn(x)+pn(−x)
,pn(x) =

∏n

k=1(xk + x). 并

应用 rn(X;x) 逼近 |x|, 证明出逼近定理: 当 n ≥ 5,
1
2
e−9

√
n ≤ Rn(|x|) ≤ 3e−

√
n 成立, 此逼近

结论远远优于 Bernstein 的多项式逼近.
由此, 在前人所构建的有理插值函数基础上, 众多学者们开始尝试在不同的结点组下对

|x| 逼近, 如第一类 Chebyshev 结点 [2], 第二类 Chebyshev 结点 [3], 正切结点组等 [4]. 人们在
构建新结点组的同时, 也在已有的节点组的基础上改进使得逼近效果越来越好. 如 1998 年,

Brutman L[5] 改进 Chebyshev 结点, 并在结点组下证明得到逼近阶数 O(
1
n2

); 2014 年, 张慧

明, 李建俊等 [6] 同样的改进第二类 Chebyshev 结点, 得到调整第二类 Chebyshev 结点, 证明

逼近阶为 O(
1
n2

). 由于 |x| 的有理插值逼近效果很好, 人们开始研究对 |x|α(1 ≤ α < 2) 的逼

近,2016年,张慧明 [7] 在等距结点组下构造有理插值函数 rn,α(X;x) ,考虑对 |x|α(1 ≤ α < 2)

进行逼近, 最后得到逼近阶为 O(
1

nα lnn
). 于是 2017 年，查星星, 胡晓敏等 [8] 应用调整的正
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切结点组, 得到相同的逼近阶. 2019 年, 程一元, 张永全等 [9] 取作调整的正切结点组, 讨论了

|x|α(1 ≤ α < 2) 有理逼近, 提高逼近阶为 O(
1

n2α
).

为了进一步提高正切结点的逼近阶, 本文在结点组 X 取作改进的正切结点组下考虑

Newman-α 型有理算子逼近 |x|α(1 ≤ α < 2) 的情况, 证明其逼近阶 O(
1

n4α
) , 且说明在该结

点下该逼近阶不可改善.

2 相关定义及引理

本文调整的正切结点为 X =
{

tan4 kπ

4n

}n

k=1

, Newman-α 型有理算子 [9] 定义为

rn,α(X;x) = xα pn(x)− pn(−x)
pn(x) + pn(−x)

,

其中 1 ≤ α =
p

q
< 2, pn(x) =

∏n

k=1(xk + x). 并且 p, q 分别为奇数, 互素.

同时注意到 rn,α(X;x) 与 |x|α 都是偶函数, 故研究该结点组下的逼近误差只需考虑 [0, 1]
即可, 由此可得

|en,α(X;x)| = ||x|α − rn,α(X;x)| =
∣∣∣∣

2xαpn(−x)
pn(x) + pn(−x)

∣∣∣∣ =
2xα

∣∣∣pn(−x)
pn(x)

∣∣∣
1 +

∣∣∣pn(−x)
pn(x)

∣∣∣
≤ 2xα|hn(X;x)|

1− |hn(X;x)| ,

其中 x ∈ [0, 1]. 为后文研究需要，介绍以下引理.

引理 2.1[8] 设 S1 =
n∑

k=1

xk, 则不等式
∣∣∣pn(−x)

pn(x)

∣∣∣ ≤ e−xS1 , 0 ≤ x ≤ 1 成立.

引理 2.2[9] 当 0 < x <
1
2
时, 有 1−x

1+x
> 3−2x.

引理 2.3[6] 当 x ∈
[
0,

π

2

]
, 有 2x

π
≤ sinx ≤ x.

引理 2.4 当 0 < β < α <
π

2
时, 有 tan4 α−tan4 β

tan4 α+tan4 β
< 4 tan α−tan β

tan α+tan β
.

证 由于 0 < β < α <
π

2
, 所以 0 < tanβ < tanα, 利用 Cauchy 不等式, 则有

tan4 α− tan4 β

tan4 α + tan4 β
=

tanα− tanβ

tanα + tanβ
· (tanα + tanβ)2(tan2 α + tan2 β)

tan4 α + tan4 β

≤ tanα− tanβ

tanα + tanβ
· 2(tan2 α + tan2 β)(tan2 α + tan2 β)

tan4 α + tan4 β

≤ tanα− tanβ

tanα + tanβ
· 4(tan4 α + tan4 β)

tan4 α + tan4 β

= 4
tanα− tanβ

tanα + tanβ
,

从而引理 2.4 得证.

3 主要结果
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定理 3.1 取结点组 X =
{

tan4 kπ

4n

}n

k=1

, 对于 ∀x ∈ [−1, 1] 都有下式成立：

|en,α(X;x)| = ||x|α − rn,α(X;x)| = O

(
1

n4α

)
.

证明 为后文证明需要，记 An(X) =
n∑

k=1

1
xk

. 下面分成三种情形进行说明。

(情形 1) 当 x ∈
[
0, tan4 π

4n

]
时, 由于不等式 x ≤ tanx ≤ 2x

(
0 ≤ x ≤ π

4

)
成立, 则有

x4 ≤ tan4 x ≤ 16x4. 于是

k4π4

256n4
≤ tan4 kπ

4n
≤ k4π4

16n4
, (k = 1, 2, · · · , n)

成立. 所以有
n∑

i=1

16n4

k4π4
≤ An(X) ≤

n∑
i=1

256n4

k4π4
,

而有不等式 ∫ n+1

1

dx

x4
≤

n∑
k=1

1
k4
≤

∫ n

1

dx

x4
+ 1,

同时有 ∫ n+1

1

dx

x4
=

1
3

[
1− 1

(n + 1)3

]
≥ 1

3

[
1− 1

(2)3

]
=

7
24

,

∫ n

1

dx

x4
+ 1 =

1
3

[
1− 1

(n)3

]
+ 1 ≤ 4

3
,

可以得到
n∑

k=1

14n4

k4π4
=

16n4

π4

n∑
k=1

1
k4
≥ 16n4

π4

∫ n+1

1

dx

x4
≥ 14n4

3π4
,

n∑
k=1

256n4

k4π4
=

256n4

π4

n∑
k=1

1
k4
≤ 256n4

π4

(∫ n

1

dx

x4
+ 1

)
≤ 1024n4

3π4
,

从而
14n4

3π4
≤ An(X) ≤ 1024n4

3π4
,

而

hn(X;x) =
n∏

k=1

tan4 kπ
4n
− x

tan4 kπ
4n

+ x
=

n∏
k=1

1− x
tan4 kπ

4n

1 + x
tan4 kπ

4n

≤ e
−2x

n∑
k=1

1
tan4 kπ

4n = e−2xAn(X),

所以

|en,α(X;x)| ≤ 2xαhn(X;x)
1− hn(X;x)

≤ 2xαe−2xAn(X)

1− e−2xAn(X)

=
2xα

2xAn(X)− 1
≤ 2xα

2xAn(X)
=

xα−1

An(X)

≤ (tan4 π
4n

)α−1

14n4

3π4

≤ ( π4

44n4 )α−1 · 3π4

14n4
≤ Cα

n4α
,
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其中 Rα =
3π4α

14 · 16(α−1)
.

(情形 2) 当 x ∈ [tan4 π

4n
, tan4 (n− 6)π

4n
] 时, 则有 xj ≤ x ≤ xj+1 即

tan4 jπ

4n
≤ x ≤ tan4 (j + 1)π

4n
, (j = 1, 2, · · · , n− 7),

接着借助引理 2.4 和利用等式
tanα− tanβ

tanα + tanβ
=

sin(α− β)
sin(α + β)

从而有

xα|hn(x;x)|

= xα

n∏
k=1

∣∣∣∣
xk − x

xk + x

∣∣∣∣ ≤ xα x− xj

x + xj

· xj+1 − x

xj+1 + x
· xj+2 − x

xj+2 + x
· · · · · xj+7 − x

xj+7 + x

≤ xα xj+1 − xj

xj+1 + xj

· xj+1 − xj

xj+1 + xj

· xj+2 − xj

xj+2 + xj

· · · · · xj+7 − xj

xj+7 + xj

= xα(
tan4 (j+1)π

4n
− tan4 jπ

4n

tan4 (j+1)π
4n

+ tan4 jπ
4n

)2 · tan4 (j+2)π
4n

− tan4 jπ
4n

tan4 (j+2)π
4n

+ tan4 jπ
4n

· · · · · tan4 (j+7)π
4n

− tan4 jπ
4n

tan4 (j+7)π
4n

+ tan4 jπ
4n

,

再结合引理 2.3, 从而上式为：

xα|hn(x;x)| ≤ 47(tan8 (j + 1)π
4n

)α · ( sin π
4n

sin (2j+1)π
4n

)2 · sin 2π
4n

sin (2j+2)π
4n

· · · · · sin 7π
4n

sin (2j+7)π
4n

≤ 47 π4α(j + 1)4α

16n4α
·

π2

16n2

(2j+1)2

4n2

·
π
2n

2j+2
2n

· · · · ·
7π
4n

2j+7
2n

=
47π4α(j + 1)4α

16n4α
· π2

4(2j + 1)2
· π

2j + 2
· · · · · 7π

2(2j + 7)

≤ 45 · 630 · π4α+8

n4α
=

Dα

n4α
.

其中 Dα = 45 · 630 · π4α+8. 于是, 可以得到

|en,α(X;x)| ≤ 2xα|hn(X;x)|
1− |hn(X;x)| ≤ 3xα|hn(X;x)| ≤ 3Dα

n8α
.

(情形 3) 当 x ∈ [tan4 (n− 6)π
4n

, 1] 时, 由于 S1 =
n∑

k=1

xk =
n∑

k=1

tan4 kπ

4n
, 因为

n∑
k=1

k4π4

256n4
≤

n∑
k=1

tan4 kπ

4n
≤

n∑
k=1

k4π4

16n4
, (k = 1, 2, · · ·n),

所以

π4

256n4

n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n− 1)
30

≤ S1 ≤ π4

16n4

n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n− 1)
30

,
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由引理 2.1 可知

∣∣∣∣
pn(−x)
pn(x)

∣∣∣∣ ≤ e−xS1 ≤ e
−x

n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n− 1)π4

7680n4

≤ e
− tan4 (n− 6)π

4n
· n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n− 1)π4

7680n4

≤ e
−

(n− 6)4π4

256n4
· n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n− 1)π4

7680n4

= O

(
1
en

)
,

所以

|en,α(X;x)| ≤ 2xα|hn(X;x)|
1− |hn(X;x)| ≤ 3xα|hn(X;x)| ≤ 3|hn(X;x)| ≤ O

(
1
en

)
.

综合三面情形 (1)–(3), 可得

|en,α(X;x)| = ||x|α − rn,α(X;x)| = O

(
1

n4α

)
.

即定理 3.1 得证.
由上面定理的证明过程中可以得到, 构造的有理函数 rn,α(X;x) 在情形 1 中的 x ∈

[0, tan4 (n− 6)π
4n

] 上的逼近阶数较低, 仅有 O
(

1
n4α

)
. 但在情形 3 中, x ∈ [tan4 (n− 6)π

4n
, 1] 上

的这个区间上的逼近阶数较高, 达到了 O
(

1
en

)
. 于是可以得出 |x|α(1 ≤ α < 2) 在改进的正切

节点组的有理插值在奇异点 ( |x|α(1 ≤ α < 2) 的唯一的零点) 附近的逼近阶会比较低. 但从
总体区间的逼近效果来看, 本文的逼近效果是要高于等距结点组对于 |x|α 的逼近效果.
本文定义 x 的区间是 [−1, 1], 由于是偶函数, 我们只考虑 [0, 1], 同时可通过线性代换:

t = (b− a)x + a, 将 x 的 [0, 1] 映射到 t 的 [a, b], 所以在考虑函数逼近问题一般都考虑 [−1, 1]
区间.

定理 3.2 取 x∗ =
π4

512n4
, 则有 |en,α(X;x∗)| ≥ C

′
α

n6α
, 其中 C

′
α =

π4α

512α · 34/3
.

证明 因为 x∗ ∈ [0, x1], 且
x∗

xk

≤ 1
2
, (k = 1, 2, · · ·n), 根据引理 2.2 与不等式有

0 ≤ hn(X;x∗) =
pn(−x∗)
pn(x∗)

≤ 1,

可以得到

hn(X;x∗) =
n∏

k=1

∣∣∣∣
xk − x∗

xk + x∗

∣∣∣∣ ≥ 3
−2x∗

n∑
k=1

1
xk ≥ 3−2x∗ 1024n4

3π4 = 3−4/3,

所以有下式：

|en,α(X;x∗)| = 2(x∗)αhn(X;x∗)
1 + hn(X;x∗)

≥ (x∗)αhn(X;x∗)

≥ π4α

512α · n4α
· 3−4/3 =

C
′
α

n4α
,
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Table 1 不同结点组下绝对误差的比较

组别 x α n 本文结点组 文献 [9] 结点组 文献 [7] 结点组

0.01 1.5 10 1.3327× 10−5 6.6294× 10−5 7.1483× 10−4

1 0.01 1.5 20 2.7101× 10−7 1.3045× 10−5 3.8135× 10−4

0.01 1.5 30 4.0135× 10−9 1.9480× 10−6 1.6337× 10−6

0.01 1.1 20 1.7245× 10−6 8.2308× 10−5 0.0024
2 0.01 1.4 20 4.2952× 10−7 2.0675× 10−5 6.0440× 10−4

0.01 1.7 20 1.0789× 10−7 5.1933× 10−6 1.5182× 10−4

即定理 3.2 得证.
从定理 3.2 的证明过程中可以看出, 构造的有理函数 rn,α(X;x) 在改进的正切节点组下

对 |x|α 的逼近效果是不可提高的, 即该逼近阶是在本文的节点组下的最好效果.

4 数值计算

为了从数据上说明本文改进的结点组的逼近效果要优于其他前人构造的结点组, 这里我
们选取不同的 α 和 n, 将计算结果与真实值进行比较, 得到如表 1 所示的结果.
从实验结果可以看出, 不管 α 和 n 怎么变化, 本文结点组下得到的相对误差要优于其他

两种结点组, 并且我们还可以看出 α 和 n 取得值越大, 逼近的效果会更好, 这与我们理论上

的逼近阶 O

(
1

n4α

)
是相一致的.

5 结束语

本文主要将正切结点组改进为 X =
{

tan4 kπ

4n

}n

k=1

, 通过构造的有理算子 rn,α(X;x) 来

逼近, 最后使其逼近阶提高为 O( 1
n4α ), 该结果不仅是优于结点组取作正切结点, 而且是好于

等距结点组等的情形.
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