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一类含多奇性项的 Grushin 型算子方程解的渐近性质
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摘要: 本文研究了一类含多个奇性项的 Grushin 型算子方程非平凡解的渐近性质问题. 当方

程的非线性项满足临界指数增长条件时, 利用Moser 迭代方法和分析技巧, 获得了方程的非平凡解在

奇点处的渐近性质, 推广了 Laplace 算子的相关结果.
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1 引言

本文主要研究如下含多个奇性项和临界指数增长的非线性次椭圆型方程的非平凡解在

奇点处的渐近性质




− (∆x + |x|2α∆y)u− µ

∏k

i=1 ψ2
i u∏k

i=1 d(z, ai)2
= f(z, u), z ∈ Ω,

u = 0, z ∈ ∂Ω,

(1.1)

其中 Ω 是 RN := Rm × Rn 中的开集, k ≥ 2, ai ∈ Ω (i = 1, 2, · · · , k) 且互不相同, 0 ≤ µ <

µG := (Q−2
2

)2, 这里 (Q−2
2

)2 是最佳 Hardy 常数; α > 0, ∆x + |x|2α∆y 是 Grushin 型算子,
Q = m + (α + 1)n 是空间 Rm × Rn 的齐次维数. 对任意的 z = (x, y), ai = (a1

i , a
2
i ) ∈ Ω ⊂

Rm × Rn, ψi = |∇αd(z, ai)| = ( |x−a1
i |

d(z,ai)
)α, 其中 d(z, ai) 表示在 Grushin 向量场意义下点 z 与

点 ai 之间的距离, 其定义如下:

d(z, ai) =
(
|x− a1

i |2(α+1) + (α + 1)2|y − a2
i |2

) 1
2(α+1)

. (1.2)

此外, 非线性项 f : Ω× R→ R 是 Carathéodory 函数, 且满足

|f(z, t)| ≤ C(|t|q−1 + |t|2∗−1), ∀(z, t) ∈ Ω× R, (1.3)

其中 C > 0 是常数,2∗ = 2Q
Q−2

是临界 Sobolev 指数.
记

Xi =
∂

∂xi

(i = 1, . . . , m), Xm+j = |x|α ∂

∂yj

(j = 1, . . . , n).
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则 Grushin 梯度为∇α = (X1, . . . , XN ), 由此 Grushin 型算子可表示为

∆x + |x|2α∆y = divα(∇α) =
m∑

i=1

X2
i +

n∑
j=1

X2
m+j . (1.4)

显然: 当 x 6= 0 时, 该算子是椭圆型的, 并且在流形 {0} × Rn 上是退化的; 当 α 是非负整数

时, Grushin 算子是 Hörmander 型的. 其它相关知识可以参见 [1–5] 等.
对任意的 Ω ⊂ RN , 范数 ‖u‖D1,2

α
= (

∫
Ω
|∇αu|2dz)

1
2 下的 C∞

0 (Ω) 完备化空间记为
D1,2

α (Ω). 对 ∀u ∈ D1,2
α (Ω), 设方程 (1.1) 的能量泛函为

I(u) =
1
2

∫

Ω

|∇αu|2dz − µ

2

∫

Ω

∏k

i=1 ψ2
i |u|2∏k

i=1 d(z, ai)2
dz −

∫

Ω

F (z, u)dz, (1.5)

其中 F (z, t) =
∫ t

0
f(z, η)dη. 若 u ∈ D1,2

α (Ω) 是方程 (1.1) 的解, 则对任意 v ∈ C∞
0 (Ω) 有

〈I ′(u), v〉 =
∫

Ω

∇αu∇αvdz − µ

∫

Ω

∏k

i=1 ψ2
i uv∏k

i=1 d(z, ai)2
dz −

∫

Ω

f(z, u)vdz. (1.6)

为了应用变分方法处理 (1.1), 我们需要如下的 Hardy 不等式:
∫

Ω

|∇αu|2dz ≥ µG

∫

Ω

ψ2 |u|2
d(z, a)2

dz, ∀u ∈ C∞
0 (Ω), (1.7)

其中 µG = (Q−2
2

)2 是 Grushin 向量场下 Hardy 型不等式的最佳常数, a ∈ Ω.
在文 [6] 中作者研究了如下含多个奇性项的退化次椭圆问题:




−∆Gu−

k∑
i=1

µi
ψ2

d(z, ai)2
u = f(z, u), z ∈ Ω,

u = 0, z ∈ ∂Ω,

(1.8)

其中 Ω 是 Carnot 群上的开集, −∆G 是 Carnot 群上的 Laplace 算子, k ≥ 2, 实数 ai ∈ Ω

(i = 1, 2, · · · , k) 互不相同, µi ≥ 0 且满足
k∑

i=1

µi < µC = (C−2
2

)2, C 是 Carnot 群的齐次维数.

方程 (1.8) 与如下 Carnot 群上的 Hardy 型不等式有关:

∫

Ω

|∇Gu|2dz ≥
k∑

i=1

µi

∫

Ω

ψ2 |u|2
d(z, ai)2

dz, ∀u ∈ S1
0(Ω). (1.9)

类似于 Carnot 群上的证明方法, 可以建立 Grushin 向量场下的多奇性项 Hardy 型不等式:

∫

Ω

|∇αu|2dz ≥
k∑

i=1

µi

∫

Ω

ψ2
i

|u|2
d(z, ai)2

dz, ∀u ∈ D1,2
α (Ω). (1.10)

结合 (1.7),(1.10) 式, 可以得到如下的广义 Hardy 型不等式:
∫

Ω

|∇αu|2dz ≥ µ∗G

∫

Ω

∏k

i=1 ψ2
i |u|2∏k

i=1 d(z, ai)2
dz, ∀u ∈ D1,2

α (Ω), (1.11)
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其中 µ∗G 是广义 Hardy 型不等式的最佳常数. 不等式 (1.11) 的证明将在第二节中给出.
假设 k ≥ 2, 对任意的 i = 1, 2, · · · , k, 定义

µi =
µ

k∏
j=1,j 6=i

d(ai, aj)2
.

利用Moser 迭代技巧, 本文讨论了方程 (1.1) 的非平凡解在奇点处的渐近性质. 结论如下.
定理 1.1 设 Ω 是 Rm×Rn 中的开集, aj ∈ Ω (j = 1, 2, · · · , k) 且互不相等. 0 < µ < µ∗G,

k∑
i=1

µi < (Q−2
2

)2. 若 u ∈ D1,2
α (Ω) 是方程 (1.1) 的非平凡弱解, 则

(i) 存在常数 C, ρi > 0 使得

|u(z)| ≤ C

d(z, ai)
Q−2

2 −
√

( Q−2
2 )2−µi

, ∀z ∈ Bd(ai, ρi)\{ai}, (1.12)

其中 Bd(ai, ρi) 表示在距离 d 的意义下以 ai 为圆心, 以 ρi 为半径的球, 且 aj 6∈ Bd(ai, ρi),
i, j = 1, 2, · · · , k, i 6= j.

(ii) 存在常数 C > 0 使得

|u(z)| ≤ C

k∑
i=1

1

d(z, ai)
Q−2

2 −
√

( Q−2
2 )2−µi

, ∀z ∈ Ω\{a1, a2, · · · ak}. (1.13)

在欧式空间中, 关于 Laplace 算子问题的相关结论可参考 [7]. 利用 Moser 迭代和分析技巧,
我们在第二节给出定理 1.1 的证明. 对于退化的 Grushin 型算子和 Carnot 群上的次椭圆算
子而言, 该结论依然是新的.

2 定理 1.1 的证明

首先给出广义 Hardy 型不等式 (1.11) 的证明.
不等式 (1.11) 的证明 令 ρ = min{ 1

2
d(ai, al), d(ai, ∂Ω)}, i, l = 1, 2, · · · , k, i 6= l. 则

Bd(ai, ρ) ∩ Bd(al, ρ) = ∅, 其中 Bd(a, ρ) = {x : x ∈ Ω, d(x, a) < ρ}. 由不等式 (1.7) 和 ψi < 1
(i = 1, 2, · · · , k) 可得

∫

Ω

∏k

i=1 ψ2
i |u|2∏k

i=1 d(z, ai)2
dz =

k∑
i=1

∫

Bd(ai,ρ)

∏k

i=1 ψ2
i |u|2∏k

i=1 d(z, ai)2
dz +

∫

Ω\
k⋃

i=1
Bd(ai,ρ)

∏k

i=1 ψ2
i |u|2∏k

i=1 d(z, ai)2
dz

≤ 1
ρ2(k−1)

k∑
i=1

∫

Bd(ai,ρ)

ψ2
i

|u|2
d(z, ai)2

dz +
1

ρ2k

∫

Ω\
k⋃

i=1
Bd(ai,ρ)

|u|2dz

≤ 1
ρ2(k−1)

k∑
j=1

∫

Ω

|u|2
d(z, aj)2

dz +
1

ρ2k

∫

Ω

|u|2dz

≤ C(Ω, k, ρ)‖u‖2
D1,2

α
.

(2.1)
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因此, 不等式 (1.11) 得证. 上述结论表明广义 Hardy 型不等式的最佳常数可如下定义:

µ∗G = inf
u∈D1,2

α (Ω)\{0}

‖u‖2
D1,2

α∫
Ω

∏k
i=1 ψ2

i |u|2∏k
i=1 d(z,ai)2

dz
≥ 1

C(Ω, k, ρ)
> 0.

为了估计方程 (1.1) 的非平凡解在原点处的渐近性质, 我们需要如下的 Lp 估计.

引理 2.2 设 Ω ⊂ Rm×Rn 是 0 的有界领域, 0 ≤ µ < µ∗G,
k∑

i=1

µi < µG. 假设 V ∈ L
Q
2 (Ω),

g ∈ Lq(Ω), q ≥ 2, 常数 ν 使得线性算子 −(∆x + |x|2α∆y)− µ
∏k

i=1 ψ2
i∏k

i=1 d(z,ai)2
− V + ν 是正定的.

若 u ∈ D1,2
α (Ω) 是方程

−(∆x + |x|2α∆y)u− µ

∏k

i=1 ψ2
i∏k

i=1 d(z, ai)2
u− V u + νu = g, z ∈ Ω, (2.2)

的非平凡解, 则 u ∈ Lp(Ω), ∀1 ≤ p ≤ plim = 2∗min





q
2
,

Q−2
2

Q−2
2 −

√
( Q−2

2 )2−
k∑

i=1
µi





.

证明 引理 2.2 的证明与 [1, 命题 3.2] 或 [7, 引理 3.1] 证明过程类似. 此处略.

为了研究方程解在奇点处的渐近性质, 我们将 Ω 做如下分解

Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ · · · ∪ Ωk,

并且 ai ∈ Ωi, aj 6∈ Ωi (i 6= j), i = 1, 2, · · · , k.

定理 1.1 的证明 设 u ∈ D1,2
α (Ω) 是方程 (1.1) 的解. 令

v := d(z, ai)βu, (2.3)

其中 β = Q−2
2
−

√
(Q−2

2
)2 − µi 是方程 β2 − β(Q − 2) + µi = 0 的解. 则由 Hardy 不等式可

知 v ∈ D1,2
α (Ω, d(z, ai)−2βdz), 并且

(∆x + |x|2α∆y)u = (∆x + |x|2α∆y)(d(z, ai)−βv)

= v[(∆x + |x|2α∆y)d(z, ai)−β] + d(z, ai)−β[(∆x + |x|2α∆y)v]

+ 2〈∇αd(z, ai)−β,∇αv〉,
(2.4)

其中

(∆x + |x|2α∆y)d(z, ai)−β = ψ2
i [β(β + 1)d(z, ai)−β−2 +

Q− 1
d(z, ai)

(−β)d(z, ai)−β−1]

= ψ2
i [β(β + 1)d(z, ai)−β−2 − β(Q− 1)d(z, ai)−β−2]

= ψ2
i [β

2 − β(Q− 2)]d(z, ai)−β−2.

(2.5)
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从而将 u = d(z, ai)−βv 带入方程 (1.1) 的左边, 由 (2.4),(2.5) 式可得

− (∆x + |x|2α∆y)u− µ

∏k

i=1 ψ2
i u∏k

i=1 d(z, ai)2

=− vψ2
i [β

2 − β(Q− 2)]d(z, ai)−β−2 − d(z, ai)−β[(∆x + |x|2α∆y)v]

− 2〈∇αd(z, ai)−β,∇αv〉 − µ

∏k

i=1 ψ2
i∏k

i=1 d(z, ai)2
d(z, ai)−βv

=− vψ2
i [β

2 − β(Q− 2) + µi]d(z, ai)−β−2 +
µiψ

2
i v

d(z, ai)β+2
− µ

∏k

i=1 ψ2
i∏k

i=1 d(z, ai)2
d(z, ai)−βv

− d(z, ai)−β[(∆x + |x|2α∆y)v]− 2〈∇αd(z, ai)−β,∇αv〉
=− d(z, ai)−β[(∆x + |x|2α∆y)v]− 2〈∇αd(z, ai)−β,∇αv〉

+
1

d(z, ai)β

( µiψ
2
i

d(z, ai)2
− µ

∏k

i=1 ψ2
i∏k

i=1 d(z, ai)2

)
v.

(2.6)

结合 f(z, u) = f(z, d(z, ai)−βv) 及 (1.1),(2.6) 可得

− d(z, ai)−β[(∆x + |x|2α∆y)v]− 2〈∇αd(z, ai)−β,∇αv〉+
1

d(z, ai)β

( µiψ
2
i

d(z, ai)2
− µ

∏k

i=1 ψ2
i∏k

i=1 d(z, ai)2

)
v

=f(z, d(z, ai)−βv).
(2.7)

在 (2.7) 式两边同时乘上 d(z, ai)−β, 可得

−divα

(
d(z, ai)−2β∇αv

)
=d(z, ai)−βf(z, d(z, ai)−βv)

− 1
d(z, ai)2β

( µiψ
2
i

d(z, ai)2
− µ

∏k

i=1 ψ2
i∏k

i=1 d(z, ai)2

)
v, z ∈ Ω\{a1, a2, · · · , ak}.

(2.8)
取 ρi > 0, 使得 Bd(ai, ρi) ⊂ Ω, 并且 aj 6∈ Bd(ai, ρi), i, j = 1, 2, · · · , k, i 6= j. 令

ρ ∈ (0, ρi). 定义截断函数 ηi ∈ C∞
0 (Bd(ai, ρ), [0, 1]), 使其对 ∀z ∈ Bd(ai, r) 有 η(z) = 1,

|∇αη| ≤ 4
ρ−r

, 其中 r ∈ (0, ρ). 定义函数

vL = min {|v| , L}, φ := η2vv
2(s−1)
L , (2.9)

其中 L, s > 1 在后面给定. 将试验函数 φ 代入 (2.8) 式得∫

Ω

〈∇αv,∇αφ〉d(z, ai)−2βdz =
∫

Ω

d(z, ai)−βf(z, d(z, ai)−βv)φdz

−
∫

Ω

vφ

d(z, ai)2β

( µiψ
2
i

d(z, ai)2
− µ

∏k

i=1 ψ2
i∏k

i=1 d(z, ai)2

)
dz.

(2.10)

将 φ 的表达式代入 (2.10) 式左边, 计算可得
∫

Ω

〈∇αv,∇αφ〉
d(z, ai)2β

dz =
∫

Ω

2ηvv
2(s−1)
L 〈∇αη,∇αv〉

d(z, ai)2β
dz

+
∫

Ω

η2v
2(s−1)
L |∇αv|2
d(z, ai)2β

dz + 2(s− 1)
∫

Ω

η2v
2(s−1)
L |∇αvL|2
d(z, ai)2β

dz.

(2.11)
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由 Young 不等式, 对充分小的 ε > 0, 存在 C1(ε) > 0 使得

∣∣∣
∫

Ω

2ηvv
2(s−1)
L 〈∇αη,∇αv〉

d(z, ai)2β
dz

∣∣∣ ≤ ε

∫

Ω

η2v
2(s−1)
L |∇αv|2
d(z, ai)2β

dz + C1(ε)
∫

Ω

v2v
2(s−1)
L |∇αη|2
d(z, ai)2β

dz

(2.12)
从而

∫

Ω

〈∇αv,∇αφ〉
d(z, ai)2β

dz ≥(1− ε)
∫

Ω

η2v
2(s−1)
L |∇αv|2
d(z, ai)2β

dz + 2(s− 1)
∫

Ω

η2v
2(s−1)
L |∇αvL|2
d(z, ai)2β

dz

− C1(ε)
∫

Ω

v2v
2(s−1)
L |∇αη|2
d(z, ai)2β

dz.

(2.13)

将 φ 的表达式代入 (2.10) 式右边第一项中, 利用函数 f 满足的条件 (1.3) 可得
∫

Ω

f(z, d(z, ai)−βv)φ
d(z, ai)β

dz =
∫

Ω

f(z, d(z, ai)−βv)η2vv
2(s−1)
L

d(z, ai)β
dz

≤
∫

Ω

(C(|d(z, ai)−βv|q−1 + |d(z, ai)−βv|2∗−1))η2vv
2(s−1)
L

d(z, ai)β
dz

= C

(∫

Ω

|v|qη2v
2(s−1)
L

d(z, ai)qβ
dz +

∫

Ω

|v|2∗η2v
2(s−1)
L

d(z, ai)2
∗β

dz

)
.

(2.14)

对于上式第一项利用不等式 tq ≤ t2 + t2
∗

(q ∈ [2, 2∗)) 可得

|v|q
d(z, ai)qβ

≤ v2

d(z, ai)2β
+

|v|2∗
d(z, ai)2

∗β
. (2.15)

从而, 存在 C1, C2 > 0 使得
∫

Ω

f(z, d(z, ai)−βv)φ
d(z, ai)β

dz ≤ C1

∫

Ω

v2η2v
2(s−1)
L

d(z, ai)2β
dz + C2

∫

Ω

|v|2∗η2v
2(s−1)
L

d(z, ai)2
∗β

dz. (2.16)

最后, 将 φ 的表达式代入 (2.10) 式右边第二项中, 利用 µi 的定义, 中值定理,Young 不等
式和 ψi < 1 可得

∣∣∣∣∣
∫

Ω

vφ

d(z, ai)2β

( µ
∏k

i=1 ψ2
i∏k

i=1 d(z, ai)2
− µiψ

2
i

d(z, ai)2

)
dz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫

Ω

ψ2
i v

2η2v
2(s−1)
L

d(z, ai)2(1+β)

( µ
k∏

j 6=i, j=1

ψ2
j

k∏
j 6=i, j=1

d(z, aj)2
− µi

)
dz

∣∣∣∣∣

≤
∫

Bd(ai,ρ)

ψ2
i v

2η2v
2(s−1)
L

d(z, ai)2(1+β)

∣∣∣∣∣
µ

k∏
j 6=i, j=1

d(z, aj)2
− µ

k∏
j 6=i, j=1

d(ai, aj)2

∣∣∣∣∣dz

≤C3

∫

Bd(ai,ρ)

ψ2
i v

2η2v
2(s−1)
L

d(z, ai)2(1+β)
d(z, ai)dz = C3

∫

Bd(ai,ρ)

ψivηvs−1
L

d(z, ai)1+β

ψivηvs−1
L

d(z, ai)β
dz

≤εC3

2

∫

Bd(ai,ρ)

ψ2
i v

2η2v
2(s−1)
L

d(z, ai)2(1+β)
dz +

C3C2(ε)
2

∫

Bd(ai,ρ)

ψ2
i v

2η2v
2(s−1)
L

d(z, ai)2β
dz,

(2.17)
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其中 C3, C2(ε) 是正常数.
下面利用如下形式的加权 Sobolev 不等式 [3] 对 (2.17) 的右端项做进一步的处理:

(∫

RN

ψτ |d(z)au|2∗(τ)

d(z)τ
dz

) 2
2∗(s)

≤ C(τ, a,Q)
∫

RN

|d(z)a∇αu|2dz, ∀u ∈ C∞
0 (RN ) (2.18)

其中 0 ≤ τ ≤ 2, a > 2−Q
2

, C(τ, a,Q) > 0 是常数. 从而, 在 (2.18) 式中取 τ = 2, a = −β, 存
在正常数 C4 使得
∫

Bd(ai,ρ)

ψ2
i v

2η2v
2(s−1)
L

d(z, ai)2(1+β)
dz ≤ C4

∫

Bd(ai,ρ)

|∇α(ηvvs−1
L )|2

d(z, ai)2β
dz

≤ C4

(
2
∫

Bd(ai,ρ)

v2v
2(s−1)
L |∇αη|2
d(z, ai)2β

dz + 2
∫

Bd(ai,ρ)

η2v
2(s−1)
L |∇αv|2
d(z, ai)2β

dz

+ 2(s− 1)2
∫

Bd(ai,ρ)

η2v2v
2(s−2)
L |∇αvL|2
d(z, ai)2β

dz
)
.

(2.19)
因此, 结合 (2.17), (2.19) 式,(2.10) 式右端第二项满足

∣∣∣∣∣
∫

Ω

vφ

d(z, ai)2β

( µ
∏k

i=1 ψ2
i∏k

i=1 d(z, ai)2
− µiψ

2
i

d(z, ai)2

)
dz

∣∣∣∣∣

≤(εC5 + C3(ε))
∫

Bd(ai,ρ)

v2v
2(s−1)
L (η2 + |∇αη|2)

d(z, ai)2β
dz

+ εC5

∫

Bd(ai,ρ)

η2v
2(s−1)
L |∇αv|2
d(z, ai)2β

dz + ε(s− 1)2C5

∫

Bd(ai,ρ)

η2v2v
2(s−2)
L |∇αvL|2
d(z, ai)2β

dz.

(2.20)

其中 C5 = C3C4, C3(ε) = 1
2
C3C2(ε).

将 (2.13),(2.16),(2.20) 式代入 (2.10), 可得

(1− ε)

∫

Ω

η2v
2(s−1)
L |∇αv|2
d(z, ai)2β

dz + 2(s− 1)

∫

Ω

η2v
2(s−1)
L |∇αvL|2
d(z, ai)2β

dz − C1(ε)

∫

Ω

v2v
2(s−1)
L |∇αη|2
d(z, ai)2β

dz

≤C1

∫

Ω

v2η2v
2(s−1)
L

d(z, ai)2β
dz + C2

∫

Ω

|v|2∗η2v
2(s−1)
L

d(z, ai)2
∗β

dz + (εC5 + C3(ε))

∫

Bd(ai,ρ)

v2v
2(s−1)
L (η2 + |∇αη|2)

d(z, aj)2β
dz

+ εC5

∫

Bd(ai,ρ)

η2v
2(s−1)
L |∇αv|2
d(z, ai)2β

dz + ε(s− 1)2C5

∫

Bd(ai,ρ)

η2v2v
2(s−2)
L |∇αvL|2
d(z, ai)2β

dz

≤C2

∫

Ω

|v|2∗η2v
2(s−1)
L

d(z, ai)2
∗β

dz + C4(ε)

∫

Bd(ai,ρ)

v2v
2(s−1)
L (η2 + |∇αη|2)

d(z, ai)2β
dz

+ εC5

∫

Bd(ai,ρ)

η2v
2(s−1)
L |∇αv|2
d(z, ai)2β

dz + ε(s− 1)2C5

∫

Bd(ai,ρ)

η2v
2(s−1)
L |∇αvL|2
d(z, ai)2β

dz.

(2.21)

取 ε = min{ 1
1+2C5

, 1
C5(s−1)

}, 则存在常数 C6, C7 > 0 和 C5(ε) > 0 使得

C6

∫

Ω

η2v
2(s−1)
L |∇αv|2
d(z, ai)2β

dz + C7

∫

Ω

η2v
2(s−1)
L |∇αvL|2
d(z, ai)2β

dz

≤C2

∫

Ω

|v|2∗η2v
2(s−1)
L

d(z, ai)2
∗β

dz + C5(ε)
∫

Bd(ai,ρ)

v2v
2(s−1)
L (η2 + |∇αη|2)

d(z, ai)2β
dz.

(2.22)
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令 w = ηvvs−1
L . 将 w 代入 (2.18) 式, 利用 (2.22) 式及 s > 1 可得

(∫

Ω

|ηvvs−1
L |2∗

d(z, ai)2
∗β

dz

) 2
2∗

≤ C8

∫

Ω

|∇α(ηvvs−1
t )|2

d(z, ai)2β
dz

≤ 2C8

(∫

Ω

|∇αη|2v2v
2(s−1)
L

d(z, ai)2β
+

∫

Ω

η2v
2(s−1)
L |∇αv|2
d(z, ai)2β

+
∫

Ω

(s− 1)2η2v
2(s−1)
L |∇αvL|2

d(z, ai)2β
dz

)

≤ sC9

∫

Ω

(η2 + |∇αη|2)v2v
2(s−1)
L

d(z, ai)2β
z + C10s

∫

Ω

η2|v|2∗v2(s−1)
L

d(z, ai)2
∗β

dz.

(2.23)
选取 q ∈ (Q

2
, Q(Q−2)

2(Q−2−2

√
( Q−2

2 )2−
k∑

i=1
µi)

), 使其满足 (2∗ − 2)q < 2Q

Q−2−2

√
( Q−2

2 )2−
k∑

i=1
µi

, 2 < 2q
q−1

<

2∗. 类似文 [8] 的计算方法, 对任意的 ε > 0, 存在常数 C11 > 0 使得
∫

Ω

η2|v|2∗v2(s−1)
L

d(z, ai)2
∗β

dz ≤ C11ε
2

(∫

Ω

∣∣∣ ηvvs−1
L

d(z, ai)β

∣∣∣
2∗

dz

) 2
2∗

+ C11ε
− 2Q

2q−Q

∫

Ω

∣∣∣ ηvvs−1
L

d(z, ai)β

∣∣∣
2

dz. (2.24)

将 (2.24) 式代入 (2.23) 式中并取 ε = 1√
2C10C11s

, 则有

(∫

Ω

|ηvvs−1
L |2∗

d(z, ai)2
∗β

dz

) 2
2∗

≤ C12s
2q

2q−Q

∫

Ω

(η2 + |∇αη|2)|v|2v2(s−1)
L

d(z, ai)2β
dz, (2.25)

其中 C12 = C9 + (C10C11)
2q

2q−Q > 0. 在 (2.25) 式中应用 vL 和 η 的性质可得

(∫

Bd(ai,r)

|v|2v2∗s−2
L

d(z, ai)2
∗β

dz

) 2
2∗

≤
(∫

Ω

η2∗ |v|2v2∗s−2
L

d(z, ai)2
∗β

dz

) 2
2∗

≤ C12s
2q

2q−Q

∫

Ω

(η2 + |∇αη|2)|v|2v2(s−1)
L

d(z, ai)2β
dz

≤ C12r
2∗−2s

2q
2q−Q

(ρ− r)2

∫

Bd(ai,ρ)

(η2 + |∇αη|2)|v|2v2(s−1)
L

d(z, ai)2
∗β

dz

≤ C13s
2q

2q−Q

∫

Bd(ai,ρ)

|v|2v2s−2
L

d(z, ai)2
∗β

dz.

(2.26)

取 s0 ∈
(

Q
Q−2

, Q

Q−2−2

√
( Q−2

2 )2−
k∑

i=1
µi

)
. 则计算可得 2Q

Q−2
< 2s0 < 2Q

Q−2−2

√
( Q−2

2 )2−
k∑

i=1
µi

. 从

而, 由引理 2.2 知, 对任意的 u ∈ D1,2
α (Ω) 有

∫
Ω
|u|2s0dz < +∞.

取序列 sj = s0( 2∗

2
)j > 1, ∀j = 0, 1, 2, · · · , 将 sj 代入 (2.26) 式, 利用Moser 迭代技巧得

(
∫

Bd(ai,r)

|v|2v2sj+1−2
L

d(z, ai)2
∗β

dz)
1

2sj+1

≤C

j∑
k=0

1
2sk

13 (s0)
q

s0(2q−Q)

j∑
k=0

( 2
2∗ )j

(
2∗

2
)

q
s0(2q−Q)

j∑
k=0

j( 2
2∗ )j

× (
∫

Bd(ai,ρ)

|v|2v2s0−2
L

d(z, ai)2
∗β

dz)
1

2s0 .

(2.27)
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因为级数
∞∑

k=0

1
2sk

,
∞∑

k=0

( 2
2∗ )

j ,
∞∑

k=0

j( 2
2∗ )

j 是收敛的, 所以, 对 (2.27) 式取极限 j → ∞, 可知: 存

在不依赖于 L 的常数 C > 0 使得 ‖v‖L∞(Bρ0 ) ≤ C. 因此, 由 v 的定义可得不等式 (1.12) 成
立, 进而可得 (1.13) 式亦成立. 定理 1.1 得证.
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ASYMPTOTIC PROPERTIES OF SOLUTION TO GRUSHIN-TYPE

OPERATOR PROBLEMS WITH MULTI-SINGULAR POTENTIALS

ZHANG Jin-guo, YANG Deng-yun

(School of Mathematics and Statistics, Jiangxi Normal University, Nanchang 330022, China)

Abstract: In this paper, we investigate a Grushin-type operator problem involving the

multi-singular potentials. By using the Moser iteration method and analytic techniques, the

asymptotic properties of the nontrivial solutions at the singular points are obtained. These results

generalize the related results of the Laplacian operator．

Keywords: Grushin-type operator; multi-singular potentials; asymptotic behavior; Moser

iteration
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