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摘要: 本文研究了理赔量具有一阶自回归结构以及在此条件下引入折现率和多险种的修正的

离散时间金融风险模型, 利用两种不同的方法, 获得了破产前最大盈余、破产前盈余、破产后赤字及它

们的联合分布所满足的递归式方程和破产概率所满足的积分方程, 最后通过数据模拟说明了该模型的

实际意义, 推广了经典离散时间金融风险模型的结构和破产问题.
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1 引言

文献 [1] 讨论了带有常利率下的离散时间保险风险模型的破产前盈余分布等破产问题.
文献 [2] 研究独立同分布利率下的离散时间风险模型中破产概率的问题. 文献 [3] 在具有
Markov 利率的条件下, 讨论得出了离散时间风险模型的破产概率满足的微积分方程及广义
的 Lundberg 不等式. 文献 [4] 研究理赔总量具有相关条件下的离散时间风险模型, 通过对经
典模型的修正得到了破产发生时刻和最终破产概率的定义, 并通过鞅方法得到了最终破产概
率的 Lundberg 上界. 文献 [5] 考虑理赔服从二维一阶自回归结构常利率的双险种二维离散
风险模型, 通过概率中的鞅方法得到最终破产概率的伦德伯格型不等式进而获得其上界, 并
结合数值分析说明了参数对于破产概率上界的影响. 文献 [6] 探讨具有马尔科夫性利率的离
散时间风险模型中破产赤字和破产前盈余的联合分布以及最终破产概率的破产问题. 文献 [7]
研究利率服从 m 阶自回归时离散时间风险模型的破产前最大盈余分布等破产问题. 文献 [8]
通过递推方法和全概率公式, 研究带有折现率离散时间风险模型中的破产概率、破产后赤字、
破产前盈余及其它们联合分布所满足的微积分方程. 文献 [9] 在离散时间保险金融风险模型
中假设净亏损量和风险资产的随机贴现因子都服从同一分布下得到改进的有限时间破产概

率渐近公式. 文献 [10] 研究理赔量满足一阶自回归模型, 利用数学归纳法得出广义离散时间
风险模型中破产前盈余的分布等破产问题. 文献 [11] 研究索赔过程服从复合二项过程的双险
种离散时间风险模型, 得到了罚金期望函数、破产概率满足的积分方程以及有限时间内破产
概率、破产时刻分布的递推公式. 文献 [12] 对比在相依理赔量经典离散时间风险模型和带有
双险种和折现率的相依理赔量离散时间风险模型下的破产持续时间和盈余首次穿过给定水

平 x 的时刻分布. 文献 [13] 考虑带马尔科夫利率的双险种复合双二项模型离散风险模型破产
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概率. 本文在文献 [4, 8, 10, 12] 基础上将模型推广为带有折现率、多险种及理赔量一阶自回
归结构的广义离散时间风险模型, 利用概率论和数学递推法得到了破产概率、破产后赤字、
破产前盈余及其它们联合分布所满足的微积分方程, 最后结合数据分析此类模型更具有实际
意义.
假定保险公司经营 k 个险种 Aj(j = 1, 2, · · · , k), 在所考虑的时间期间内有固定折现率

δ, 保费在每个时期期初收取而理赔在每个时期的期末支付, 则在时刻 n(n = 0, 1, 2, · · · ) 保险
公司累积盈余折现到初始时刻的盈余为

Uδ
n = u +

n∑
i=1

e−δ(i−1)(
k∑

j=1

cj)−
n∑

i=1

e−δi(
k∑

j=1

Xi,j), (1.1)

其中 cj 表示第 j 个险种的单位时间内保费收入量, {Xi,1, i = 1, 2, · · · }, {Xi,2, i = 1, 2, · · · },
... {Xi,k, i = 1, 2, · · · } 是 k 个独立同分布的随机变量序列, Xi,j 表示在 (i − 1, i] 时间内第 j

个险种的理赔支出, 并假定期望值 E(Xi,j) < ∞, 而 U δ
0 = u ≥ 0 表示初始盈余. 同时考虑 k

个险种的理赔量均满足 AR(1) 模型

Xi,j = Wi,j + ajXi−1,j , (1.2)

其中 |aj | < 1, 且 {Wi,j , i = 1, 2, · · · } 是独立同分布的随机变量序列, 这里记W0,j = ω0,j . 为
了后面讨论的方便, 把满足上述条件的广义离散时间破产模型记为模型 (I).
模型 (I) 的修正模型为

Ûδ
n = u +

n∑
i=1

e−(i−1)δ(
k∑

j=1

cj)−
n∑

i=1

e−iδ(
k∑

j=1

X̂i,j)

= û +
n∑

i=1

e−(i−1)δ(
k∑

j=1

cj)− Ŝn,

(1.3)

其中 û = u −
k∑

j=1

aje
−δ

1− aje−δ
ω0,j 表示修正初始盈余. 随机变量 X̂i,j =

Wi,j

1− aje−δ
分别表示

险种 Aj 在 (i− 1, i] 时间区间内的修正理赔支出, {X̂i,1, i = 1, 2, · · · }, {X̂i,2, i = 1, 2, · · · }, ...

{X̂i,k, i = 1, 2, · · · } 是独立同分布的随机变量序列. 记 kn =
n∑

i=1

e−δ(i−1) =
1− e−(n−1)δ

1− e−δ
, n =

0, 1, 2, · · · , 表示保费收入在前 n 个时段内的折现权重, 特别地, k0 = 0, k1 = 1. 这里

Ŝn =
n∑

i=1

e−δi(
k∑

j=1

X̂i,j) 是前 n 个时段内修正总理赔.

记 Zi =
k∑

j=1

(X̂i,j − eδcj) 称为时刻 i 的净亏损额, 则 {Zi, i = 1, 2, · · · } 是独立同分布的随
机变量, 这里要求 E(Zi) < 0 是为了保证保险公司的经常运作所必须附加的风险负荷, 记 Z

的分布函数为 G(z). 若令 π̂n =
n∑

i=1

e−iδZi, 此时 (1.3) 式的模型即化为

Ûn = û− π̂n. (1.4)

2 主要结果和证明
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定义破产时刻为

T (û) = inf
n
{n : n ≥ 0, Ûn < 0} = inf

n
{n : n ≥ 0, Ŝn < û + kn

k∑
j=1

cj}. (2.1)

相应地, 定义破产概率为

ϕ(û) = P{ inf
n≥0

Ûn < 0} = P{T̂ < ∞ | Û0 = û}. (2.2)

定义破产前的盈余分布为

H(û, h) = P{ÛT− ≤ h | Û0 = û}. (2.3)

当 x ≥ û 时, 破产前最大盈余分布为

µ(x, û) = P{ max
1≤i≤T

Ûi ≤ x, T < ∞ | Û0 = û}. (2.4)

定义破产后的赤字分布为

M(û,m) = P{−m < ÛT < 0 | Û0 = û}. (2.5)

定义破产前最大盈余和破产后赤字联合分布为

Γ(û, h, m) = P{ÛT− ≤ h,−m < ÛT < 0 | Û0 = û}. (2.6)

2.1破产前盈余和破产后赤字联合分布

保险公司的经营情况（包括财务情况和赔付能力情况）是保险人和投保人都极为重视的

事情, 为此我们对破产前的盈余分布进行讨论是很重要一部分内容范畴, 在考察破产前盈余
分布时, 首先来考虑破产前盈余和破产后赤字的联合分布, 由联合分布再来推出其相应的边
际分布.
定理 1 在模型 (I) 修正的模型下, 破产前盈余和破产后赤字的联合分布满足下式

Γ(û, h, m) =[G((û + m)eδ)−G(ûeδ)]I(h ≥ û)

+
∫ ∞

(û−h)eδ

[G((ûeδ − z + m)eδ)−G((ûeδ − z)eδ)]dG(z)

+
∫ ûeδ

−∞
Γ(ûeδ − z, heδ,meδ)dG(z).

(2.7)

证 由破产前盈余和破产后赤字联合分布的定义, 可得

Γ(û, h, m) =
∞∑

n=1

P{ÛT− ≤ h,−m < ÛT < 0 | Û0 = û}

=
∞∑

n=1

P{−m < Ûn < 0, 0 < Ûn−1 ≤ h, Ûn−2 ≥ 0, ..., Û1 ≥ 0, T = n | Û0 = û}

. =
∞∑

n=1

P{û < Π̂n < û + m, û− h < Π̂n−1 < 0, Π̂n−2 < û, ..., Π̂1 < û | Û0 = û}

=
∞∑

n=1

ηn(û, h, m)
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这里
η1(û, h, m) = P{û < Π̂1 < û + m, û− h ≤ Π̂0 < 0}

= (G((û + m)eδ)−G(ûeδ))I(h ≥ û).

式中 I(h ≥ û) 是示性函数, 表示当 h ≥ û 时函数 1, 否则函数取值为 0.

η2(û, h, m) = P{û < Π̂2 < û + m, û− h < Π̂1 < 0}

=
∫ ∞

(û−h)eδ

η1(ûeδ − z, heδ,meδ)dG(z).

由数学归纳法, 当 n ≥ 3 有 ηn(û, h, m) =
∫ ûeδ

−∞ ηn−1(ûeδ − z, heδ,meδ)dG(z) 且级数
∞∑

n=1

ηn(û, h, m) 显然是收敛的, 所以

Γ(û, h, m) =
∞∑

n=1

ηn(û, h, m)

= η1(û, h, m) + η2(û, h, m) +
∞∑

n=3

∫ ûeδ

−∞
ηn−1(ûeδ − z, heδ,meδ)dG(z)

= η1(û, h, m) + η2(û, h, m) +
∫ ûeδ

−∞
Γ(ûeδ − z, heδ,meδ)dG(z).

推论 1.1 破产前盈余的分布为

H(û, h) = lim
m→+∞

Γ(û, h, m) = Γ(û, h,∞). (2.8)

推论 1.2 破产后赤字的分布为

M(û,m) = lim
h→+∞

Γ(û, h, m) = Γ(û,∞,m). (2.9)

推论 1.3 在定理 1 中令m = 0, h = 0 可得破产概率满足

ϕ(û) = 1−G(ûeδ) +
∫ ûeδ

−∞
ϕ(ûeδ − z)dG(z). (2.10)

推论 1.1, 推论 1.2 给出的是由联合分布求边际分布得到破产前盈余分布和破产后赤字分
布, 下面给出另外一种求解方式.
定理 2 在引入折现率的理赔量为一阶自回归的多险种修正的离散时间风险模型 (1.3)

下, 如果定义
Ψ(û, h, m) = P{ÛT− > h, ÛT < −m,T < ∞ | Û0 = û}, (2.11)

则 Ψ(û, h, m) 满足

Ψ(û, h, m) = (1−G((û + m))eδ)I(h ≤ û) +
∫ ûeδ

−∞
Ψ(ûeδ − z, heδ,meδ)dG(z). (2.12)
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证 由 Ψ(û, h, m) 定义, 有

Ψ(û, h, m) =
∞∑

n=1

P{ÛT− > h, ÛT ≤ −m,T = n | Û0 = û}

=
∞∑

n=1

P{Ûn ≤ −m, Ûn−1 > h, Ûn−2 ≥ 0, ..., Û1 ≥ 0 | Û0 = û}

=
∞∑

n=1

P{Π̂n ≥ û + m, Π̂n−1 < û− h, Π̂n−2 < û, ..., Π̂1 < û | Û0 = û}

=
∞∑

n=1

fn(û, h, m)

其中,

f1(û, h, m) = P{Π̂1 ≥ û + m, Π̂0 < û− h} = (1−G((û + m)eδ))I(h ≤ û)

f2(û, h, m) = P{Π̂2 ≥ û + m, Π̂1 < û− h} =
∫ ûeδ

−∞
f1(ûeδ − z, heδ,meδ)dG(z)

同理当 n = 3 时, f3(û, h, m) =
∫ ûeδ

−∞ f2(ûeδ − z, heδ,meδ)dG(z). 由数学归纳法可得

fn(û, h, m) =
∫ ûeδ

−∞
fn−1(ûeδ − z, heδ,meδ)dG(z)

级数
∞∑

n=1

fn(û, h, m) 是收敛的, 所以式子 Ψ(û, h, m) 可化为如下

Ψ(û, h, m) =
∞∑

n=1

fn(û, h, m) = f1(û, h, m) +
∞∑

n=2

fn(û, h, m)

= (1−G((û + m)eδ))I(h ≤ û) +
∞∑

n=2

∫ ûeδ

−∞
fn−1(ûeδ − z, heδ,meδ)dG(z)

= (1−G((û + m)eδ))I(h ≤ û) +
∫ ûeδ

−∞
Ψ(ûeδ − z, heδ,meδ)dG(z).

即证.
推论 2.1 由破产前盈余分布的定义, 破产前盈余分布 H(û, h) 满足下式:

H(û, h) = ϕ(û)− P{ÛT− > h, T < ∞ | Û0 = û} = ϕ(û)−H1(û, h). (2.13)

其中在定理 2中令m = 0,有H1(û, h) = (1−G((û)eδ))I(h ≤ û)+
∫ ûeδ

−∞ H1(ûeδ−z, heδ)dG(z).
因为当m = 0 时, 按定义, Ψ(û, h, 0) = P{ÛT− > h, ÛT ≤ 0, T < ∞ | Û0 = û} 即表示保

险公司在 T 时刻破产了, 也就是说此时 Ψ(û, h, 0) 表示破产前的盈余分布, 满足破产前的盈
余分布的定义.
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推论 2.2 由破产后赤字分布定义, 可知其满足下式

M(û,m) = ϕ(û)− P{ÛT < −m, | Û0 = û} = ϕ(û)−M1(û,m). (2.14)

在定理 2 中令 h = 0, 有M1(û,m) = (1−G((û)eδ))I(h ≤ û) +
∫ ûeδ

−∞ M1(ûeδ − z,meδ)dG(z).
因为当 h = 0 时, 按定义, Ψ(û, 0,m) = P{ÛT− > 0, ÛT ≤ −m,T < ∞ | Û0 = û} 即表示保险
公司在 T 时刻破产了, 也就是说此时 Ψ(û, 0,m) = M1(û,m) 表示破产后的赤字分布, 满足破
产后赤字分布的定义.
推论 2.3 在定理 2 中令 h = 0, m = 0 就得到了破产概率满足的方程

ϕ(û) = 1−G(ûeδ) +
∫ ûeδ

−∞
ϕ(ûeδ − z)dG(z). (2.15)

因为当 h = 0,m = 0 时, 按定义, Ψ(û, 0, 0) = P{ÛT− > 0, ÛT ≤ 0, T < ∞ | Û0 = û} 即
表示保险公司在 T 时刻破产了, 也就是说此时 Ψ(û, 0, 0) 满足破产概率的定义.

2.2破产前最大盈余的分布

下面还要介绍一个对保险公司经营比较重要的指标, 即破产前最大盈余的分布. 破产前
最大盈余分布能告诉我们什么时候进行合理最有效的投资, 这是保险人和投保人都十分关切
的问题, 对于保险公司赔付能力和收入提高是很有必要的问题.
定理 3 在模型 (I) 修正的模型下, 其破产前最大盈余分布满足下面的积分方程

µ(x, û) = 1−G(ûeδ) +
∫ (û−x)eδ

ûeδ

H(xeδ, ûeδ − z)dG(z). (2.16)

证 由破产前最大盈余分布的定义可得

µ(x, û) = P{ max
1≤i≤T

Ûi ≤ x, T < ∞ | Û0 = û}

=
∞∑

n=1

P{û ≤ Π̂1 ≤ û− x, û ≤ Π̂2 ≤ û− x, ..., û ≤ Π̂n−1 ≤ û− x, Π̂n ≥ û}

=
∞∑

n=1

µn(x, û)

这里

µ1(x, û) = P{Π̂1 > û} = P{Z1 > ûeδ} = 1−G(ûeδ)

µ2(x, û) = P{û ≤ Π̂1 ≤ û− x, Π̂2 ≥ û} = P{û ≤ Z1e
−δ ≤ û− x,Z1 + Z2e

−δ > ûeδ}

=
∫ (û−x)eδ

ûeδ

µ1(xeδ, ûeδ − z)dG(z).

当 n ≥ 3, 由数学归纳法可得

µn(x, û) =
∫ (û−x)eδ

ûeδ

µn−1(xeδ, ûeδ − z)dG(z).
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显然
∞∑

n=1

µn(x, û) 是收敛的, 所以

µ(x, û) =
∞∑

n=1

µn(x, û) = µ1(x, û) +
∞∑

n=2

µn−1(û, h, m)dG(z)

= 1−G(ûeδ) +
∫ (û−x)eδ

ûeδ

H(xeδ, ûeδ − z)dG(z).

3 数值分析

例 1 假设两个险种 A 和 B 的理赔额 X̂, Ŷ 均服从指数分布, 那么 FX̂(x) = 1− e−λ1x,
λ1 > 0, x ≥ 0, FŶ (y) = 1− e−λ2y, λ2 > 0, y ≥ 0, 那么

(1) 当 λ1 > λ2 时, η1(û, h, m) =
λ1

λ1 − λ2

(e−λ2eδ(û+c1+c2) − e−λ2eδ(û+m+c1+c2))I(h ≥ û),

进而 η2(û, h, m) =
λ2

1

(λ1 − λ2)2(eδ − 1)
{e−λ2eδ(ûeδ+2(c1+c2))−e−λ2eδ[ûeδ+(eδ−1)h+2(c1+c2)] +

e−λ2eδ[(û+m)eδ+2(c1+c2)] + e−λ2eδ[û+m+(eδ−1)h+2(c1+c2)]}, 当 n ≥ 3 时, 有 ηn(û, h, m) =∫ ûeδ

−∞ ηn−1(ûeδ − z, heδ,meδ)dG(z), 进而可得破产前盈余和破产后赤字分布的具体表达式, 同
理也可得当 λ1 < λ2 时的情况.

计算可得破产概率ϕ(û) =
λ1

(λ1 + λ2)
eeδ(−λ2)(û+c1+c2)− λ1

(λ1 − λ2)
e(c1+c2)(−λ2)e

δ ∫ ûeδ

−∞ ϕ(ûeδ−

z)e−λ2zdz, 当 λ1 > λ2 时, 可以得到破产概率一个上界为
λ1

(λ1 + λ2)
eeδ(−λ2)(û+c1+c2), 当

λ1 < λ2 时, 可以得到破产概率一个下界为
λ1

(λ1 + λ2)
eeδ(−λ2)(û+c1+c2).

(2) 当 λ1 = λ2 = λ 时, η1(û, h, m) = [λe−λeδ(û+c1+c2) − λe−λeδ(û+m+c1+c2)]I(h ≥ û),
进而 η2(û, h, m) = λ3{e−λeδ(ûeδ+2(c1+c2))−e−λeδ(ûeδ+(eδ−1)h+2(c1+c2))+e−λeδ(û+m+2(c1+c2))+

e−λeδ(û+m+(eδ−1)h+2(c1+c2))}, 同理可得 ηn(û, h, m) 的表达式, 进而可得破产前盈余和破产后
赤字分布的具体表达式.
计算可得破产概率为ϕ(û) = λeeδ(−λ)(û+c1+c2)−λ2e(c1+c2+δ)(−λ)eδ)

∫ ûeδ

−∞ ϕ(ûeδ−z)e−λeδzdz.
例 2 假设两个险种 A 和 B 理赔额 X̂, Ŷ 均服从均匀分布 U(0, aj)(j = 1, 2), 其中

aj(j = 1, 2) 分别是两个险种 A 和 B 在单位时间段内的最高理赔金额, 考虑 a1 = a2 = a 时,

经计算 η1(û, h, m) =
m2e2δ − 2[û− (c1 + c2)m]e2δ

2a2
I(h ≥ û), η2(û, h, m) =

∫ 0

(û−h)eδ η1(ûeδ −

z, heδ,meδ)dG(z) =
2(û− h)3e3δ

3
− (c− b

2
)(û− h)2e2δ − bc(û− h)eδ, 其中 b = meδ − 2ûeδ +

2(c1 + c2), c = (c1 + c2)eδ, 同理可得 ηn(û, h, m) 的表达式, 进而可得破产前盈余和破产后赤
字分布的具体表达式.

计算可得破产概率为 ϕ(û) =
[û− (c1 + c2)]e2δ

2a2
+

∫ ûeδ

−∞ ϕ(ûeδ − z)
(c1 + c2)eδ − z

a2
dz. 其

中
[û− (c1 + c2)]e2δ

2a2
是破产概率的一个上界.

从例子中可以看出, 险种越多保费收入也会增多, 当理赔支出分别服从指数分布和均匀
分布时, 由破产概率的上界表达式发现其随着险种的增多是变小的, 保险公司扩充营业险种
是合理的. 图 1 给出了当理赔量服从参数为 1 的指数分布时, 破产概率的上界受折现率的影
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响情况, 图 2 当理赔量服从 [0, 50] 均匀分布时, 破产概率上界受折现率的影响, 可以看出当
理赔量服从不同分布时破产概率的上界影响是不同的, 趋势正好相反, 所以应结合实际数据
判断理赔量的分布, 更加具有实际意义. 图 3 破产概率受理赔量指数分布参数 λ 的影响, 图 4
破产概率受理赔量均匀分布参数 a 的影响, 发现均随着参数的变大, 破产概率变小, 进而取合
适的参数可以控制破产概率较小的上界, 并且当理赔量服从指数分布时破产概率上界受参数
影响的更加明显.

4 结论

本文在多险种理赔量具有一阶自回归结构的离散时间风险模型下, 引入折现率因素, 得
出破产前盈余分布和破产后赤字的联合分布所满足的递推关系式, 进而得到破产前盈余分
布、破产后赤字和破产概率所满足的表达式, 然后给出破产前最大盈余分布所满足的积分公
式, 最后结合模型考虑当险种 A 和险种 B 的理赔量分布均服从指数分布和均匀分布时, 得到
保险公司的破产前盈余、破产赤字和破产概率的具体表达式, 并通过数据模拟说明了多险种
和折现率对破产概率影响, 并说明模型引入这两个因素的实际意义. 后期可以讨论当理赔量
推广到满足二阶甚至是 n 阶自回归结构, 保费收入是随机变量的广义风险模型, 针对保险公
司的数据做出分析, 给出实际分析.
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MODEL WITH DISCOUNT RATE AND MULTIPLE TYPES OF

INSURANCE

YU Li1 , ZHAN Xiao-lin2 , WANG Jing-fang1

(1.School of Management, Hefei University of Technology, Hefei 230009, China)

(2.School of Science, Shanghai Second Polytechnic University, Shanghai 201209, China)

Abstract: This paper studies the revised financial risk model in discrete time when the

claims have first-order autoregressive structure, under the conditions of this, the discount rate

and multiple coverage are introduced. Using two different methods, the recursion equations of the

maximum surplus before bankruptcy, bankruptcy before the surplus, deficit after bankruptcy and

their joint distribution of them, and the integration equation for the ruin probability are obtained.

Finally, through data simulation the practical significance of the model is illustrated, the structure

and bankruptcy of the classical financial risk model in discrete time is generalized.
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