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摘要: 在非负矩阵分解中, 初值的选择对于算法效果有很大的影响. 一些基于奇异值分解的初

始化方法已有人提出 [7,8], 但当矩阵维数过大时, 直接对原矩阵进行奇异值分解是耗时的. 本文提出了

一种更节时的初始化方法 (KFV-NMF), 而且通过数值实验, 此算法既在一定程度上保持了计算精度,

也节省了计算时间.
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1 引言

非负矩阵分解 (NMF)是 1999年由 Lee和 Seung [1] 首次提出的, 有着比较广泛的应用,
如图像处理 [1]、文本聚类 [2] 和社区发现 [3] 等. 相较于其他的矩阵分解, 由于元素的非负性,
所以可解释性很强. 比如: 在处理图像时, 负的像素点是没有意义的; 在文本聚类时, 正值代
表文档以一定概率属于某个主题, 负值则没有任何实际意义.
非负矩阵分解数学描述如下: 给定非负矩阵 A ∈ Rm×n, 希望找到两个非负矩阵

W ∈ Rm×k 和 H ∈ Rk×n, 使得 A ≈ WH. 可以通过以下优化问题来找到W 和 H ,

min
W,H≥0

f(W,H) =
1
2
‖A−WH‖2

F ,

其中 ‖ · ‖F 代表矩阵的 Frobenius范数.
解决非负矩阵分解的方法有很多, 比较常见的是由 Lee 和 Seung 在 2001 年提出的基

准算法 (Multiplicative Update Rules) [4]、Lin在 2007年提出的投影梯度法 [5] 以及 Kim和
Park在 2008年提出的交替非负最小二乘法 (ANLS) [6].
不同于某些迭代算法, 非负矩阵分解初始值的选择对于算法效果有很大影响. 由 Qiao提

出的 SVD-NMF [7] 和 Boutsidis等人提出的 NNDSVD [8] 算法都是基于矩阵 A的奇异值分

解, 但是当矩阵 A的维数很大时, 对 A直接进行奇异值分解是耗时的. 不同于这两种方法, 本
文不直接对原矩阵 A进行奇异值分解. 本文利用 Frieze等人 [9]的思想, 通过抽样构造一个更
小的矩阵, 对这个小矩阵来做奇异值分解, 从而实现对W 和 H 的初始化, 这大大节省了算法
的计算时间.
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符号说明: 用 ‖A‖F 表示矩阵A的 Frobenius范数; ‖x‖表示向量的 2 -范数;矩阵A的第

i行和第 j列分别用列向量 A(i, ·)和 A(·, j)来表示; Aij 和 x(i)分别表示矩阵 A的第 (i, j)个
元素和向量 x的第 i个元素; AT 和 xT 分别表示矩阵 A和向量 x的转置. 对于一个非零向量
x ∈ Rn, 用 Dx 表示 x 在 {1, 2, . . . , n}上的分布, 其中概率密度函数为 Dx(i) = |x(i)|2/‖x‖2.
通常把依据分布 Dx产生的样本称为从 x中产生的样本.
首先, 介绍一种最为经典的非负矩阵分解算法, 即由 Lee和 Seung在 2001年提出的基准

算法 (Multiplicative Update Rules) [4], 以下简称MU算法. 在本文的数值实验部分, 将会用
到MU算法. MU算法步骤如下
步骤 1 初始化W 0

ia ≥ 0, H0
bj ≥ 0, ∀i, a, b, j.

步骤 2 对于 k = 1, 2, · · · ,

W k
ia = W k−1

ia

(A(Hk−1)T)ia

(W k−1Hk−1(Hk−1)T)ia

, ∀i, a, (2.1)

Hk
bj = Hk−1

bj

((W k)TA)bj

((W k)TW kHk−1)bj

, ∀b, j. (2.2)

从式子 (2.1) 和 (2.2) 中可以看出, 如果在第 k 次迭代中 W 和 H 是非负的, 那么在
第 k + 1 次迭代中, MU 算法依然能够保证 W 和 H 是非负的. 并且, Lee 和 Seung[4] 已

经证明在 MU 算法下, 目标函数 f(W,H) 是非增的, 即 f(W k,Hk−1) ≤ f(W k−1,Hk−1),
f(W k,Hk) ≤ f(W k,Hk−1).
由于本文提出的算法涉及到抽样, 下面给出对向量和矩阵进行抽样的假设.
假设 2.1 [10] 给定向量 x ∈ Rn, 假设可以根据分布 Dx 来对 i ∈ {1, 2, . . . , n}进行抽样,

也就是说 i被抽中的概率为 Dx(i) = |x(i)|2
‖x‖2 .

假设 2.2 [10] 给定矩阵 A ∈ Rm×n, 假设满足以下假设
1. 可以对矩阵 A的行标 i ∈ {1, 2, · · · ,m}进行取样, 矩阵 A的第 i行被选中的概率为

Pi =
‖A(i, ·)‖2

‖A‖2
F

.

2. 对于任意的 i ∈ {1, 2, · · · ,m}, 可以根据分布 DA(i,·) 来对矩阵 A 的列标 j ∈
{1, 2, · · · , n}进行抽样, 也就是说 j 被抽中的概率为

DA(i,·)(j) =
|Aij |2

‖A(i, ·)‖2
.

定理 2.3 [9] 给定矩阵 A ∈ Rm×n, 独立的按照概率分布

{‖A(1, ·)‖2/‖A‖2
F , · · · , ‖A(m, ·)‖2/‖A‖2

F},

从行标中取 p个样本: i1, · · · , ip. 记 S ∈ Rp×n 为规范化后的子矩阵, 即对于 t ∈ {1, · · · , p},
S(t, ·) = A(it, ·)/

√
p‖A(it, ·)‖2/‖A‖2

F . 则对于任意给定的 θ > 0, 满足

Pr(‖ATA− STS‖F ≥ θ‖A‖2
F ) ≤ 1

θ2p
.

在第 3节, 会根据定理 2.3说明本文提出的初始化方法 (KFV-NMF)的可行性.
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3 NMF初始化算法

由定理 2.3, 可以看出, 若按照满足假设 2.2的概率分布来抽样: 假设抽取了矩阵 A的 p

行, 并按照定理 2.3所说的构造一个 p × n阶的矩阵 S, 则可以用 STS 来近似 ATA. A的奇

异值分解可以通过 ATA的谱分解得到, 尽管这里可以从 STS 的谱分解入手, 但并不打算这
样做, 因为 STS 是一个 n × n阶的矩阵, 维数也是很大的. 这里可以对 S 的列进行同样的操

作, 从 S中抽取 p列, 类似的得到一个 p× p阶的矩阵W , 则WWT近似 SST, 故最终可以直
接对一个 p× p阶的矩阵W 做奇异值分解, 从而近似得到矩阵 A的右奇异向量, 这大大减少
了计算时间. 这种思想是 Frieze等人 [9] 提出的, 本文借鉴这种思想提出了一种更节时的非负
矩阵分解初始化方法, 记此算法为 KFV-NMF.

下面, 给出算法的具体流程.

1 FKV-NMF初始化
输入: A, p, k, ε.
1. 对A的行进行取样: 独立的按照满足假设 2.2的概率概率分布 P = (P1, P2, · · · , Pm).
抽取 p个行标, 记为 i1, i2, . . . , ip, 即

Pi =
‖A(i, ·)‖2

‖A‖2
F

.

构造 p× n阶矩阵 S, 其中 S(t, ·) = A(it, ·)/
√

pPit , t = 1, 2, · · · , p.

2. 对 S的列进行抽样: 独立的按照满足假设 2.1的概率概率分布 P ′ = (P ′
1, P

′
2, · · · , P ′

n).
抽取 p个列标, 记为 j1, j2, · · · , jp, 即

P ′
j =

p∑

t=1

DA(it,·)(j)/p.

构造 p× p阶矩阵W , 其中W (·, t) = S(·, jt)/
√

pP ′
jt

, t = 1, 2, · · · , p.

3. 计算矩阵W 前 k个奇异值 σ̂1, σ̂2, · · · , σ̂k 以及对应的左奇异向量 û1, û2, . . . , ûk.
4. 构造 n× k阶矩阵 V̂ : V̂ = (STû1

σ̂1
, STû2

σ̂2
, . . . , STûk

σ̂k
).

5. 令W 0 = max(ε, AV̂ ), H0 = max(ε, V̂ T).
输出: W 0和 H0.

下面, 给出一个定理, 并以此来说明算法 FKV-NMF中第 2步的具体实施方法.

定理 3.1 假设矩阵 A ∈ Rm×n 满足假设 2.2, S 和W 如算法 FKV-NMF中第 1和 2步
所构造, 则 ‖A‖2

F = ‖S‖2
F = ‖W‖2

F .

证 由 Pit
= ‖A(it, ·)‖2/‖A‖2

F , S(t, ·) = A(it, ·)/
√

pPit
, 有

‖S‖2
F =

p∑
t=1

‖S(t, ·)‖2 =
p∑

t=1

‖A(it, ·)‖2

pPit

=
p∑

t=1

‖A‖2
F

p
= ‖A‖2

F .
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接下来证明 ‖S‖2
F = ‖W‖2

F .

P ′
j =

p∑
t=1

DA(it,·)(j)
p

=
p∑

t=1

|A(it, j)|2
p‖A(it, ·)‖2

=
1

‖A‖2
F

p∑
t=1

‖A‖2
F

‖A(it, ·)‖2

|A(it, j)|2
p

=
1

‖A‖2
F

p∑
t=1

|S(t, j)|2 =
‖S(·, j)‖2

‖A‖2
F

=
‖S(·, j)‖2

‖S‖2
F

.

由 P ′
jt

= ‖S(·, jt)‖2/‖S‖2
F , W (·, t) = S(·, jt)/

√
pP ′

jt
, 有

‖W‖2
F =

p∑
t=1

‖W (·, t)‖2 =
p∑

t=1

‖S(·, jt)‖2

pP ′
jt

=
p∑

t=1

‖S ‖2
F

p
= ‖S‖2

F .

由定理 3.1可知,在算法FKV-NMF的第 2步中定义的P ′
j ,经过计算,即为 ‖S(·, j)‖2/‖S‖2

F ,
故W 的取法和 S 的取法本质上是一样的, 这也为数值实验带来了便利. 但这并不说明算法
第 2步中 P ′

j 的取法是无意义的, 因为当矩阵 A很大时, 为了节省内存, 在知道抽样后得到的
行标 i1, i2, . . . , ip 后, 可以通过行标来访问原矩阵 A中元素, 从而间接得到 S 的信息, 而不是
把 S 显式计算出来.
由算法 FKV-NMF的流程可以看出, 本文提出的初始化算法 FKV-NMF的数值计算时

间大大减少的原因在于: 本文不是对原矩阵 A直接进行奇异值分解, 而是通过抽样构造一个
更小的矩阵W , 对小矩阵W 做奇异值分解, 这使得算法 FKV-NMF在奇异值分解上花费的
时间大大减少, 而现有的基于奇异值分解的初始化算法都是直接对原矩阵 A进行奇异值分

解, 这是本文提出的算法数值计算时间较其他算法减少的原因. 另外, 通过简单计算可以发
现: 算法 FKV-NMF中矩阵 V̂ 中的每一列可以近似看作矩阵 A的右奇异向量, Frieze等人在
其文章 [9]中也说明了这一点, 这也是算法 FKV-NMF的理论依据.
当然, 算法 FKV-NMF也有弊端: 此算法虽然在奇异值分解上节省了很多时间, 但是它

还要计算用于抽样的概率分布 P 和 P ′, 这是有点耗时的. 一般来说, 基于奇异值分解的初
始化算法使用的都是截断奇异值分解, 比如前文提到的初始化算法 SVD-NMF和 NNDSVD.
随着 k 值的减小, 截断奇异值分解所使用的时间也在不断减少, 当 k 小到某一程度时, 算法
FKV-NMF在进行奇异值分解上节省的时间便不再占优势. 但是, 这也是算法 FKV-NMF可
以进一步改进的地方, 比如可以考虑使用其他更加快速有效的抽样方法.

4 数值实验

在本次实验中, 测试了两组数据: 第一组是随机生成的服从均值为 0、方差为 1的高斯
分布的随机数, 这里取绝对值来保证矩阵元素的非负性, 即 A = |N(0, 1)|, 维数是 500× 300.
第二组是人脸数据库 ORL, ORL数据库一共包含 400张 92× 112像素的图片, 一共 40个人,
每人 10幅不同表情的脸. 在计算不同算法的时间和误差的实验中, 将这 400张人脸图像组成
了一个 10304× 400的矩阵, 作为算法的输入. 在进行人脸重构实验时, 选取其中 360 张图像
作为训练集, 40 张图像作为测试集.
在实验中, 将本文提出的算法 FKV-NMF 与两种比较常见的基于 SVD 的初始化算法

SVD-NMF和 NNDSVD作了比较. 非负矩阵分解算法采用的是经典的MU算法. 误差采用
公式 error = ‖A−WH‖F /‖A‖F .
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在表 1和表 2中, 分别计算了在 k 等于不同值时, SVD-NMF、NNDSVD和 FKV-NMF
三种不同的初始化算法所用的时间和所产生的误差. 另外, 由于本文提出的算法涉及到抽样
技术, 所以算法效果会有稍许波动, 为公平起见, 实验重复 20次, 取平均值.

表 1 三种不同的初始化算法所用的时间

time
Random (500× 300) ORL (10304× 400)

k = 15 k = 20 k = 25 k = 30 k = 25 k = 30 k = 35 k = 40
SVD-NMF 0.41 0.45 0.54 0.57 6.31 7.27 8.24 8.93
NNDSVD 0.42 0.47 0.56 0.58 6.35 7.50 8.25 8.99
FKV-NMF 0.10 0.11 0.11 0.15 0.27 0.33 0.33 0.37

表 2 三种不同的初始化算法所产生的误差

error
Random (500× 300) ORL (10304× 400)

k = 15 k = 20 k = 25 k = 30 k = 25 k = 30 k = 35 k = 40
SVD-NMF 0.81 0.94 1.08 1.22 0.77 0.84 0.89 0.95
NNDSVD 0.60 0.61 0.62 0.63 0.32 0.33 0.33 0.34
FKV-NMF 0.75 0.75 0.72 0.69 0.62 0.55 0.55 0.59

从表 1和表 2中, 可以看出: 就时间来方面说, 本文提出的 FKV-NMF初始化算法所用
的时间要比 SVD-NMF和 NNDSVD小的多. 就误差方面来说, 初始化误差比 NNDSVD要
大一些, 但是比 SVD-NMF要小. 所以本文提出的初始化算法在大大节约了时间的同时, 误
差也在可接受的范围内.
在图 1中,展现了 SVD-NMF、NNDSVD和 FKV-NMF三种不同初始化算法对于非负矩

阵分解算法误差的影响. 图中曲线表示随着迭代次数增加, 误差的变化情况. 从图 1中可以看

iterations
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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r
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FKV-NMF
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FKV-NMF

图 1 使用不同初始化算法后, 随着迭代次数增加, MU算法误差变化情况

出, 在使用 SVD-NMF、NNDSVD和 FKV-NMF三种不同的初始化算法后, 使用MU算法进
行非负矩阵分解时, 随着迭代次数的增加, 误差均在减少, 直到达到一个平稳值. NNDSVD的
初始化误差虽然最小, 但误差很快便不再下降. 在随机生成的数据 (Random)上, 大约 100次
迭代后, 误差几乎不再下降, 在 ORL数据集上, 大约 200次迭代后, 误差几乎也不再下降, 而
且最终误差比其他两种方法都要高的多. 本文提出的 FKV-NMF虽然最终误差比 SVD-NMF
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稍高, 但是相差并不多. 而且在迭代的最初始阶段, 使用本文提出的 FKV-NMF初始化方法
的误差要比 SVD-NMF低一些.
下面, 展示了使用不同初始化算法后, MU算法迭代次数为 1000时, ORL数据库部分人

脸图像的重构情况. 图 2是人脸的重构图像, 第 1到第 3行使用的初始化算法依次是 SVD-
NMF、NNDSVD和 FKV-NMF.在表 3中,计算了重构图像的信噪比 (SNR),第 1到第 7列分
别表示 7个重构图像. 信噪比是用来衡量图像质量的一种方式, 信噪比越大, 表示重构的人脸
图像质量越好.这里信噪比的计算公式为: SNR = 10 ∗ log10(

∑
i,j

g(i, j)2/
∑
i,j

(f(i, j)− g(i, j))2),

其中 g(i, j)表示原始图像的灰度值, f(i, j)表示重构图像的灰度值.

图 2 ORL数据集人脸的重构图像

表 3 重构图像的信噪比 (SNR)

No 1 2 3 4 5 6 7
SVD-NMF 14.14 16.73 16.28 13.14 16.18 16.05 18.07
NNDSVD 13.45 16.03 15.98 12.76 15.49 15.17 17.30
FKV-NMF 13.88 16.65 16.53 13.09 16.13 16.03 18.04

从图 2和表 3中, 可以看出: 从重构图像的清晰度来看, 使用 SVD-NMF和本文提出的
FKV-NMF 初始化算法图像清晰度相差无几, 而使用 NNDSVD 初始化算法的重构图像效
果则稍差. 从 SNR的值来看, 使用 SVD-NMF和本文提出的 FKV-NMF初始化算法图像的
SNR值相差并不多, 而使用 NNDSVD初始化算法的重构图像 SNR值要明显小于其他两者.
通过以上数值实验, 可以看到: 本文提出的初始化算法 FKV-NMF的运行时间较 SVD-

NMF和 NNDSVD大大减少, 也在一定程度上保持了精度.
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INITIALIZATION OF NONNEGATIVE MATRIX FACTORIZATION

BASED ON MONTE CARLO METHOD

CHEN Hong-li

(School of Mathematics and Statistics, Wuhan University, Wuhan, 430072, China)

Abstract: The selection of initial values is crucial for nonnegative matrix factorization

(NMF), because it significantly influences the effectiveness of NMF algorithms. Some initialization

methods based on singular value decomposition (SVD) have been proposed [7,8]. However, when

the dimension of the matrix is very large, it is time-consuming to compute the SVD of original

matrix directly. In this paper, we propose a more time-saving initialization method (KFV-NMF).

Numerical experiments show that our initialization algorithm needs less time and the accuracy is

also maintained to some extent.

Keywords: nonnegative matrix factorization; initialization; SVD; FKV
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