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摘要: 本文研究了多线性分数次积分算子 T A
Ω,µ 及其极大算子MA

Ω,µ 在变指标空间上的有界性.

利用变指标 Lebesgue 空间和 Lipschitz空间的相关性质, 获得了这两类算子分别在变指标 Herz空间

和变指标 Herz-Morrey空间上的有界性. 这一结果推广了这两类算子在变指标 Lebesgue 空间上有界

性的结论.
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1 引言

设 0 < α < n, Sn−1 是 Rn 中的单位球面, 并且 Ω ∈ Ls(Sn−1)(s > 1)是零次齐次函数.
分数次积分 TΩ,µ及其极大算子MΩ,µ的定义为

TΩ,µf(x) =
∫

Rn

Ω(x− y)
|x− y|n−µ

f(y)dy, (1.1)

MΩ,µf(x) = sup
r>0

1
rn−µ

∫

|x−y|<r

|Ω(x− y)f(y)|dy. (1.2)

当 µ = 0时, TΩ,µ 与二阶变系数椭圆偏微分方程有着非常密切的联系. 1995年, Caldŕon
与 Zygmund证明了该算子在变指标 Lebesgue空间 Lp(·)(Rn)上有界. 随后, 又有很多学者对
其进行了进一步的研究 [1−3].

令 γ = (γ1, γ2, · · · , γn) , 并且 γi(i = 1, 2, · · · , n)是非负整数, 记 |γ| =:
n∑

i=1

γi且

γ! = γ1!γ2! · · · γn!, xγ = xγ1
1 xγ2

2 · · ·xγn
n ,

Dγ =
∂|γ|

∂γ1x1∂γ2x2 · · · ∂γnxn

.

令 A(x)是定义在 Rn 上的函数, Rm(A;x, y)表示定义在 Rn 上且 m − 1阶可导的函数
A(x)在点 x关于 y的m阶 Taylor展开式的余项, 即

Rm(A;x, y) = A(x)−
∑

|γ|≤m−1

1
γ!

DγA(y)(x− y)γ .
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在 2001 年, 丁勇 [4] 引入了如下一类带粗糙核的多线性分数次积分算子

T A
Ω,µf(x) =

∫

Rn

Ω(x− y)Rm(A;x, y)
|x− y|n−µ+m−1

f(y)dy, (1.3)

与之相应的分数次极大算子的定义为

MA
Ω,µf(x) = sup

r>0

1
rn−µ+m−1

∫

|x−y|<r

|Ω(x− y)||Rm(A;x, y)||f(y)|dy. (1.4)

显然, 当m = 0时, T A
Ω,µ即为交换子 [A, TΩ,µ]. 当m ≥ 1时, T A

Ω,µ即为上述交换子的非退化推

广. 丁勇 [4] 证明了当 DγA ∈ Lr(Rn)(1 ≤ r < ∞, |γ| = m − 1)时, 该算子在加权 Lebesgue
空间上有界; Wu和 Yang[5]证明了当DγA ∈ BMO(Rn)(|γ| = m− 1)时, 该算子在 Lebesgue
空间上有界.
另一方面, 在 1995 年, Paluszynski[6]给出了由 Riesz位势算子以及 Lipschitz函数生成的

广义交换子, 即多线性分数次积分算子, 并给出了 Besov空间的一些刻画. 在 Paluszynski[6]

的启发下, Lu和 Zhang[7]证明了当 DγA ∈ Λ̇(Rn)(|γ| = m− 1)时, T A
Ω,µ在 Lebesgue空间上

有界. 当 β > 0, 齐次 Lipschitz空间的定义为

‖f‖∧̇
β

= sup
x,h∈Rn,h 6=0

| 4[β]+1
h f(x)|
|h|β < ∞,

其中41
hf(x) = f(x + h)− f(x),4k+1

h f(x) = 4k
hf(x + h)−4k

hf(x), k ≥ 1.
若 1 ≤ q < ∞, 等价范数为

‖f‖∧̇
β

= sup
Q

1

|Q|1+ β
n

∫

Q

|f(x)−mQ(f)|dx ≈ sup
Q

1

|Q| β
n

(
1
|Q|

∫

Q

|f(x)−mQ(f)|qdx)
1
q . (1.5)

上述都是在一些经典函数空间上的结果, 随着科学的发展, 很多非线性的问题随之而来.
这时经典函数空间出现了一定的局限性, 例如它对非标准增长条件下的非线性问题已经失去
了效用. 在这类非线性问题的研究过程中, 学者越来越多的关注由经典函数空间到变指标函
数空间.
令 p(·) : Rn −→ [1,∞)上的可测函数. 记变指标 Lebesgue空间 Lp(·)(Rn)为存在某个

λ > 0使得 ∫

Rn

|f(x)
λ
|p(x)dx < ∞

成立的 Rn上的可测函数 f 全体. 变指标 Lebesgue空间 Lp(·)(Rn) 是一个 Banach 空间, 其范
数定义为 ‖f‖Lp(·)(Rn) := inf{λ > 0 : ρp( f

λ
) ≤ 1}. 记

p+ = ess sup{p(x) : x ∈ Rn}, p− = ess inf{p(x) : x ∈ Rn}.

用这个符号定义一族变指标

P(Rn) := {p(·) : Rn → [1,∞) : p− > 1, p− < ∞}.

p
′
(·)是 p(·)的共轭指标且 1

p′ (·) + 1
p(·) = 1.
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变指标空间与经典函数空间有很大的不同, 主要是变指标函数空间已经失去了平移不变
性, 这一区别导致许多在经典空间中成立的性质在变指标空间中不再成立. 随后一些学者发
现只要证明 Hardy-Littlewood极大算子M 在 Lp(·)(Rn) 上有界, 则相应的的经典调和分析和
函数空间理论中的许多结论可以在相应的变指标函数空间中成立.
给定函数 f ∈ L1

loc(Rn), Hardy-Littlewood极大算子M 的定义如下

Mf(x) := sup
r>0

r−n

∫

B(x,r)

|f(y)|dy, (x ∈ Rn),

其中 B(x, r) := {y ∈ Rn : |x− y| < r}. 若 p(·) ∈ P(Rn)满足下列条件

|p(x)− p(y)| ≤ −C

log(|x− y|) , |x− y| ≤ 1
2
, (1.6)

|p(x)− p(y)| ≤ C

log(e + |x|) , |y| ≥ |x|, (1.7)

可以得到 p(·) ∈ B(Rn). 则 Hardy-Littlewood极大算子M 在 Lp(·)(Rn)上有界.
在变指标 Lebesgue空间 Lp(·)(Rn)中, 有以下几个重要的命题.
命题 1.1 [8] 若 p(·), p′(·) ∈ B(Rn), 存在 0 < r1, r2 < 1且 C > 0, 使得

‖χS‖Lp
′ (·)(Rn)

‖χB‖Lp
′ (·)(Rn)

≤ C(
|S|
|B|)

r1 , (1.8)

‖χS‖Lp(·)(Rn)

‖χB‖Lp(·)(Rn)

≤ C(
|S|
|B|)

r2 , (1.9)

其中 S 是 Rn中所有的球 B的可测子集.
命题 1.2 [8] 若 p(·) ∈ B(Rn), 存在常数 C > 0, 使得 Rn中所有的球 B满足

1
|B|‖χB‖Lp(·)(Rn)‖χB‖Lp

′ (·)(Rn)
≤ C.

命题 1.3 [9] 若 p(·) ∈ P(Rn), q > p+且
1

p(·) = 1
q̃(·) + 1

q
, 则

‖fg‖Lp(·)(Rn) ≤ ‖f‖Lq̃(·)(Rn)‖g‖Lq(Rn).

命题 1.4 [10] 令 p(·) ∈ P(Rn)满足 (1.6)和 (1.7)式, 则有

‖χQ‖Lp(·)(Rn) ≈
{
|Q| 1

p(x) , |Q| ≤ 2n,

|Q| 1
p(∞) , |Q| ≥ 1,

对于所有的方体 (球体) Q ⊂ Rn, 其中 p(∞) = lim
x→∞

p(x).

众所周知, 在研究算子的有界性时, Hölder不等式是一个非常重要的工具, 当然在变指标
函数空间也需要同样类似的不等式, 于是就有了广义 Hölder不等式.
命题 1.5 [11] 若 p(·) ∈ P(Rn), 任意的 f ∈ Lp(·)(Rn), 则 fg在 Rn 上可积并且

∫

Rn

|f(x)g(x)|dx ≤ rp‖f‖Lp(·)(Rn)‖g‖Lp
′ (·)(Rn)

,
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其中 rp := 1 + 1
p−
− 1

p+
. 上述不等式被称为广义 Hölder不等式.

在变指标 Lebesgue空间中, Wu和 Lan[6]证明了当DγA ∈ Λ̇β(Rn)时, T A
Ω,µ是有界的. 结

果如下

定理 1.1 [12] 令 p(·) ∈ B(Rn), 0 < β < 1, DγA ∈ Λ̇β(|γ| = m − 1), 0 < α < n
p+

,
0 < α + β < n

p+
, 并且 1 < p+ < α+β

n
. 定义 q(·)满足 1

p(·) − 1
q(·) = α+β

n
, 使得

‖T A
Ω,µf‖Lq(·)(Rn) ≤ C

∑

|γ|=m−1

‖DγA‖∧̇
β(Rn)‖f‖Lp(·)(Rn).

2010 年, Izuki[8] 引入了变指标 Herz空间的定义, 接下来介绍一些定义以及记号. 对于任
意的 k ∈ Z, 记 Bk = {x ∈ Rn : |x| ≤ 2k}和 Rk = Bk\Bk−1; 对任意的 k ∈ Z, 记 χk = χRk

;
对任意的 k ∈ N0, 记 χ̃k = χk, 其中当 k ∈ N时, 有 χ̃k = χk; 当 k = 0时, 有 χ̃0 = χB0 .
定义 1.1 [8] 令 α ∈ R, 0 < q ≤ ∞且 p(·) ∈ P(Rn).齐次变指标 K̇α,q

p(·)(R
n)空间定义为

K̇α,q
p(·)(R

n) := {f ∈ L
p(·)
loc (Rn \ {0}) : ‖f‖K̇α,q

p(·)(Rn) < ∞},

其中 ‖f‖K̇α,q
p(·)(Rn) := ‖{2αl‖fχl‖Lp(·)(Rn)}∞l=−∞‖`q(Z).

本文将Wu和 Lan[12] 的结果推广到变指标 Herz空间, 建立多线性分数次积分算子在变
指标 Herz空间上的有界性.
定理 1.2 令 p1(·), p2(·) ∈ B(Rn), 0 < β < 1, DγA ∈ Λ̇β(|γ| = m − 1), s > (p

′
1)+,

0 < r1, r2 < ∞ 且满足命题 1.1 和 (1.8) 式, nr2 + β + µ < α < nr1 − (β + µ + n−1
s

). 如果
1

p1(·) − 1
p2(·) = β+µ

n
, 且 0 < q1 < q2 < ∞使得

‖T A
Ω,µf‖K̇

α,q2
p2(·)(Rn) ≤ C

∑

|γ|=m−1

‖DγA‖∧̇
β(Rn)‖f‖K̇

α,q1
p1(·)(Rn).

接下来介绍比变指标 Herz空间更广泛的变指标 Herz-Morrey空间, 并在此空间上建立
相应的结论.
定义 1.2 [13] 令α ∈ R, 0 < q ≤ ∞, p(·) ∈ P(Rn)且 0 ≤ λ < ∞. 齐次变指标Herz-Morrey

空间MK̇α,λ
q,p(·)(R

n)的定义如下

MK̇α,λ
q,p(·)(R

n) := {f ∈ L
p(·)
loc ((Rn \ {0}) : ‖f‖MK̇α,λ

q,p(·)(Rn)) < ∞},

其中 ‖f‖MK̇α,λ
q,p(·)(Rn) := sup

L∈Z
2−Lλ(

L∑
k=−∞

2αqk‖fχk‖q

Lp(·)(Rn)
)

1
q . 显然,当λ = 0时, MK̇α,λ

q,p(·)(R
n) =

K̇α,q
p(·)(R

n).
定理 1.3 令 p1(·), p2(·) ∈ B(Rn), 0 < β < 1, DγA ∈ Λ̇β(|γ| = m − 1). s > (p

′
1)+,

0 < λ < ∞, 0 < r1, r2 < ∞且满足 (1.6)和 (1.7)式, nr2+β+µ+λ < α < nr1−(β+µ+ n−1
s

).
如果 1

p1(·) − 1
p2(·) = β+µ

n
, 且 0 < q1 < q2 < ∞使得

‖T A
Ω,µf‖MK̇α,λ

q2,p2(·)(Rn) ≤ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖∧̇
β(Rn)‖f‖MK̇α,λ

q1,p1(·)(Rn).
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定理 1.4 在定理 1.2或定理 1.3的条件下, 多线性分数次极大算子MA
Ω,µ 在 K̇α,q

p(·)(R
n),

MK̇α,λ
q,p(·)(R

n)有界.
注 当m = 0时, T A

Ω,µf(x)即为交换子 [A, TΩ,µf(x)]在 K̇α,q
p(·)(R

n)以及MK̇α,λ
q,p(·)(R

n)有
界.
全文中, C 表示一个不依赖于主要参数的常数，但其值在不同的地方可能不尽相同.

2 主要引理和定理证明

在证明定理 1.2和定理 1.3之前, 需要一些必要的引理.
引理 2.1 [7] A(x)是 Rn上的一个函数, 且 A(x) ∈ Lq

loc(Rn) (q > n),

|Rm(A;x, y)| ≤ C|x− y|m
∑

|γ|=m

(
1
|Qy

x|
∫

Qy
x

|DγA(z)|qdy)
1
q ,

其中 Qy
x是以 x为心, 以 4

√
n|x− y|为边长的方体.

引理 2.2 [7] 令 Q∗ ⊂ Q, g ∈ Λ̇β(Rn)(0 < β < 1), 则 |mQ∗(g)−mQ(g)| ≤ C|Q| β
n ‖g‖∧̇

β
.

引理 2.3 [14] 设 Ω(x− y) ∈ Ls(Sn−1)(s > n
(n−α)

), k, j ∈ Z, 则

(1) 当 k ≤ j − 3, x ∈ Rk 时, (
∫

Rj

|Ω(x− y)|sdy)
1
s ≤ C2

jn
s ‖Ω‖Ls(Sn−1).

(2) 当 k ≥ j + 3, x ∈ Rk 时, (
∫

Rj

|Ω(x− y)|sdy)
1
s ≤ C2

(j−k+kn)
s ‖Ω‖Ls(Sn−1).

应用以上结果, 首先证明定理 1.2 .
定理 1.2 的证明 令 f ∈ K̇α,q1

p1(·)(R
n), 因为 0 < q1/q2 ≤ 1, 由不等式

(
∞∑

h=1

ah)q1/q2 ≤
∞∑

h=1

(ah)q1/q2(a1, a2, a3, · · · > 0). (2.1)

对于任意 j ∈ Z, 记 fj := fχj , 则 f =
∞∑

j=−∞
fj . 运用 (2.1) 式可得

‖T A
Ω,µf‖q1

K̇
α,q2
p2(·)(Rn)

≤
∞∑

k=−∞
2αq1k(

k−3∑
j=−∞

‖(T A
Ω,µfj)χk‖Lp2(·)(Rn))

q1

+
∞∑

k=−∞
2αq1k(

k+2∑
j=k−2

‖(T A
Ω,µfj)χk‖Lp2(·)(Rn))

q1

+
∞∑

k=−∞
2αq1k(

∞∑
j=k+3

‖(T A
Ω,µfj)χk‖Lp2(·)(Rn))

q1

=:I1 + I2 + I3.

首先估计 I2, 当 DγA ∈ ∧̇
β(Rn), 由定理 1.1中 T A

Ω,µ的 (Lp1(·)(Rn), Lp2(·)(Rn))有界性可知

I2 ≤C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

∞∑
k=−∞

(
k+2∑

j=k−2

‖fj‖Lp1(·)(Rn)2
αj2α(k−j))q1
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≤C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

‖f‖q1

K̇
α,q1
p1(·)(Rn)

.

接下来估计 I1, 为此由 (1.3)先对 |Rm(A;x, y)|进行估计.
对于任意 x ∈ Rn, 且 Q 是以 x 为心, 2

√
n|x − y| 为边长的方体, 令 AQ(y) = A(y) −∑

|γ|=m−1

1
γ!

mQ(DγA) · yγ , 显然可得 Rm(A;x, y) = Rm(AQ;x, y), 其中mQ(DγA)记作DγA在

Q上的平均. 再运用引理 2.1, 对于任意的 y,

|Rm(A;x, y)| ≤|Rm−1(AQ;x, y)|+ C
∑

|γ|=m−1

|DγAQ(x)||x− y|m−1

≤C|x− y|m−1
∑

|γ|=m−1

(
1
|Qy

x|
∫

Qy
x

|DγAQ(z)|qdy)
1
q

+ C
∑

|γ|=m−1

|DγAQ(x)||x− y|m−1, (2.2)

其中 Qy
x是以 x为心, 以 4

√
n|x− y|为边长的方体. 显然 Qy

x ⊂ 3Q, 由引理 2.2可得

(
1
|Qy

x|
∫

Qy
x

|DγAQ(z)|qdy)
1
q =(

1
|Qy

x|
∫

Qy
x

|DγA(z)−mQ(DγA)|qdy)
1
q

≤(
1
|Qy

x|
∫

Qy
x

|DγA(z)−mQy
x
(DγA)|qdy)

1
q

+ |mQy
x
(DγA)−m3Q(DγA)|+ |m3Q(DγA)−mQ(DγA)|

≤C‖DγA‖∧̇
β(Rn)|x− y|β. (2.3)

再次运用引理 2.2可得

|DγAQ(x)| ≤ C‖DγA‖∧̇
β(Rn)|Q|

β
n ≤ C‖DγA‖∧̇

β(Rn)|x− y|β. (2.4)

联立 (2.2)–(2.4)式可得

|Rm(A;x, y)| ≤ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖∧̇
β(Rn)|x− y|m−1+β. (2.5)

对于任意的 j, k ∈ Z且 j ≤ k − 3, 运用 (2.5) 式和广义 Hölder不等式, 可以得到

|(T A
Ω,µfj)χk| ≤

∫

Rj

|Ω(x− y)||Rm(A;x, y)|
|x− y|n−µ+m−1

|fj(y)|dy · χk (2.6)

≤ C2k(β+µ−n)
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖∧̇
β(Rn)

∫

Rn

|Ω(x− y)||fj(y)|χjdy · χk

≤ C2k(β+µ−n)
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖∧̇
β(Rn)‖fj‖Lp1(·)(Rn)‖Ω(x− y)χj‖

Lp
′
1(·)(Rn)

· χk.

因为 s > (p
′
1)+且

1

p
′
1(·)

= 1

p̃
′
1(·)

+ 1
s
, 运用命题 1.3和引理 2.3可得

‖Ω(x− y)χj‖
Lp
′
1(·)(Rn)

≤ ‖Ω(x− y)χj‖Ls(Rn)‖χj‖
Lp̃
′
1(·)(Rn)

≤ C2
(j−k+kn)

s ‖χBj
‖

Lp̃
′
1(·)(Rn)

. (2.7)
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由命题 1.4, 当 |Bj | ≤ 2n且 xj ∈ Bj , 有

‖χBj
‖

Lp̃
′
1(·)(Rn)

≈ |Bj |
1

p̃
′
1(xj) ≈ ‖χBj

‖
Lp
′
1(·)(Rn)

|Bj |− 1
s .

当 |Bj | ≥ 1, 有

‖χBj
‖

Lp̃
′
1(·)(Rn)

≈ |Bj |
1

p̃
′
1(∞) ≈ ‖χBj

‖
Lp
′
1(·)(Rn)

|Bj |− 1
s .

故有

‖χBj
‖

Lp̃
′
1(·)(Rn)

≈ ‖χBj
‖

Lp
′
1(·)(Rn)

|Bj |− 1
s . (2.8)

联立 (2.6)–(2.8) 式可得

‖(T A
Ω,µfj)χk‖Lp2(·)(Rn) (2.9)

≤C2k(β+µ−n)
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖∧̇
β(Rn)‖fj‖Lp1(·)(Rn)‖Ω(x− y)χj‖

Lp
′
1(·)(Rn)

‖χk‖Lp2(·)(Rn)

≤C2k(β+µ−n)
2

(k−j)(n−1)
s

∑

|γ|=m−1

‖DγA‖∧̇
β(Rn)‖fj‖Lp1(·)(Rn)‖χBj

‖
Lp
′
1(·)(Rn)

‖χk‖Lp2(·)(Rn).

运用命题 1.2和 (1.1)式可得

2k(β+µ−n)‖χBj
‖

Lp
′
1(·)(Rn)

‖χBk
‖Lp2(·)(Rn) ≤ C2k(β+µ)‖χBj

‖
Lp
′
1(·)(Rn)

‖χBk
‖−1

Lp
′
2(·)(Rn)

(2.10)

≤ C2k(β+µ)‖χBj
‖

Lp
′
1(·)(Rn)

‖χBj
‖−1

Lp
′
2(·)(Rn)

2nr1(j−k).

另一方面, 由分数次积分 Iβ+µ可以得到

Iβ+µ(χBj
)(x) ≥ Iβ+µ(χBj

)(x)χBj
≥ C2j(β+µ)χBj

. (2.11)

接下来, 运用 Hölder不等式, (2.11) 式, Iβ+µ 的 (Lp1(·)(Rn), Lp2(·)(Rn))有界性以及命题 1.2
可知

‖χBj
‖−1

Lp
′
2(·)(Rn)

≤ C2−nj‖χBj
‖Lp2(·)(Rn) ≤ C2−j(β+µ)2−nj‖Iβ+µ(χBj

)‖Lp2(·)(Rn)

≤ C2−j(β+µ)2−nj‖χBj
‖Lp1(·)(Rn) ≤ C2−j(β+µ)‖χBj

‖−1

Lp
′
1(·)(Rn)

. (2.12)

联立 (2.9)–(2.12)式可知

I1 ≤ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

∞∑
k=−∞

(
k−3∑

j=−∞
‖fj‖Lp1(·)(Rn)2

αj2e1(k−j))q1 , (2.13)

其中 e1 := β + µ − nr1 + α + n−1
s

< 0. 为了继续估计 (2.13) 式. 考虑以下这两种情形
1 < q1 < ∞和 0 < q1 ≤ 1.
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情形 1 若 1 < q1 < ∞, 运用 Hölder不等式, 可得

I1 ≤ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

∞∑
k=−∞

k−3∑
j=−∞

2αjq1‖fj‖q1

Lp1(·)(Rn)
2e1(k−j)

q1
2 × (

k−3∑
j=−∞

2e1(k−j)
q
′
1
2 )q1/q

′
1

≤ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

∞∑
j=−∞

2αjq1‖fj‖q1

Lp1(·)(Rn)

∞∑
k=j+3

2e1(k−j)
q1
2

≤ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

‖f‖q1

K̇
α,q1
p1(·)(Rn)

.

情形 2 若 0 < q1 ≤ 1, 运用 (2.1) 式, 用 q1代替 q1/q2可得

I1 ≤ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

∞∑
k=−∞

k−3∑
j=−∞

‖fj‖q1

Lp1(·)(Rn)
2αjq12e1(k−j)q1

≤ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

‖f‖q1

K̇
α,q1
p1(·)(Rn)

.

最后估计 I3, 对于任意的 j, k ∈ Z且 j ≥ k + 3, 类似于 (2.9)式的估计, 可以得到

‖(T A
Ω,µfj)χk‖Lp2(·)(Rn)

≤C2j(β+µ−n)
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖∧̇
β(Rn)‖fj‖Lp1(·)(Rn)‖χBj

‖
Lp
′
1(·)(Rn)

‖χBk
‖Lp2(·)(Rn). (2.14)

运用命题 1.2和 (1.8)式, 类似于 (2.10)式的估计可得

2j(β+µ−n)‖χBj
‖

Lp
′
1(·)(Rn)

‖χBk
‖Lp2(·)(Rn)

≤C2j(β+µ)‖χBk
‖Lp1(·)(Rn)‖χBk

‖−1
Lp2(·)(Rn)

2nr2(j−k). (2.15)

另一方面, 由分数次积分 Iβ+µ可以知道

Iβ+µ(χBk
)(x) ≥ Iβ+µ(χBk

)(x)χBk
≥ C2k(β+µ)χBk

. (2.16)

类似于 (2.11)式的估计, 可以得到

‖χBk
‖−1

Lp1(·)(Rn)
≤ C2−nk‖χBk

‖
Lp
′
1(·)(Rn)

≤ C2−k(β+µ)‖χBk
‖−1

Lp2(·)(Rn)
. (2.17)

联立 (2.14) – (2.18)式可得

I3 ≤ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

∞∑
k=−∞

(
∞∑

j=k+3

‖fj‖Lp1(·)(Rn)2
αj2e2(j−k))q1 , (2.18)

其中 e2 := β + µ + nr2 − α < 0 . 为了继续估计 (2.18) 式, 考虑以下这两种情形 1 < q1 < ∞
和 0 < q1 ≤ 1.
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情形 1 若 1 < q1 < ∞, 运用 Hölder不等式, 可以得到

I3 ≤ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

∞∑
k=−∞

∞∑
j=k+3

2αjq1‖fj‖q1

Lp1(·)(Rn)
2e2(j−k)

q1
2 × (

∞∑
j=k+3

2e2(j−k)
q
′
1
2 )q1/q

′
1

≤ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

∞∑
j=−∞

2αjq1‖fj‖q1

Lp1(·)(Rn)

∞∑
k=j−3

2e2(j−k)
q1
2

≤ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

‖f‖q1

K̇
α,q1
p1(·)(Rn)

.

情形 2 若 0 < q1 ≤ 1, 用 (2.1) 式, 用 q1代替 q1/q2可得

I3 ≤C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

∞∑
k=−∞

∞∑
j=k+3

‖fj‖q1

Lp1(·)(Rn)
2αjq12e2(j−k)q1

≤C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

‖f‖q1

K̇
α,q1
p1(·)(Rn)

.

这样就完成了定理 1.2的证明. 接下来证明定理 1.3 .

定理 1.3 的证明 令 f ∈ MK̇α,λ
q1,p1(·), 记 fj := fχj(j ∈ Z), 则 f =

∞∑
j=−∞

fj , 用 (2.1)式可

得

‖T A
Ω,µf‖q1

MK̇α,λ
q2,p2(·)(Rn)

≤C sup
L∈Z

2−Lλq1

L∑
k=−∞

2αq1k(
k−3∑

j=−∞
‖(T A

Ω,µfj)χk‖Lp2(·)(Rn))
q1

+ C sup
L∈Z

2−Lλq1

L∑
k=−∞

2αq1k(
k+2∑

j=k−2

‖(T A
Ω,µfj)χk‖Lp2(·)(Rn))

q1

+ C sup
L∈Z

2−Lλq1

L∑
k=−∞

2αq1k(
∞∑

j=k+3

‖(T A
Ω,µfj)χk‖Lp2(·)(Rn))

q1

=:D1 + D2 + D3.

首先估计 D2, 当 DγA ∈ ∧̇
β(Rn)时, 由定理 1.1中 T A

Ω,µ 的 (Lp1(·)(Rn), Lp2(·)(Rn)) 有界
性可知

D2 ≤C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

sup
L∈Z

2−Lλq1

L∑
k=−∞

(
k+2∑

j=k−2

‖fj‖Lp1(·)(Rn)2
αj2α(k−j))q1

≤C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

‖f‖q1

MK̇α,λ
q1,p1(·)(Rn)

.

类似于定理 1.2中 I1的估计方法, 可得

D1 ≤ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

sup
L∈Z

2−Lλq1

L∑
k=−∞

(
k−3∑

j=−∞
‖fj‖Lp1(·)(Rn)2

αj2d1(k−j))q1 . (2.19)
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其中 d1 := β + µ − nr1 + α + n−1
s

< 0, 为了继续估计 (2.19) 式, 考虑以下这两种情形
1 < q1 < ∞和 0 < q1 ≤ 1.

情形 1 若 1 < q1 < ∞, 运用 Hölder不等式, 可以得到

D1 ≤C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

sup
L∈Z

2−Lλq1

L∑
k=−∞

k−3∑
j=−∞

2αjq1‖fj‖q1

Lp1(·)(Rn)
2d1(k−j)

q1
2

× (
k−3∑

j=−∞
2d1(k−j)

q
′
1
2 )q1/q

′
1

≤C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

‖f‖q1

MK̇α,λ
q1,p1(·)(Rn)

.

情形 2 若 0 < q1 ≤ 1, 运用 (2.1)式, 用 q1代替 q1/q2可得

D1 ≤ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

sup
L∈Z

2−Lλq1

L∑
k=−∞

k−3∑
j=−∞

‖fj‖q1

Lp1(·)(Rn)
2αjq12d1(k−j)q1

≤ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

‖f‖q1

MK̇α,λ
q1,p1(·)(Rn)

.

最后估计 D3,

D3 ≤ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

sup
L∈Z

2−Lλq1

L∑
k=−∞

(
∞∑

j=k+3

‖fj‖Lp1(·)(Rn)2
αj2d2(j−k))q1 , (2.20)

其中 d2 := β + µ + nr2 − α < 0. 为了继续估计 (2.20) 式, 考虑以下这两种情形 1 < q1 < ∞
和 0 < q1 ≤ 1.
情形 1 若 1 < q1 < ∞, 有

D3 ≤C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

sup
L∈Z

2−Lλq1

L∑
k=−∞

(
L∑

j=k+3

‖fj‖Lp1(·)(Rn)2
αj2d2(j−k))q1

+ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

sup
L∈Z

2−Lλq1

L∑
k=−∞

(
∞∑

j=L+1

‖fj‖Lp1(·)(Rn)2
αj2d2(j−k))q1

=:D31 + D32.

对于 D31, 运用 Hölder不等式, 得到

D31 ≤C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

sup
L∈Z

2−Lλq1

L∑
k=−∞

L∑
j=k+3

2αjq1‖fj‖q1

Lp1(·)(Rn)
2d2(j−k)

q1
2

× (
k+3∑

j=−∞
2d2(j−k)

q
′
1
2 )q1/q

′
1

≤C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

‖f‖q1

MK̇α,λ
q1,p1(·)(Rn)

.
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对于 D32, 由已知条件 d2 + λ < 0和 Hölder不等式, 可得

D32 ≤C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

sup
L∈Z

2−Lλq1

L∑
k=−∞

(
∞∑

j=L+1

‖fj‖Lp1(·)(Rn)2
αj2(j−k)

(d2+λ)
2 2(j−k)

(d2−λ)
2 )q1

≤C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

sup
L∈Z

2−Lλq1

L∑
k=−∞

∞∑
j=L+1

2λjq12(j−k)(d2+λ)
q1
2

× 2−λjq1

j∑
m=−∞

2αmq1‖fm‖q1

Lp1(·)(Rn)

≤C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

‖f‖q1

MK̇α,λ
q1,p1(·)(Rn)

sup
L∈Z

2−Lλq1

L∑
k=−∞

2λkq1

∞∑
j=L+1

2(j−k)(d2+λ)
q1
2

≤C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

‖f‖q1

MK̇α,λ
q1,p1(·)(Rn)

.

情形 2 若 0 < q1 ≤ 1, 由已知条件 d2 + λ < 0 , 运用 (2.1) 式, 用 q1代替 q1/q2可得

D3

≤C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

sup
L∈Z

2−Lλq1

L∑
k=−∞

L∑
j=k+3

‖fj‖q1

Lp1(·)(Rn)
2αjq12d2(j−k)q1

+ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

sup
L∈Z

2−Lλq1

L∑
k=−∞

∞∑
j=L+1

‖fj‖q1

Lp1(·)(Rn)
2αjq12d2(j−k)q1

≤C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

‖f‖q1

MK̇α,λ
q1,p1(·)(Rn)

+ C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

sup
L∈Z

2−Lλq1

L∑
k=−∞

∞∑
j=L+1

2λjq12d2(j−k)q12−λjq1

j∑
m=−∞

2αmq1‖fm‖q1

Lp1(·)(Rn)

≤C
∑

|γ|=m−1

‖DγA‖q1∧̇
β(Rn)

‖f‖q1

MK̇α,λ
q1,p1(·)(Rn)

.

这样就完成了定理 1.3的证明. 定理 1.4的证明与上述证明类似.
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BOUNDEDNESS OF FRACTIONAL MULTILINEAR SINGULAR

INTEGRAL AND MAXIMAL OPERATOR ON VARIABLE

EXPONENT HERZ SPACES
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Abstract: In this paper, we study the the boundedness of fractional multilinear integral

operator T A
Ω,µ and maximal operator MA

Ω,µ on variable exponent spaces. By using some properties

of variable exponent Lebesgue space and Lipschitz space, it is additionally obtain the boundedness

of fractional multilinear integral operators on variable exponent Herz spaces and variable exponent

Herz-Morrey spaces, which generalize the main theorems for the boundedness of fractional

multilinear integral operators on variable exponent Lebesgue space.
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