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摘要: 本文研究了一类带 Neumann 边界条件的脉冲分数阶偏微分方程解的振动性质. 利用修

正后的 Riemann-Liouille 分数阶定义下的相关性质及 Riccati 变换和不等式技巧, 获得了一些判别解

振动的充分条件, 并给出相关例子说明了主要结论, 推广了文献 [12] 中的结果.
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1 引言

脉冲微分方程理论的出现使得对理论物理、化学、生物技术和人口动力学等学科中的某

些过程和现象的精确模拟成为可能. 近年来, 由于分数阶微分方程在反常扩散、多孔介质力
学、非牛顿流体力学、粘弹性力学、软物质力学、生物医学以及控制系统等领域的广泛应用,
其研究越来越受到人们的关注. 不论在理论还是应用中, 人们主要研究分数阶微分方程的定
性性质, 研究方向众多, 如解的存在性以及带有初值条件或边界条件的分数阶微分方程解的
稳定性, 其相关定性理论研究迅速发展, 并得到了一些研究成果. 偏微分方程解的振动问题已
有一些学者通过研究得到了一些结论 [1]−[3]. 近年来, 分数阶微分方程的振动性问题受到广泛
关注, 一些学者研究带阻尼项的分数阶微分方程的振动性 [4]−[10], 并陆续有很好的研究成果
发表 [11]−[17]. 但关于脉冲分数阶微分方程的振动性研究却很少, 本篇论文借鉴现有的一些研
究结果以及方法来进一步讨论脉冲分数阶偏微分方程的性质.
本文将讨论如下方程





Dα
+,t

(
r(t)Dα

+,tu(x, t)
)

+ p(t)Dα
+,tu(x, t) = a(t)h(u)∆u(x, t)

+
∑j

i=1 ai(t)hi(u(x, t− τi))∆u(x, t− τi)−m(x, t, u(x, t))− q(x, t)F (u(x, t)), t 6= tk,

Dα
+,tu(x, t+k )−Dα

+,tu(x, t−k ) = αkD
α
+,tu(x, tk), k = 1, 2, 3, · · · , (x, t) ∈ Ω×R+ ≡ E,

u(x, t+k )− u(x, t−k ) = βku(x, tk), k = 1, 2, 3, · · · , (x, t) ∈ Ω×R+ ≡ E,

(1.1)
边界条件

∂u(x, t)
∂N

= 0, (x, t) ∈ ∂Ω×R+, t 6= tk, (1.2)
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其中 α ∈ (0, 1), ∆ 为拉普拉斯算子, Ω 是 Rn 内的有界域, ∂Ω 充分光滑, Ω = Ω ∪ ∂Ω, N

为 ∂Ω 的单位外法向量, 0 < t1 < · · · < ti < · · · 且 lim
i→∞

ti = +∞.

如下是本文的基本假设

(H1) a(t), p(t), ai(t) ∈ C(R+;R+), r(t) ∈ Cα(R+;R+) 且 τi ≥ 0 是常数, i ∈ Ij =
{1, 2 · · · , j}; αk > −1, βk > −1.

(H2) q(x, t) ∈ C(E;R+), q(t) = min
x∈Ω

q(x, t); h′(u), h
′
i(u), F (u) ∈ C(R;R), 对于 x 6= 0,

存在一个正常数 c, 使得 F (x)
x

≥ c > 0; u 6= 0, uh′(u) > 0, uh
′
i(u) > 0.

(H3) m ∈ C(E ×R;R),

m(x, t, η) =

{
≥ 0, η ∈ (0,+∞),
≤ 0, η ∈ (−∞, 0).

(H4) u(x, t) 和它的分数阶导数 Dα
+,tu(x, t) 是分段连续函数, t = tk, k = 1, 2, 3, · · · 为第

一类间断点, 且在 t = tk 处左连续, 即 Dα
+,tu(x, t−k ) = Dα

+,tu(x, tk), u(x, t−k ) = u(x, tk).
定义 1.1 [18] f : R+ → R, 阶数为 α > 0 的 Riemann-Liouville左侧分数阶积分定义如下

(Iα
0+f)(t) =

1
Γ(α)

∫ t

0

(t− v)α−1f(v)dv. (1.3)

上式在 R+ 是逐点定义的, Γ 是 gamma 函数.
定义 1.2 [19] 修正后的 Riemann-Liouville 分数阶导数定义如下

{
Dα

t f(t) = 1
Γ(1−α)

d
dt

∫ t

0
(t− ξ)−α(f(ξ)− f(0))dξ, 0 < α < 1,

Dα
t f(t) = (fn(t))α−n

, 1 ≤ n ≤ α < n + 1.
(1.4)

下面给出关于 α 阶修正后的 Riemann-Liouville 分数阶导数的一些计算公式

Dα
t tr =

Γ(1 + α)
Γ(1 + r − α)

tr−α,

Dα
t (f(t)h(t)) = h(t)Dα

t f(t) + f(t)Dα
t h(t),

Dα
t f [h(t)] = f ′hDα

t h(t) = Dα
hf [h(t)](h′(t))α.

及一些在本文的证明中要用到的记号

U(t) =
∫

Ω

u(x, t)dx, R(t) = Iα
+

(
p(t)
r(t)

)
, ξ =

tα

Γ(1 + α)
, r̃(ξ) = r(t),

p̃(ξ) = p(t), q̃(ξ) = q(t), ψ̃(ξ) = ψ(t), R̃(ξ) = R(t).

2 主要结果和证明

定理 2.1 如果下列脉冲分数阶微分不等式




Dα
+,t

[
r(t)Dα

+,tU(t)
]
+ p(t)Dα

+,tU(t) ≤ −cq(t)U(t)

Dα
+,tU(t+) = (1 + αk)Dα

+,tU(t), k = 1, 2, 3, · · · ,

U(t+) = (1 + βk)U(t), k = 1, 2, 3, · · ·
(2.1)
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没有最终正解, 且下列脉冲分数阶微分不等式




Dα
+,t

[
r(t)Dα

+,tU(t)
]
+ p(t)Dα

+,tU(t) ≥ −cq(t)U(t)

Dα
+,tU(t+) = (1 + αk)Dα

+,tU(t), k = 1, 2, 3, · · · ,

U(t+) = (1 + βk)U(t), k = 1, 2, 3, · · ·
(2.2)

没有最终负解, 那么方程 (1.1) 和 (1.2) 的每个非平凡解 u(x, t) 在 E 内都是振动的.
证 设 u(x, t)是方程 (1.1)和 (1.2)的一个非振动解.不妨设存在 t0 ≥ 0,使得 u(x, t) > 0,

u(x, t− τi) > 0, (x, t) ∈ Ω× [t0,+∞).
当 t 6= tk. 将方程 (1.1) 的第一个式子关于 x 在 Ω 内积分, 得到

Dα
+,t

∫

Ω

(
r(t)Dα

+,tu(x, t)
)
dx + p(t)

∫

Ω

Dα
+,tu(x, t)dx

=a(t)
∫

Ω

h(u)∆u(x, t)dx +
j∑

i=1

ai(t)
∫

Ω

hi(u(x, t− τi))∆u(x, t− τi)dx

−
∫

Ω

m(x, t, u(x, t))dx−
∫

Ω

q(x, t)F (u(x, t))dx. (2.3)

由 Green 公式、边值条件 (1.2) 及条件 (H2), 容易得到
∫

Ω

h(u)∆u(x, t)dx =
∫

∂Ω

h(u)
∂u(x, t)

∂N
dS −

∫

Ω

h′(u) | grad u |2 dx

= −
∫

Ω

h′(u) | grad u |2 dx ≤ 0, t ≥ t0, (2.4)
∫

Ω

hi(u(x, t− τi))∆u(x, t− τi)dx

= −
∫

Ω

h′i(u(x, t− τi)) | grad u(x, t− τi) |2 dx ≤ 0, t ≥ t0, (2.5)

及
∫

Ω

m(x, t, u(x, t))dx ≥ 0, t ≥ t0, (2.6)
∫

Ω

q(x, t)F (u(x, t))dx ≥
∫

Ω

cq(t)u(x, t)dx ≥ cq(t)U(t), t ≥ t0. (2.7)

由 (2.3)–(2.7) 式, 得到

Dα
+,t

[
r(t)Dα

+,tU(t)
]
+ p(t)Dα

+,tU(t) ≤ −cq(t)U(t), t ≥ t0. (2.8)

当 t = tk. 分别对方程 (1.1) 的第二个式子和第三个式子关于 x 在 Ω 内积分, 得到

Dα
+,tU(t+k ) = Dα

+,t

∫

Ω

u(x, t+k )dx = (1 + αk)Dα
+,t

∫

Ω

u(x, tk)dx = (1 + αk)Dα
+,tU(tk),

k = 1, 2, 3, · · · . (2.9)
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U(t+k ) =
∫

Ω

u(x, t+k )dx = (1 + βk)
∫

Ω

u(x, tk)dx = (1 + βk)U(tk), k = 1, 2, 3, · · · . (2.10)

由 (2.8)–(2.10) 式知, U(t) =
∫
Ω

u(x, t)dx 是脉冲分数阶微分不等式 (2.1) 的最终正解, 这与
假设矛盾.
若 u(x, t) 是脉冲分数阶微分方程 (1.1) 和 (1.2) 的最终负解. 用类似方法, 容易得

到 U(t) =
∫
Ω

u(x, t)dx 是脉冲分数阶微分不等式 (2.2) 的最终负解, 这与假设矛盾. 定理得
证.
引理 2.2 [18] 若 G(t) =

∫ t

0
(t − v)−αU(v)dv, α ∈ (0, 1), t > 0, 则 G′(t) = Γ(1 −

α)(Dα
+U)(t), α ∈ (0, 1), t > 0.

引理 2.3 若 0 < α < 1, 则 (Dα
+Iα

0+f)(x) = f(x).
证 由定义 1.1 和 1.2 可得

(Dα
+Iα

0+f)(x) =
1

Γ(1− α)
d

dx

∫ x

0

dt

(x− t)α
(

1
Γ(α)

∫ t

0

f(s)ds

(t− s)1−α
− Iα

0+f(0))

=
1

Γ(α)Γ(1− α)
d

dx

∫ x

0

dt

(x− t)α

∫ t

0

f(s)
(t− s)1−α

ds

=
1

Γ(α)Γ(1− α)
d

dx

∫ x

0

f(s)ds

∫ x

s

(x− t)−α(t− s)α−1dt.

令 t = s + µ(x− s), 利用 Beta 函数的定义得
∫ x

s

(x− t)−α(t− s)α−1dt =
∫ 1

0

µα−1(1− µ)−αdµ = B(α, 1− α),

(Dα
+Iα

0+f)(x) =
B(α, 1− α)

Γ(α)Γ(1− α)
d

dx

∫ x

0

f(s)ds = f(x).

引理 2.4 [20] 假设 w ∈ PC1[R+, R],

w′(t) ≤ g1(t)w(t) + g2(t), t 6= tk, t ≥ t0,

w(t+k ) ≤ (1 + δk)w(tk), k = 1, 2, 3, · · · ,

其中 g1, g2 ∈ C[R+, R], δk 是常数, PC1[R+, R] = {x(t) : R+ → R, x(t)在除 t = tk, k =
1, 2, · · ·以外的点连续可微, x(t+k ), x(t−k ), x′(t+k ), x′(t−k )存在, 且 x(tk) = x(t−k ), x′(tk) = x′(t−k )}.
则

w(t) ≤w(t0)
∏

t0<tk<t

(1 + δk) exp(
∫ t

t0

g1(s)ds)

+
∫ t

t0

∏
s<tk<t

(1 + δk) exp(
∫ t

s

g1(σ)dσ)g2(s)ds, t ≥ t0.

定理 2.5 假设存在 t∗ ≥ 0,
∫ ∞

t∗

1
r(s)eR(s)

ds = +∞, (2.11)
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且

lim
ξ→∞

∫ ξ

t∗

∏
t∗<ξk<s

1 + βk

1 + αk

ψ̃(s)ds = +∞, (2.12)

其中 ψ̃(s) = ceR̃(s)q̃(s). 那么方程 (1.1)–(1.2) 每个非平凡解 u(x, t) 在 E 内振动.
证 用反证法. 假设 U(t) 是脉冲分数阶微分不等式 (2.1) 的非振动解. 不失一般性, 假

设 U(t) 是脉冲分数阶微分不等式 (2.1) 的最终正解, 存在 t∗ ≥ 0 , 使得 U(t) > 0, U(t− τi) >

0, G(t) > 0, t ≥ t∗. 由 (2.1) 式及引理 2.3, 有

Dα
+

[
eR(t)r(t)Dα

+U(t)
]

= eR(t)Dα
+

[
r(t)Dα

+U(t)
]
+ r(t)Dα

+U(t)Dα
+eR(t)

= eR(t)Dα
+

[
r(t)Dα

+U(t)
]
+ r(t)Dα

+U(t)eR(t)Dα
+Iα

0+

(
p(t)
r(t)

)

= eR(t)Dα
+

[
r(t)Dα

+U(t)
]
+ eR(t)p(t)Dα

+U(t)

= eR(t)
[
Dα

+[r(t)Dα
+U(t)] + p(t)Dα

+U(t)
]

< −ceR(t)q(t)U(t) < 0. (2.13)

由上式知 eR(t)r(t)Dα
+U(t) 在 t ≥ t∗ 上是减函数. 不妨设 Dα

+U(t) > 0, t ∈ [t∗,∞). 否则, 存
在 T ∈ [t∗,∞), 使得 Dα

+U(T ) < 0, eR(t)r(t)Dα
+U(t) ≤ eR(T )r(T )Dα

+U(T ) = c1 < 0, 其中 c1

在 t ∈ [T,∞) 是一个常数. 根据引理 2.2, 有

G′(t)
Γ(1− α)

= Dα
+U(t) ≤ c1

eR(t)r(t)
. (2.14)

对上述不等式从 T 到 t 积分, 得
∫ t

T

G′(s)
Γ(1− α)

ds ≤
∫ t

T

c1

eR(s)r(s)
ds, (2.15)

G(t) ≤ G(T ) + Γ(1− α)c1

∫ t

T

1
eR(s)r(s)

ds. (2.16)

当 t → +∞, lim
t→∞

G(t) ≤ −∞, 这与 G(t) > 0 矛盾. 因此 Dα
+U(t) > 0, t > T .

令

w(t) = eR(t) r(t)D
α
+U(t)

U(t)
,

则 w(t) > 0, 由 (2.1) 式及引理 2.3, 容易得到

Dα
+w(t) = eR(t)Dα

+[
r(t)Dα

+U(t)
U(t)

] +
r(t)Dα

+U(t)
U(t)

Dα
+eR(t)

= eR(t) D
α
+[r(t)Dα

+U(t)]
U(t)

− eR(t)r(t)Dα
+U(t)Dα

+U(t)
U2(t)

+
p(t)
r(t)

w(t)

≤ eR(t)
−p(t)Dα

+,tU(t)− cq(t)U(t)
U(t)

− w2(t)
eR(t)r(t)

+
p(t)
r(t)

w(t)

≤ −ceR(t)q(t)− p(t)
r(t)

w(t)− w2(t)
eR(t)r(t)

+
p(t)
r(t)

w(t)

≤ −ceR(t)q(t). (2.17)



No.2 冯茜等: 一类脉冲分数阶偏微分方程解的振动性 233

即

Dα
+w(t) ≤ −ψ(t), (2.18)

其中 ψ(t) = ceR(t)q(t). 利用 (H1) 和 w(t) 的定义式, 不等式 (2.1) 的第二个式子和第三个式
子变为

w(t+k ) =
1 + αk

1 + βk

w(tk), k = 1, 2, 3, · · · . (2.19)

令 ξ = tα

Γ(1+α)
, w̃(ξ) = w(t), ψ̃(ξ) = ψ(t), 则 w̃(ξ) > 0, 可以得到

Dα
+w(t) = Dα

+w̃(ξ) = w̃′(ξ)Dα
+(ξ) = w̃′(ξ), (2.20)

则 (2.18) 式变为

w̃′(ξ) ≤ −ψ̃(ξ). (2.21)

由 (2.19)–(2.21) 式, 容易得到
{

w̃′(ξ) ≤ −ψ̃(ξ), ξ 6= ξk, ξ ≥ t∗,

w̃(ξ+
k ) = 1+αk

1+βk
w̃(ξk), k = 1, 2, 3, · · · .

(2.22)

根据引理 2.4, 得

w̃(ξ) ≤ w̃(t∗)
∏

t∗<ξk<ξ

1 + αk

1 + βk

−
∫ ξ

t∗

∏
s<ξk<ξ

1 + αk

1 + βk

ψ̃(s)ds

=
∏

t∗<ξk<ξ

1 + αk

1 + βk

[
w̃(t∗)−

∫ ξ

t∗

∏
t∗<ξk<s

1 + βk

1 + αk

ψ̃(s)ds

]
< 0, (2.23)

这与 w̃(ξ) > 0 矛盾, 定理 2.5 的第一部分证毕.
若 U(t) 是不等式 (2.2) 的一个非振动解. 不妨设 U(t) 是脉冲分数阶微分不等式 (2.2) 的

最终负解, 则 G(t) < 0, t ∈ [t∗,∞). 用类似方法, 容易得到 Dα
+U(t) < 0, t ≥ t∗. 令 w(t) =

−eR(t) r(t)Dα
+U(t)

U(t)
, 则 w < 0. 根据 (2.2) 式, 可以得到 Dα

+w(t) ≥ ceR(t)q(t) = ψ(t) 和 w(t+k ) =
1+αk

1+βk
w(tk), k = 1, 2, 3, · · · . 即

{
w̃′(ξ) ≥ ψ̃(ξ), ξ 6= ξk, ξ ≥ t∗,

w̃(ξ+
k ) = 1+αk

1+βk
w̃(ξk), k = 1, 2, 3, · · · .

(2.24)

若 w̃(ξ) = −ṽ(ξ) {
ṽ′(ξ) ≤ −ψ̃(ξ), ξ 6= ξk, ξ ≥ t∗,

ṽ(ξ+
k ) = 1+αk

1+βk
ṽ(ξk), k = 1, 2, 3, · · · .

(2.25)

由引理 2.4, 得

ṽ(ξ) ≤ ṽ(t∗)
∏

t∗<ξk<ξ

1 + αk

1 + βk

−
∫ ξ

t∗

∏
s<ξk<ξ

1 + αk

1 + βk

ψ̃(s)ds, (2.26)
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则

w̃(ξ) ≥ w̃(t∗)
∏

t∗<ξk<ξ

1 + αk

1 + βk

+
∫ ξ

t∗

∏
s<ξk<ξ

1 + αk

1 + βk

ψ̃(s)ds

=
∏

t∗<ξk<ξ

1 + αk

1 + βk

[w̃(t∗) +
∫ ξ

t∗

∏
t∗<ξk<s

1 + βk

1 + αk

ψ̃(s)ds] > 0, (2.27)

这与结论 w̃(ξ) < 0 矛盾. 定理 2.5 证毕.

3 举例

例 1 考虑如下问题





D
1
2
+,t[e

−t− 2
3
√

π
t
3
2
D

1
2
+,tu(x, t)] + 1

2
te−t− 2

3
√

π
t
3
2
D

1
2
+,tu(x, t)

= etu2∆u(x, t) + t
2
3 ∆u(x, t− π

3
)− u3(x,t)

1+t2+x2 − (x2 + t2)u(x, t), t 6= tk,

D
1
2
+,tu(x, t+k )−D

1
2
+,tu(x, t−k ) = D

1
2
+,tu(x, tk), k = 1, 2, 3, · · · , (x, t) ∈ Ω×R+ ≡ E,

u(x, t+k )− u(x, t−k ) = u(x, tk), k = 1, 2, 3, · · · , (x, t) ∈ Ω×R+ ≡ E,

(3.1)

边界条件为

∂u(x, t)
∂N

= 0, (x, t) ∈ ∂Ω×R+, t 6= tk, (3.2)

证 在 (3.1)式中, r(t) = e−t− 2
3
√

π
t
3
2
, p(t) = 1

2
te−t− 2

3
√

π
t
3
2
, a(t) = et, a1(t) = t

2
3 , m(x, t, u) =

u3(x,t)
1+t2+x2 , h(u) = u2, h1(u) = 1, q(x, t) = x2 + t2, q(t) = min(x2 + t2) = t2, F (u) = u, F (u)

u
≥

c = 1, j = 1, αk = βk = 1. 那么

R(t) = I
1
2
0+(

p(t)
r(t)

) =
1

Γ( 1
2
)

∫ t

0

(t− v)
1
2−1(

v

2
)dv =

1
Γ( 1

2
)

∫ t

0

(−v)d(t− v)
1
2 =

2
3
√

π
t

3
2 ,

∫ ∞

t∗

1
r(s)eR(s)

ds =
∫ ∞

t∗

1

e−s− 2
3
√

π
s

3
2
e

2
3
√

π
s

3
2
ds =

∫ ∞

t∗
esds = +∞,

则

lim
ξ→∞

∫ ξ

t∗
eR̃(s)q̃(s)ds = lim

ξ→∞

∫ ξ

t∗
e

2
3
√

π
s

3
2
s2ds = lim

ξ→∞
[
√

πs
3
2 e

2
3
√

π
s

3
2 |ξt∗ −

∫ ξ

t∗
e

2
3
√

π
s

3
2√

πds
3
2 ]

= lim
ξ→∞

[
√

πs
3
2 e

2
3
√

π
s

3
2 |ξt∗ −

∫ ξ

t∗

3
√

π

2
e

2
3
√

π
s

3
2
s

1
2 ds]

= lim
ξ→∞

[
√

πs
3
2 e

2
3
√

π
s

3
2 |ξt∗ −

3π

2

∫ ξ

t∗
de

2
3
√

π
s

3
2 ]

= lim
ξ→∞

[
√

πξ
3
2 e

2
3
√

π
ξ

3
2 − 3π

2
e

2
3
√

π
ξ

3
2 −√π(t∗)

3
2 e

2
3
√

π
(t∗)

3
2 − 3π

2
e

2
3
√

π
(t∗)

3
2 ]

= +∞,
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lim
ξ→∞

∫ ξ

t∗

∏
t∗<ξk<s

1 + βk

1 + αk

ψ̃(s)ds = +∞.

则由定理 2.5 可知, 问题 (3.1) 和 (3.2) 的解都是振动的.
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OSCILLATION FOR A CLASS OF IMPULSIVE FRACTIONAL

PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

FENG Qian, MA Qing-xia, LIU An-ping

(School of Mathematics and Physics, China University of Geosciences, Wuhan 430074, China)

Abstract: In this paper, we study the oscillation criteria for a class of impulsive fractional

partial differential equations with Neumann boundary condition. By using the properties of the

modified Riemann-Liouville fractional partial differential equations and a generalized Riccati

technique and the differential inequality methods, some sufficient conditions for the oscillatory

behavior of the solution are obtained. As an application, the relevant example is given to illustrate

the main conclusions, which generalize the results in [12].

Keywords: impulsive; fractional partial differential equations; modified Riemann-Liouville

fractional partial derivative; oscillation
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