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加权双线性 Hardy算子在加幂权 Lp 空间中的最佳常数
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摘 要: 本文研究了加权双线性 Hardy 算子和加权双线性 Cesàro 算子在加幂权 Lp 空间

中的有界性, 精确得到了这两类算子在加幂权 Lp 空间中的算子范数. 作为应用, 得到了双线性

Riemann-Liouville算子和双线性Weyl算子的最佳常数.

关键词: 加权双线性 Hardy 算子; 加权双线性 Cesàro 算子; 加幂权 Lp 空间; 双线性
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1 引言

1920 年, 英国数学家 Hardy 在研究双重 Hilbert 级数的收敛时, 建立了经典 Hardy
算子, 见文献 [1]. 经典的一维 Hardy 算子的定义为 H(f)(x) = 1

x

∫ x

0
f(t)dt, x 6= 0, 其中

1 < p < +∞, f 是 (0,∞)上的非负局部可积函数. 经典的一维 Hardy不等式的形式为

(
∫ ∞

0

(H(f)(x))pdx)
1
p <

p

p− 1
(
∫ ∞

0

fp(x)dx)
1
p ,

其中 1 < p < ∞, 且 p
p−1
是最佳常数 (见文献 [2]). 借助于简单的变量替换, Hardy算子 H 可

以表示为 H(f)(x) =
∫ 1

0
f(tx)dt, x 6= 0.

1984年, Carton-Lebrun和 Fosset在文献 [3]中首先定义了如下的加权 Hardy算子: 设
ω : [0, 1] → [0,∞)是一个函数, f是Rn上的复值可测函数,Hωf(x) =

∫ 1

0
f(tx)ω(t)dt, x ∈ Rn.

当 ω(t) ≡ 1及 n = 1时, Hω 是经典的一维 Hardy算子H. 2001年, Xiao在文献 [4]中得到了
加权 Hardy算子在 Lp(Rn)空间中的最佳常数.
定理 A [4] 设 p ∈ [1,∞], ω : [0, 1] → [0,∞)一个函数, 则 Hω 在 Lp(Rn)上有界当且仅当

C1 =
∫ 1

0
t−

n
p ω(t)dt < ∞, 且 ‖Hωf‖Lp(Rn)→Lp(Rn) = C1. 同时, Xiao在文献 [4]中研究了加权

Hardy算子的共轭算子, 加权 Cesàro算子, 其定义如下. 设 ω : [0, 1] → [0,∞)是一个函数, f

是 Rn上的复值可测函数. 加权 Cesàro算子的定义为 Vωf(x) =
∫ 1

0
f(x/t)t−nω(t)dt, x ∈ Rn.

当 ω(t) ≡ 1及 n = 1时, Vω 是经典的 Cesàro算子. 加权 Hardy算子 Hω 和加权 Cesàro算子
Vω 是一对共轭算子, 即

∫

Rn

g(x)Hωf(x)dx =
∫

Rn

f(x)Vωg(x)dx,
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其中 f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lq(Rn), 1 < p < ∞, 1/p + 1/q = 1. 因此 Hω 和 Vω 满足交换律:
HωVω = VωHω.
受多线性算子理论的影响, 2015年, 傅等在文献 [5]中将加权 Hardy算子推广到多线性

情形. 设 ω : [0, 1]× · · · × [0, 1] → [0,∞)是一个可积函数, f1, · · · , fm 是 Rn 上的复值可测函

数, 加权多线性 Hardy算子定义为

Hm
ω f(x) =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

f1(t1x) · · · fm(tmx)ω(t1, · · · , tm)dt1 · · · tm, x ∈ Rn.

当m = 2时, H2
ω 称为加权双线性 Hardy算子. 傅等在文献 [5]得到了加权多线性 Hardy算子

Hm
ω 在 Lp(Rn)空间中的有界性和最佳常数. 由于 m ≥ 3和 m = 2的情形并没有本质不同,
为此仅叙述双线性的结果.
定理 B [5] 令 1 < p < ∞, 1 < p1, p2 < ∞, 1/p = 1/p1 + 1/p2. 则加权双线性 Hardy算子

H2
ω 是从 Lebesgue乘积空间 Lp1(Rn)× Lp2(Rn)到 Lp(Rn)有界当且仅当

C2 =
∫ 1

0

∫ 1

0

t
− n

p1
1 t

− n
p2

2 ω(t1, t2)dt1dt2 < ∞

且

‖H2
ω‖Lp1 (Rn)×Lp2 (Rn)→Lp(Rn) = C2.

另一方面,刘和江在文献 [6]定义了加权双线性Cesàro算子. 设 ω : [0, 1]× [0, 1] → [0,∞)
是一个函数, f1, f2是 Rn上的复值可测函数, 加权双线性 Cesàro算子的定义为

V 2
ω (f1, f2)(x) =

∫ 1

0

∫ 1

0

f1(x/t1)f2(x/t2)t−n
1 t−n

2 ω(t1, t2)dt1t2, x ∈ Rn.

很显然加权双线性 Cesàro算子与加权双线性 Hardy算子 H2
ω 并不是一对共轭算子.

众所周知, 加幂权 Lp空间 (记为 Lp(Rn, |x|αdx)) 是一类重要的函数空间. 那么加权双线
性 Hardy算子和加权双线性 Cesàro算子在加幂权 Lp 空间中的有界性以及最佳常数是否可

以得到呢? 其最佳常数与底空间的维数 n、幂权指标 α存在何种关系? 研究结果将回答这些
问题.

2 主要结果

定理 1 令 1 ≤ p < ∞, 1 < p1, p2 < ∞, 1/p = 1/p1 + 1/p2, α = α1 + α2. 则加权

双线性 Hardy算子 H2
ω 是从 Lebesgue乘积空间 Lp1(Rn, |x|α1p1

p dx) × Lp2(Rn, |x|α2p2
p dx)到

Lp(Rn, |x|αdx)有界当且仅当

C3 =
∫ 1

0

∫ 1

0

t
− n

p1
−α1

p

1 t
− n

p2
−α2

p

2 ω(t1, t2)dt1dt2 < ∞ (2.1)

且

‖H2
ω‖Lp1 (Rn,|x|

α1p1
p dx)×Lp2 (Rn,|x|

α2p2
p dx)→Lp(Rn,|x|αdx)

= C3.

注 在定理 1中, 若取 α1 = α2 = α = 0, 则可以得到定理 B.
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证 假设 (2.1)成立. 由Minkowski不等式有

‖H2
ω(f1, f2)‖Lp(Rn,|x|αdx) = (

∫

Rn

|
∫ 1

0

∫ 1

0

f1(t1x)f2(t2x)ω(t1, t2)dt1dt2|p|x|αdx)
1
p

≤
∫ 1

0

∫ 1

0

(
∫

Rn

|f1(t1x)f2(t2x)|p|x|αdx)
1
p ω(t1, t2)dt1dt2.

注意 α = α1 + α2, 利用 Hölder不等式 (1/p = 1/p1 + 1/p2)和变量替换 yi = tix, i = 1, 2, 得

‖H2
ω(f1, f2)‖Lp(Rn,|x|αdx)

≤
∫ 1

0

∫ 1

0

(
∫

Rn

|f1(t1x)|p1 |x|α1p1
p dx)

1
p1 (

∫

Rn

|f2(t2x)|p2 |x|α2p2
p dx)

1
p2 ω(t1, t2)dt1dt2

=
∫ 1

0

∫ 1

0

(
2∏

i=1

(
∫

Rn

|fi(yi)|pi |yi|
αipi

p dyi)
1

pi t
−( n

pi
+

αi
p )

i )ω(t1, t2)dt1dt2

=(
2∏

i=1

‖fi‖
Lpi (Rn,|x|

αipi
p dx)

)
∫ 1

0

∫ 1

0

(
2∏

i=1

t
−( n

pi
+

αi
p )

i )ω(t1, t2)dt1dt2.

因此 H2
ω 是从 Lebesgue乘积空间 Lp1(Rn, |x|α1p1

p dx) × Lp2(Rn, |x|α2p2
p dx)到 Lp(Rn, |x|αdx)

上的有界算子, 且

‖H2
ω‖Lp1 (Rn,|x|

α1p1
p dx)×Lp2 (Rn,|x|

α2p2
p dx)→Lp(Rn,|x|αdx)

≤ C3.

必要性 为了得到合适的下界, 需要选取特殊的函数. 对于充分小的 ε ∈ (0, 1), 取

f ε
1(x) =

{
0 |x| ≤ 1,

|x|− n
p1
−α1

p −
p2
p1

ε |x| > 1
f ε
2(x) =

{
0 |x| ≤ 1,

|x|− n
p2
−α2

p −ε |x| > 1.

经过简单的计算得

‖f ε
1‖p1

Lp1 (Rn,|x|
α1p1

p dx)
= ‖f ε

2‖p2

Lp2 (Rn,|x|
α2p2

p dx)
=
|Sn−1|
p2ε

,

其中 |Sn−1|表示 n维单位球面的面积, 有

‖H2
ω(f ε

1 , f
ε
2)‖Lp(Rn,|x|αdx)

=(
∫

Rn

|
∫ 1

0

∫ 1

0

f ε
1(t1x)f ε

2(t2x)ω(t1, t2)dt1dt2|p|x|αdx)
1
p

=(
∫

Rn

|x|−n−p2ε(
∫ 1

1
|x|

∫ 1

1
|x|

t
− n

p1
−α1

p −
p2ε
p1

1 t
− n

p2
−α2

p −ε

2 ω(t1, t2)dt1dt2)pdx)
1
p .



122 数 学 杂 志 Vol. 40

借助简单的计算, 得到

‖H2
ω(f ε

1 , f
ε
2)‖p

Lp(Rn,|x|αdx)

≥
∫

|x|> 1
ε

|x|−n−p2ε(
∫ 1

ε

∫ 1

ε

t
− n

p1
−α1

p −
p2ε
p1

1 t
− n

p2
−α2

p −ε

2 ω(t1, t2)dt1dt2)pdx

=
εp2ε|Sn−1|

p2ε
(
∫ 1

ε

∫ 1

ε

t
− n

p1
−α1

p −
p2ε
p1

1 t
− n

p2
−α2

p −ε

2 ω(t1, t2)dt1dt2)p

=εp2ε

2∏
i=1

‖f ε
i ‖p

Lpi (Rn,|x|
αipi

p dx)
× (

∫ 1

ε

∫ 1

ε

t
− n

p1
−α1

p −
p2ε
p1

1 t
− n

p2
−α2

p −ε

2 ω(t1, t2)dt1dt2)p.

因此

‖H2
ω‖Lp1 (Rn,|x|

α1p1
p dx)×Lp2 (Rn,|x|

α2p2
p dx)→Lp(Rn,|x|αdx)

≥ε
p2ε

p

∫ 1

ε

∫ 1

ε

t
− n

p1
−α1

p −
p2ε
p1

1 t
− n

p2
−α2

p −ε

2 ω(t1, t2)dt1dt2.

令 ε → 0+时, 则 ε
p2ε

p → 1. 从而 ‖H2
ω‖Lp1 (Rn,|x|

α1p1
p dx)×Lp2 (Rn,|x|

α2p2
p dx)→Lp(Rn,|x|αdx)

≥ C3.

综上所证, 定理 1得证.
定理 2 令 1 ≤ p < ∞, 1 < p1, p2 < ∞, 1/p = 1/p1 + 1/p2, α = α1 + α2. 则加权

双线性 Cesàro算子 V 2
ω 是从 Lebesgue乘积空间 Lp1(Rn, |x|α1p1

p dx) × Lp2(Rn, |x|α2p2
p dx)到

Lp(Rn, |x|αdx)有界当且仅当

C4 =
∫ 1

0

∫ 1

0

t
n(1−p1)

p1
+

α1
p

1 t
n(1−p2)

p2
+

α2
p

2 ω(t1, t2)dt1dt2 < ∞ (2.2)

且

‖V 2
ω ‖Lp1 (Rn,|x|

α1p1
p dx)×Lp2 (Rn,|x|

α2p2
p dx)→Lp(Rn,|x|αdx)

= C4.

证 定理 2的证明类似于定理 1的证明. 假设 (2.2)成立. 由Minkowski不等式有

‖V 2
ω (f1, f2)‖Lp(Rn,|x|αdx)

=(
∫

Rn

|
∫ 1

0

∫ 1

0

f1(x/t1)f2(x/t2)t−n
1 t−n

2 ω(t1, t2)dt1dt2|p|x|αdx)
1
p

≤
∫ 1

0

∫ 1

0

(
∫

Rn

|f1(x/t1)f2(x/t2)|p|x|αdx)
1
p t−n

1 t−n
2 ω(t1, t2)dt1dt2.

由 Hölder不等式和变量替换 y1 = x/t1, y2 = x/t2, 得

‖V 2
ω (f1, f2)‖Lp(Rn,|x|αdx)

≤
∫ 1

0

∫ 1

0

(
∫

Rn

|f1(x/t1)|p1 |x|α1p1
p dx)

1
p1 (

∫

Rn

|f2(x/t2)|p2 |x|α2p2
p dx)

1
p2 t−n

1 t−n
2 ω(t1, t2)dt1dt2

=
∫ 1

0

∫ 1

0

(
2∏

i=1

(
∫

Rn

|fi(yi)|pi |yi|
αipi

p dyi)
1

pi t
n(1−pi)

pi
+

αi
p

i )ω(t1, t2)dt1dt2

=(
2∏

i=1

‖fi‖
Lpi (Rn,|x|

αipi
p dx)

)
∫ 1

0

∫ 1

0

(
2∏

i=1

t
n(1−pi)

pi
+

αi
p

i )ω(t1, t2)dt1dt2.
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因此 V 2
ω 是从 Lp1(Rn, |x|α1p1

p dx)× Lp2(Rn, |x|α2p2
p dx)到 Lp(Rn, |x|αdx) 上的有界算子, 且

‖V 2
ω ‖Lp1 (Rn,|x|

α1p1
p dx)×Lp2 (Rn,|x|

α2p2
p dx)→Lp(Rn,|x|αdx)

≤ C4.

必要性 对充分小的 ε ∈ (0, 1), 取 f ε
1 , f ε

2 为定理 1中如 (2.2)所表示的函数, 则

‖V 2
ω (f ε

1 , f
ε
2)‖Lp(Rn,|x|αdx)

=(
∫

Rn

|
∫ 1

0

∫ 1

0

f ε
1(x/t1)f ε

2(x/t2)t−n
1 t−n

2 ω(t1, t2)dt1dt2|p|x|αdx)
1
p

=(
∫

Rn

|x|−n−p2ε(
∫ |x|

0

∫ |x|

0

t
α1
p +

n(1−p1)
p1

+
p2ε
p1

1 t
α2
p +

n(1−p2)
p2

+ε

2 ω(t1, t2)dt1dt2)pdx)
1
p .

注意到当 0 < ε < 1时, 若 |x| > 1/ε时, 进一步计算得到

‖V 2
ω (f ε

1 , f
ε
2)‖p

Lp(Rn,|x|αdx)

≥
∫

|x|> 1
ε

|x|−n−p2ε(
∫ 1

0

∫ 1

0

t
α1
p +

n(1−p1)
p1

+
p2ε
p1

1 t
α2
p +

n(1−p2)
p2

+ε

2 ω(t1, t2)dt1dt2)pdx

=
εp2ε|Sn−1|

p2ε
(
∫ 1

0

∫ 1

0

t
α1
p +

n(1−p1)
p1

+
p2ε
p1

1 t
α2
p +

n(1−p2)
p2

+ε

2 ω(t1, t2)dt1dt2)p

=εp2ε

2∏
i=1

‖f ε
i ‖p

Lpi (Rn,|x|
αipi

p dx)
× (

∫ 1

0

∫ 1

0

t
α1
p +

n(1−p1)
p1

+
p2ε
p1

1 t
α2
p +

n(1−p2)
p2

+ε

2 ω(t1, t2)dt1dt2)p.

因此

‖V 2
ω ‖Lp1 (Rn,|x|

α1p1
p dx)×Lp2 (Rn,|x|

α2p2
p dx)→Lp(Rn,|x|αdx)

≥ε
p2ε

p

∫ 1

0

∫ 1

0

t
α1
p +

n(1−p1)
p1

+
p2ε
p1

1 t
α2
p +

n(1−p2)
p2

+ε

2 ω(t1, t2)dt1dt2.

令 ε → 0+, 则 ‖V 2
ω ‖Lp1 (Rn,|x|

α1p1
p dx)×Lp2 (Rn,|x|

α2p2
p dx)→Lp(Rn,|x|αdx)

≥ C4.

定理 2得证.
下面首先给出两个常见的算子. 设 0 < β < 1, f 是 [0,+∞) 上一个局部可积函数,

则 Riemann-Liouville 分数积分算子 Rβ 的定义为 Rβf(x) = 1
Γ(β)

∫ x

0
f(t)(x − t)β−1dt. 若

p > 1, β > 0,则不等式 (见文献 [2, 定理 3.29])

(
∫ ∞

0

(
Rβf(x)

xβ
)pdx)1/p <

Γ(1− 1/p)
Γ(1 + β − 1/p)

(
∫ ∞

0

fp(x)dx)1/p

成立, 其中 Γ(1− 1/p)/(Γ(1 + β − 1/p))是最佳常数.
设 0 < β < 1, f 是 [0,+∞)上一个局部可积函数, 则Weyl分数积分算子Wβ 的定义为

Wβf(x) =
1

Γ(β)

∫ ∞

x

f(t)(t− x)β−1dt.

若 p > 1, β > 0,则不等式 (见文献 [2, 定理 3.29])

(
∫ ∞

0

(Wβf(x))pdx)1/p <
Γ(1/p)

Γ(β + 1/p)
(
∫ ∞

0

(xβf(x))pdx)1/p
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成立, 其中 Γ(1/p)/Γ(β + 1/p)是最佳常数.
Weyl算子Wβ 和 Riemann-Liouville算子 Rβ 是一对共轭算子, 见文献 [7]. 即

∫ ∞

0

f(x)Wβg(x)dx =
∫ ∞

0

Rβf(x)g(x)dx,

其中 f, g都是 [0,+∞)上非负函数.
作为应用, 当 H2

ω 和 V 2
ω 中的 ω取特殊的函数, 可以得到某些双线性平均算子.

(1) 令 n = 1, 0 ≤ t1, t2 < 1, 0 < β < 2, |(1 − t1, 1 − t2)| =
√

(1− t1)2 + (1− t2)2, 取
ω(t1, t2) = 1

Γ(β)|(1−t1,1−t2)|2−β , 有

H2
ω(f1, f2)(x) = x−βR2

β(f1, f2)(x), x > 0,

这里R2
β 表示双线性 Riemann-Liouvile算子, 定义如下

R2
β(f1, f2)(x) =

1
Γ(β)

∫ x

0

∫ x

0

f1(t1)f2(t2)
|(x− t1, x− t2)|2−β

dt1dt2.

由定理 1可得推论 1.
推论 1 若 1 ≤ p < ∞, 1 < p1, p2 < ∞, 1/p = 1/p1 +1/p2, α = α1 +α2.则算子R2

β 是从

Lebesgue乘积空间 Lp1(R, |x|α1p1
p dx)× Lp2(R, |x|α2p2

p dx)到 Lp(R, |x|α−pβdx)有界当且仅当

C5 =
1

Γ(β)

∫ 1

0

∫ 1

0

t
− 1

p1
−α1

p

1 t
− 1

p2
−α2

p

2 |(1− t1, 1− t2)|β−2dt1dt2 < ∞,

且 ‖R2
β‖Lp1 (R,|x|

α1p1
p dx)×Lp2 (R,|x|

α2p2
p dx)→Lp(R,|x|α−pβdx)

= C5.

(2) 令 n = 1, 0 < ti < 1, i = 1, 2, 0 < β < 2, 取 ω(t1, t2) = 1
Γ(β)t1t2|( 1

t1
−1, 1

t2
−1)|2−β , 则得

到

V 2
ω (f1, f2)(x) = x−βW 2

β (f1, f2)(x), x > 0,

其中W 2
β 表示双线性Weyl算子, 定义如下

W 2
β (f1, f2)(x) =

1
Γ(β)

∫ ∞

x

∫ ∞

x

f1(x1)f2(x2)
|(t1 − x, t2 − x)|2−β

dt1dt2.

由定理 2,可得推论 2.
推论 2 若 1 ≤ p < ∞, 1 < p1, p2 < ∞, 1/p = 1/p1 + 1/p2, α = α1 + α2.则算子W2

β 是

从 Lebesgue乘积空间 Lp1(R, |x|α1p1
p dx)× Lp2(R, |x|α2p2

p dx)到 Lp(R, |x|α−pβdx)有界当且仅
当

C6 =
1

Γ(β)

∫ 1

0

∫ 1

0

t
α1
p + 1

p1
−2

1 t
α2
p + 1

p2
−2

2 |( 1
t1
− 1,

1
t2
− 1)|β−2dt1dt2 < ∞

且 ‖W2
β‖Lp1 (R,|x|

α1p1
p dx)×Lp2 (R,|x|

α2p2
p dx)→Lp(R,|x|α−pβdx)

= C6.

(3) 令 n = 1, 0 ≤ t1, t2 < 1, 0 < β1, β2 < 1, 取 ω(ti) = 1
Γ(βi)(1−ti)1−βi

, i = 1, 2. 令

ω(t1, t2) = ω(t1)ω(t2), 有

H2
ω(f1, f2)(x) = x−(β1+β2)Rβ1(f1)(x) ·Rβ2(f2)(x), x > 0,
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其中算子 Rβi
的定义如下

Rβi
(f)(x) =

1
Γ(βi)

∫ x

0

f(ti)
(x− ti)1−βi

dti, x > 0, i = 1, 2.

由定理 1,可得推论 3.
推论 3 若 1 ≤ p < ∞, 1 < p1, p2 < ∞, 1/p = 1/p1 +1/p2, α = α1 +α2, αi < p(pi−1)

pi
, i =

1, 2. 则算子 Rβ1 · Rβ2 是从 Lebesgue 乘积空间 Lp1(R, |x|α1p1
p dx) × Lp2(R, |x|α2p2

p dx) 到
Lp(R, |x|α−p(β1+β2)dx)有界且

‖Rβ1 ·Rβ2‖Lp1 (R,|x|
α1p1

p dx)×Lp2 (R,|x|
α2p2

p dx)→Lp(R,|x|α−p(β1+β2)dx)
=

2∏
i=1

Γ(1− 1
pi
− αi

p
)

Γ(βi + 1− 1
pi
− αi

p
)
.

(4) 令 n = 1, 0 < t1, t2 < 1, 0 < β1, β2 < 1. 取 ω(ti) = 1
Γ(βi)ti(

1
ti
−1)1−βi

, i = 1, 2. 令

ω(t1, t2) = ω(t1)ω(t2), 有

V 2
ω (f1, f2)(x) = x−(β1+β2)Wβ1(f1)(x) ·Wβ2(f2)(x), x > 0,

其中算子Wβi
的定义为

Wβi
(f)(x) =

1
Γ(βi)

∫ x

0

f(xi)
(x− ti)1−βi

dti, x > 0, i = 1, 2.

由定理 2,可得推论 4.
推论 4 若 1 ≤ p < ∞, 1 < p1, p2 < ∞, 1/p = 1/p1 + 1/p2, α = α1 + α2, αi >

p(piβi−1)
pi

, i = 1, 2.则算子Wβ1 ·Wβ2是从Lebesgue乘积空间Lp1(R, |x|α1p1
p dx)×Lp2(R, |x|α2p2

p dx)
到 Lp(R, |x|α−p(β1+β2)dx)有界且

‖Wβ1 ·Wβ2‖Lp1 (R,|x|
α1p1

p dx)×Lp2 (R,|x|
α2p2

p dx)→Lp(R,|x|α−p(β1+β2)dx)
=

2∏
i=1

Γ( 1
pi

+ αi

p
− βi)

Γ( 1
pi

+ αi

p
)

.

值得注意的是, 推论 3和推论 4中的常数可以由 Hölder不等式得到上界, 但是说明这两
个常数是最佳的似乎并不是很显然的事情.
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SHARP BOUND FOR THE WEIGHTED BILINEAR HARDY

OPERATOR ON THE LP SPACE WITH POWER WEIGHT
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Abstract: We study the boundedness of the weighted bilinear Hardy operator and the

weighted bilinear Cesàro operator on the Lp space with power weight and obtain norms of these

two operators on the Lp space with power weight. As applications, we also calculate sharp bounds

of the bilinear Riemann-Liouville operator and the bilinear Weyl operator on the Lp space with

power weight.

Keywords: weighted bilinear Hardy operator; weighted bilinear Cesàro operator; Lp space

with power weight; bilinear Riemann-Liouville operator; bilinear Weyl operator; sharp bound
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