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摘要: 本文研究了单位球上加权 Bergman 空间到 Zygmund 型空间上的积分型算子的有界性

和紧性问题. 利用泛函分析多复变的方法, 获得了 P g
ϕ 为有界算子和紧算子的充要条件. 同时分别得到

了单位圆盘 D 上和 ϕ(z) = z 时单位球上的相应结论.
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1 引言

设 B 表示 Cn 上的单位球, ∂B 表示单位球面, dv 为标准体测度, 满足 v(B) = 1, dσ 为

标准面测度, 满足 σ(∂B) = 1, H(B) 代表 B 上的全纯函数类.
定义 1.1 设 0 < p < ∞, α > −1, 记

Ap
α = {f ∈ H(B) : ‖f‖Ap

α
= (

∫

B

|f(z)|pdvα(z))
1
p < ∞}

表示 B 上的加权 Bergman 空间 Ap
α, 其中 dvα(z) = cα(1− |z|2)αdv(z), cα = Γ(n+α+1)

n!Γ(α+1)
.

当 1 ≤ p < ∞ 时, Ap
α 在范数 ‖ · ‖Ap

α
下是一个 Banach 空间. 当 0 < p < 1 时, Ap

α 在准

范 ‖ · ‖Ap
α
下构成一个 Frechet 空间. 特别地, Ap

0 就是 Bergman 空间 Ap.
定义 1.2 设 [0, 1) 上的连续函数 µ(r) > 0, 如果存在常数 0 < a < b, 使得
(i) µ(r)

(1−r)a 在 [0, 1) 上单调递减且 lim
r→1

µ(r)
(1−r)a = 0,

(ii) µ(r)
(1−r)b 在 [0, 1) 上单调递增且 lim

r→1

µ(r)
(1−r)b = +∞, 则称 µ 为 [0, 1) 上的正规函数.

设 µ 为 [0, 1) 上的正规函数, f ∈ H(B),

‖f‖µ,1 = sup
z∈B

µ(|z|)|∇f(z)|, ‖f‖µ,2 = sup
z∈B

µ(|z|)|Rf(z)|,

这里 ∇f 表示 f 的复梯度, ∇f(z) = (∂f(z)
∂z1

, · · · , ∂f(z)
∂zn

), Rf(z) =
n∑

j=1

zj
∂f(z)
∂zj

. 由文献 [1] 知

‖f‖µ,1, ‖f‖µ,2 等价.
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设 µ 为 [0, 1) 上的正规函数, 称 f 属于 βµ 空间是指: ‖f‖µ,1 < ∞, 或者 ‖f‖µ,2 < ∞. βµ

空间在范数

‖f‖βµ
= |f(0)|+ ‖f‖µ,1, ‖f‖βµ

= |f(0)|+ ‖f‖µ,2

下是一个 Banach 空间.
由文献 [2] 中的引理 2.1 可知, 设 µ 为 [0, 1) 上的正规函数, 称 f ∈ βµ 当且仅当

‖f‖µ,3 = sup
u∈Cn−0,z∈B

µ(|z|)|〈∇f(z), u〉|
{(1− |z|2)|u|2 + |〈z, u〉|2} 1

2
< +∞.

进一步有 ‖f‖βµ
≈ |f(0)|+ ‖f‖µ,3.

定义 1.3 设 µ 为 [0, 1) 上的正规函数, B 上的全纯函数 f 如果满足

‖f‖Zµ
= |f(0)|+ sup

z∈B
µ(|z|)|R(2)f(z)| < +∞,

则称 f 属于 Zygmund 型空间 Zµ. 若 lim
|z|→1

µ(|z|)|R(2)f(z)| = 0, 则称 f 属于小 Zygmund 型

空间 Zµ,0 (见文献 [3–5]). 如果 µ(r) = 1− r2, Zygmund型空间 Zµ(小 Zygmund型空间 Zµ,0)
就是典型的 Zygmund 空间 Z(小 Zygmund 空间 Z0), 这里 R(2)f(z) = R(Rf(z)).
定义 1.4 设 ϕ 是 B 上的全纯自映射, g ∈ H(B) 且 g(0) = 0, 则由 ϕ 和 g 诱导的H(B)

上的算子 P g
ϕ 定义为

P g
ϕ(f)(z) =

∫ 1

0

f(ϕ(tz))g(tz)
dt

t
, z ∈ B.

文献 [3–11] 研究了该类算子的性质. 若用 Rg 代替 g, 且 ϕ(z) = z, 算子 Pg 就是加

权 Cesàro 算子, 它在文献 [12] 被引入并研究, 文献 [13–16] 对几个全纯函数空间上的加权
Cesàro 算子的有界性和紧性进行了讨论. 关于 Bergman 空间上的复合算子和 Cesàro 算子的
有界性和紧性问题的讨论得到了一些很好的结论, 如文献 [1,2,16–18].
本文的主要工作就是在 Cn 中的单位球上来给出 P g

ϕ 为 Ap
α 空间到 Zµ 型空间上的有界

算子和紧算子的充要条件. 同时分别得到了单位圆盘 D 上和 ϕ(z) = z 时单位球上的相应结

论. 本文中用记号 c, c1, c2 来表示与变量 z, ω 无关的正数, c, c1, c2 可以与某些范数或有界量

有关, 不同的地方可以表示不同的正常数.

2 有关引理

引理 2.1 [7] 设 f, g ∈ H(B), g(0) = 0, 则 R(P g
ϕf)(z) = f(ϕ(z))g(z).

引理 2.2 [2] 设 0 < p < ∞, α > −1, f ∈ Ap
α,∀z ∈ B, 则

(i) |f(z)| ≤ ‖f‖Ap
α

(1−|z|2)
n+1+α

p

,

(ii) f ∈ β
(1−r2)

n+1+p+α
p

, 且 ‖f‖β
(1−r2)

n+1+p+α
p

≤ c‖f‖Ap
α
.

引理 2.3 设 0 < p < +∞, α > −1, µ 为 [0, 1) 上的正规函数, ϕ 是 B 上的全纯自映射,
g ∈ H(B), g(0) = 0, 则 P g

ϕ 是 Ap
α 空间到 Zµ 型空间上的紧算子的充要条件是对任意在 Ap

α

中有界且在 B 的任一紧子集上一致趋于 0 的序列 {fj}, 有 ‖P g
ϕ(fj)‖Zµ

→ 0 (j →∞).
证 由引理 2.2 和Montel 定理按定义可证.
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引理 2.4 [3] Zµ,0 中的闭子集K 是紧子集的充要条件是K 是有界集, 且满足

lim
|z|→1

sup
f∈K

µ(|z|)|R(2)f(z)| = 0.

3 主要结果

定理 3.1 设 0 < p < ∞, α > −1, µ 是 [0, 1) 上的正规函数, ϕ 是 B 上的全纯自映射, 且
g ∈ H(B), g(0) = 0, 则 P g

ϕ 是 Ap
α 空间到 Zµ 型空间的有界算子当且仅当

M = sup
z∈B

µ(|z|)|g(z)|
(1− |ϕ(z)|2)n+1+α

p +1
· {(1− |ϕ(z)|2)|Jϕ(z)u|2 + |〈ϕ(z), Jϕ(z)u〉|2

(1− |z|2)|u|2 + |〈z, u〉|2 } 1
2 < +∞, (3.1)

N = sup
z∈B

µ(|z|)|Rg(z)|
(1− |ϕ(z)|2)n+1+α

p

< +∞, (3.2)

这里 Jϕ(z) 是 ϕ(z) 的 Jacobi 矩阵, 且

Jϕ(z) = (
∂ϕj(z)

∂zk

)1≤j,k≤n, Jϕ(z)u = (
n∑

k=1

∂ϕ1(z)
∂zk

uk, · · · ,

n∑
k=1

∂ϕn(z)
∂zk

uk)T .

证 充分性 ∀f ∈ Ap
α, 设 (3.1) – (3.2) 成立, 则由 P g

ϕ(f)(0) = 0 和引理 2.1–2.2 有

‖P g
ϕ(f)‖Zµ

= sup
z∈B

µ(|z|)|R(2)[P g
ϕ(f)(z)]|

≤ c sup
z∈B

µ(|z|){|R(g(z))||f(ϕ(z))|+ |g(z)||∇(f ◦ (ϕ(z)))|}

≤ c sup
z∈B

µ(|z|)|Rg(z)|
(1− |ϕ(z)|2)n+1+α

p

· ‖f‖Ap
α

+ c sup
z∈B

µ(|z|)|g(z)|
(1− |ϕ(z)|2)n+1+p+α

p

×{((1− |ϕ(z)|2)|Jϕ(z)u|2 + |〈ϕ(z), Jϕ(z)u〉|2
(1− |z|2)|u|2 + |〈z, u〉|2 )

1
2

· (1− |ϕ(z)|2)n+1+p+α
p |〈∇f(ϕ(z)), Jϕ(z)u〉|√

(1− |ϕ(z)|2)|Jϕ(z)u|2 + |〈ϕ(z), Jϕ(z)u〉|2
}

≤ c(M + N)‖f‖Ap
α
≤ c‖f‖Ap

α
.

所以 P g
ϕ 是 Ap

α 空间到 Zµ 型空间的有界算子.
必要性 设 P g

ϕ 是 Ap
α 空间到 Zµ 型空间的有界算子. 取 f(z) = 1 ∈ Ap

α 和 fl(z) = zl ∈
Ap

α, 则由 Ap
α 和 βµ 的定义可知 g ∈ βµ, gϕl ∈ βµ(l = 1, 2, · · · , n).

(1) 先证 (3.1) 式成立. ∀ω ∈ B, u ∈ Cn − {0}.
(i) 当 |ϕ(ω)|2 ≤ 2

3
时, 根据 g ∈ βµ, gϕl ∈ βµ, 则下列不等式成立

M =
µ(|ω|)|g(ω)|

(1− |ϕ(ω)|2)n+1+α
p +1

· {(1− |ϕ(ω)|2)|Jϕ(ω)u|2 + |〈ϕ(ω), Jϕ(ω)u〉|2
(1− |ω|2)|u|2 + |〈ω, u〉|2 } 1

2

≤ cµ(|ω|)|g(ω)|{(1− |ϕ(ω)|2)|Jϕ(ω)u|2 + |〈ϕ(ω), Jϕ(ω)u〉|2
(1− |ω|2)|u|2 + |〈ω, u〉|2 } 1

2
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= cµ(|ω|)|g(ω)| |Jϕ(ω)u|√
(1− |ω|2)|u|2 + |〈ω, u〉|2

≤ cµ(|ω|)|g(ω)|
n∑

l=1

|∇ϕl(ω)u|√
(1− |ω|2)|u|2 + |〈ω, u〉|2

≤ cµ(|ω|)
n∑

l=1

|g(ω) · ∇ϕl(ω)|

≤ cµ(|ω|)
n∑

l=1

{|∇(gϕl)(ω)|+ |∇g(ω) · ϕl(ω)|} ≤ c(
n∑

l=1

‖gϕl‖βµ
+ ‖g‖βµ

). (3.3)

(ii) 当 |ϕ(ω)|2 > 2
3
时, 假设 ϕ(ω) = rωe1, 这里 rω = |ϕ(ω)|, e1 = (1, 0, · · · , 0).

若
√

(1− r2
ω)(|ξ2|2 + · · ·+ |ξn|2) ≤ |ξ1|, 这里 (ξ1, · · · , ξn)T = Jϕ(ω)u, 取

fω(z) =
z1 − rω

1− rωz1

{ 1− r2
ω

(1− rωz1)2
}n+1+α

p ,

则 fω(ϕ(ω)) = 0, 且由文献 [19] 中的定理 1.12 有

‖fω‖Ap
α

= {cα

∫

B

|z1 − rω|p
|1− rωz1|p (

1− r2
ω

|1− rωz1|2 )n+1+α(1− |z|2)αdv(z)} 1
p

≤ {c1cα(1− r2
ω)n+1+p+α

∫

B

(1− |z|2)α

|1− rωz1|p+2(n+1+α)
dv(z)} 1

p

≤ {c1cα(1− r2
ω)n+1+p+α c2

(1− r2
ω)n+1+p+α

} 1
p ≤ c,

从而 ‖fω‖Ap
α
≤ c, fω ∈ Ap

α. 因为

∇fω(z) = (
1− rωz1 + (z1 − rω)rω

(1− rωz1)2
{ 1− r2

ω

(1− rωz1)2
}n+1+α

p

+
z1 − rω

1− rωz1

2(n + 1 + α)
p

(1− r2
ω)

n+1+α
p rω

(1− rωz1)
2(n+1+α)

p +1
, 0, · · · , 0),

所以 ∇fω(ϕ(ω)) = ( 1

(1−r2
ω)

n+1+α
p

+1
, 0, · · · , 0), 从而 |〈∇fω(ϕ(ω)), Jϕ(ω)u〉| = |ξ1|

(1−r2
ω)

n+1+α
p

+1
.

由 P g
ϕ 是有界算子有

c · ‖P g
ϕ‖ ≥ ‖P g

ϕ(fω)‖Zµ
≥ µ(|ω|)|fω(ϕ(ω))Rg(ω) + g(ω)∇(fω ◦ ϕ(ω))|

≈ µ(|ω|)|g(ω)|
(1− |ϕ(ω)|2)n+1+α

p +1

(1− |ϕ(ω)|2)n+1+α
p +1|〈∇fω(ϕ(ω)), Jϕ(ω)u〉|√

(1− |ω|2)|u|2 + |〈ω, u〉|2

=
cµ(|ω|)|g(ω)||ξ1|

(1− |ϕ(ω)|2)n+1+α
p +1

√
(1− |ω|2)|u|2 + |〈ω, u〉|2

. (3.4)

所以由 (3.4) 式有

M =
µ(|ω|)|g(ω)|

(1− |ϕ(ω)|2)n+1+α
p +1

· {(1− |ϕ(ω)|2)|Jϕ(ω)u|2 + |〈ϕ(ω), Jϕ(ω)u〉|2
(1− |ω|2)|u|2 + |〈ω, u〉|2 } 1

2

≤ cµ(|ω|)|g(ω)|
(1− |ϕ(ω)|2)n+1+α

p +1
· {(1− |ϕ(ω)|2)(|ξ2|2 + · · ·+ |ξn|2) + |ξ1|2

(1− |ω|2)|u|2 + |〈ω, u〉|2 } 1
2

≤ µ(|ω|)|g(ω)|
(1− |ϕ(ω)|2)n+1+α

p +1
· {

√
2|ξ1|

(1− |ω|2)|u|2 + |〈ω, u〉|2 }
1
2 ≤ c‖P g

ϕ‖. (3.5)
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若
√

(1− r2
ω)(|ξ2|2 + · · ·+ |ξn|2) > |ξ1|, 设 θj =argξj , 且当 ξj 6= 0 时, aj = e−iθj , 当

ξj = 0 时, aj = 0, j = 2, · · · , n. 取

fω(z) = (a2z2 + · · ·+ anzn){ 1− r2
ω

(1− rωz1)2
}n+1+α

p · 1
1− rωz1

,

则 fω(ϕ(ω)) = 0, 且由文献 [20] 中的命题 1.4.10 有

‖fω‖Ap
α

= {cα

∫

B

|a2z2 + · · ·+ anzn|p( 1− r2
ω

|1− rωz1|2 )n+1+α (1− |z|2)α

|1− rωz1|p dv(z)} 1
p

≤ {c1cα(1− r2
ω)n+1+α

∫

B

(|z2|2 + · · ·+ |zn|2)p(1− |z|2)α

|1− rωz1|p+2(n+1+α)
dv(z)} 1

p

≤ {c1cα(1− r2
ω)n+1+α

∫

B

[(n− 1)(1− |z1|2)] p
2 (1− |z|2)α

|1− rωz1|p+2(n+1+α)
dv(z)} 1

p ≤ c√
1− r2

ω

,

从而 fω ∈ Ap
α. 由 P g

ω 是有界算子, 类似 (3.4) 式的证明有

µ(|ω|)|g(ω)|
(1− |ϕ(ω)|2)n+1+α

p +1
· |ξ2|+ · · ·+ |ξn|√

(1− |ω|2)|u|2 + |〈ω, u〉|2
≤ c · ‖P g

ϕ‖√
1− r2

ω

. (3.6)

所以类似 (3.5) 式的证明, 结合 (3.6) 式有

M ≤ µ(|ω|)|g(ω)|
(1− |ϕ(ω)|2)n+1+α

p +1
· {2(1− |ϕ(ω)|2)(|ξ2|2 + · · ·+ |ξn|2)

(1− |ω|2)|u|2 + |〈ω, u〉|2 } 1
2

≤
√

2µ(|ω|)|g(ω)|
(1− |ϕ(ω)|2)n+1+α

p +1
·
√

1− |ϕ(ω)|2(|ξ2|+ · · ·+ |ξn|)√
(1− |ω|2)|u|2 + |〈ω, u〉|2

≤ c‖P g
ϕ‖. (3.7)

一般地, 若 ϕ(ω) 6= |ϕ(ω)|e1, 则可找到酉变换 Uω, 使得 ϕ(ω) = ρωe1Uω, 这里 ρω =

|ϕ(ω)| >
√

2
3
, 取 gω = fω ◦ U−1

ω , 经简单计算知 ‖gω‖Ap
α

= ‖fω‖Ap
α
, 所以结合 (3.5) 式及 (3.7)

式可知 (3.1) 式成立.
下面证明 (3.2) 式成立. 取

hω(z) = (
1− |ϕ(ω)|2

(1− 〈z, ϕ(ω)〉)2 )
n+1+α

p ,

则 hω(ϕ(ω)) = 1

(1−|ϕ(ω)|2)
n+1+α

p

, 且由文献 [20] 中的命题 1.4.10 有

‖hω‖Ap
α

= {cα

∫

B

(
1− |ϕ(ω)|2

|1− 〈z, ϕ(ω)〉|2 )n+1+α(1− |z|2)αdv(z)} 1
p

= {cα(1− |ϕ(ω)|2)n+1+α

∫

B

(1− |z|2)α

|1− 〈z, ϕ(ω)〉|2(n+1+α)
dv(z)} 1

p ≤ c,
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从而 hω ∈ Ap
α. 由 P g

ϕ 是有界算子并且 |〈∇hω(ϕ(ω)), Jϕ(ω)u〉| = 2(n+1+α)|〈ϕ(ω),Jϕ(ω)u〉|
p(1−|ϕ(ω)|2)

n+1+α
p

+1
, 结合

(3.1) 式有

c · ‖P g
ϕ‖ ≥ ‖P g

ϕ(hω)‖Zµ
≥ µ(|ω|)|hω(ϕ(ω))Rg(ω) + g(ω)∇(hω ◦ ϕ(ω))|

≥ µ(|ω|)|Rg(ω)|
(1− |ϕ(ω)|2)n+1+α

p

− c1µ(|ω|)|g(ω)| |〈∇hω(ϕ(ω)), Jϕ(ω)u〉|√
(1− |ω|2)|u|2 + |〈ω, u〉|2

=
µ(|ω|)|Rg(ω)|

(1− |ϕ(ω)|2)n+1+α
p

− c12(n + 1 + α)µ(|ω|)|g(ω)||〈ϕ(ω), Jϕ(ω)u〉|
p(1− |ϕ(ω)|2)n+1+α

p +1
√

(1− |ω|2)|u|2 + |〈ω, u〉|2

≥ µ(|ω|)|Rg(ω)|
(1− |ϕ(ω)|2)n+1+α

p

−Mc1
2(n + 1 + α)

p
,

所以
µ(|ω|)|Rg(ω)|

(1− |ϕ(ω)|2)n+1+α
p

≤ c2M + c · ‖P g
ϕ‖ ≤ c.

所以 (3.2) 式成立.
综上所述, 定理 3.1 得证.
当 ϕ(z) = z 时, 易知下列结论成立.
推论 3.2 设 0 < p < ∞, α > −1, µ 是 [0, 1) 上的正规函数, 且 g ∈ H(B), g(0) = 0, 则

Pg 是 Ap
α 空间到 Zµ 型空间的有界算子当且仅当

sup
z∈B

µ(|z|)|g(z)|
(1− |z|2)n+1+α

p +1
< +∞, sup

z∈B

µ(|z|)|Rg(z)|
(1− |z|2)n+1+α

p

< +∞.

而对于单位圆盘则有以下结论成立.
推论 3.3 设 0 < p < ∞, α > −1, n = 1, µ 是 [0, 1) 上的正规函数, ϕ 是单位圆盘 D 上

的全纯自映射, 且 g ∈ H(D), g(0) = 0, 则 P g
ϕ 是 Ap

α 空间到 Zµ 型空间的有界算子当且仅当

sup
z∈D

µ(|z|)|g(z)||ϕ′(z)|
(1− |ϕ(z)|2) 2+α

p +1
< +∞, sup

z∈D

µ(|z|)|g′(z)|
(1− |ϕ(z)|2) 2+α

p

< +∞.

定理 3.4 设 0 < p < ∞, α > −1, µ 是 [0, 1) 上的正规函数, ϕ 是 B 上的全纯自映射, 且
g ∈ H(B), g(0) = 0, 则 P g

ϕ 是 Ap
α 空间到 Zµ 型空间的紧算子当且仅当 g ∈ βµ, gϕl ∈ βµ, 且

lim
|ϕ(z)|→1

sup
u∈Cn−{0},z∈B

µ(|z|)|g(z)|
(1− |ϕ(z)|2)n+1+α

p +1
·{(1− |ϕ(z)|2)|Jϕ(z)u|2 + |〈ϕ(z), Jϕ(z)u〉|2

(1− |z|2)|u|2 + |〈z, u〉|2 } 1
2 = 0,

(3.8)

lim
|ϕ(z)|→1

sup
z∈B

µ(|z|)|Rg(z)|
(1− |ϕ(z)|2)n+1+α

p

= 0, (3.9)

证 充分性 假设 (3.8)和 (3.9)式成立,则对任意 ε > 0,存在 0 < δ < 1,当 |ϕ(z)|2 > 1−δ

时,

sup
u∈Cn−{0}

µ(|z|)|g(z)|
(1− |ϕ(z)|2)n+1+α

p +1
· {(1− |ϕ(z)|2)|Jϕ(z)u|2 + |〈ϕ(z), Jϕ(z)u〉|2

(1− |z|2)|u|2 + |〈z, u〉|2 } 1
2 < ε, (3.10)
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µ(|z|)|Rg(z)|
(1− |ϕ(z)|2)n+1+α

p

< ε. (3.11)

设 {fj} 是在 B 的任一紧子集上一致收敛于 0 并满足 ‖fj‖Ap
α
≤ 1 的全纯函数列, 则 {fj}

和 {∇fj} 在 E = {ω : |ω|2 ≤ 1− δ} 上一致收敛于 0.
若 |ϕ(z)|2 > 1− δ, 由 (3.10)–(3.11) 式及引理 2.2, 有

sup
u∈Cn−{0}

µ(|z|)|R(2)[(P g
ϕ)(fj)](z)|

≤ sup
u∈Cn−{0}

µ(|z|)|g(z)||〈∇fj(ϕ(z)), Jϕ(z)u〉|√
(1− |z|2)|u|2 + |〈z, u〉|2

+ cµ(|z|)|Rg(z)||fj(ϕ(z))|

≤ sup
u∈Cn−{0}

cµ(|z|)|g(z)|
(1− |ϕ(z)|2)n+1+α

p +1
· {(1− |ϕ(z)|2)|Jϕ(z)u|2 + |〈ϕ(z), Jϕ(z)u〉|2

(1− |z|2)|u|2 + |〈z, u〉|2 } 1
2

× (1− |ϕ(z)|2)n+1+α
p +1 · |〈∇fj(ϕ(z)), Jϕ(z)u〉|√

(1− |ϕ(z)|2)|Jϕ(z)u|2 + |〈ϕ(z), Jϕ(z)u〉|2
+

cµ(|z|)|Rg(z)|‖fj‖Ap
α

(1− |ϕ(z)|2)n+1+α
p

≤ cε‖fj‖β
(1−r2)(n+1+p+α)/p

+ cε‖fj‖Ap
α
≤ cε (j →∞). (3.12)

若 |ϕ(z)|2 ≤ 1−δ,因为 g ∈ βµ, gϕl ∈ βµ,所以由 {fj}和 {∇fj}在E = {ω : |ω|2 ≤ 1−δ}
上一致收敛于 0, 有

sup
u∈Cn−{0}

µ(|z|)|R(2)[(P g
ϕ)(fj)](z)|

≤ sup
u∈Cn−{0}

µ(|z|)|g(z)||∇fj(ϕ(z))|(|∇ϕ1(z)u|+ · · ·+ |∇ϕn(z)u|)√
(1− |z|2)|u|2 + |〈z, u〉|2

+ sup
u∈Cn−{0}

cµ(|z|)|Rg(z)||fj(ϕ(z))|

≤ c

n∑
l=1

(‖gϕl‖βµ
+ ‖g‖βµ

)|∇fj(ϕ(z))|+ c‖g‖βµ
|fj(ϕ(z))| → 0 (j →∞). (3.13)

注意到 {g(0)fj(ϕ(0))}一致收敛于 0,结合 (3.12)式和 (3.13)式,有 lim
j→∞

sup
z∈B

‖P g
ϕfj‖Zµ

=

0, 从而根据引理 2.3 知 P g
ϕ 是 Ap

α 空间到 Zµ 型空间的紧算子.
必要性 设 P g

ϕ 是 Ap
α 空间到 Zµ 型空间的紧算子, 由有界性的证明知 g ∈ βµ, gϕl ∈ βµ.

假设 (3.8) 式不成立, 则存在 {zj} ⊂ B, {uj} ⊂ Cn − {0} 和常数 ε0 > 0, 使得 rj =
|ϕ(zj)| → 1 (j →∞), 有

µ(|zj |)|g(zj)|
(1− |ϕ(zj)|2)n+1+α

p +1
· {(1− |ϕ(zj)|2)|Jϕ(zj)uj |2 + |〈ϕ(zj), Jϕ(zj)uj〉|2

(1− |zj |2)|uj |2 + |〈zj , uj〉|2 } 1
2 ≥ ε0. (3.14)
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(i) 假设 ϕ(zj) = rje1, (j = 1, 2, · · · , n), 若
√

(1− r2
j )(|ωj

2|2 + · · ·+ |ωj
n|2) ≤ |ωj

1|, 这里
(ωj

1, · · · , ωj
n)T = Jϕ(zj)uj , 取

fj(z) =
z1 − rj

1− rjz1

{ 1− r2
j

(1− rjz1)2
}n+1+α

p ,

则 fj(ϕ(zj)) = 0. 类似定理 3.1 中的证明易知 ‖fj‖Ap
α
≤ c.

下面证明 {fj} 在 B 的任一紧子集 E ⊆ {z : |z| ≤ r}, 0 < r < 1 上一致趋于 0. 因为

sup
z∈E

|fj(z)| = sup
z∈E

| z1 − rj

1− rjz1

|{ 1− r2
j

|1− rjz1|2 }
n+1+α

p ≤ { 1− r2
j

(1− r)2
}n+1+α

p → 0 (j →∞).

所以 {fj} 在 B 的任一紧子集上一致趋于 0. 但由 (3.14) 式, 类似定理 3.1 中的证明有

‖P g
ϕ(fj)‖Zµ

≥ cµ(|zj |)|g(zj)||〈∇fj(ϕ(zj)), Jϕ(zj)uj〉|√
(1− |zj |2)|uj |2 + |〈zj , uj〉|2

− µ(|zj |)|Rg(zj)||fj(ϕ(zj))|

=
cµ(|zj |)|g(zj)|

(1− |ϕ(zj)|2)n+1+α
p +1

· {(1− |ϕ(zj)|2)|Jϕ(zj)uj |2 + |〈ϕ(zj), Jϕ(zj)uj〉|2
(1− |zj |2)|uj |2 + |〈zj , uj〉|2 } 1

2

× |ωj
1|√

(1− |ϕ(zj)|2)(|ωj
2|2 + ·+ |ωj

n|2) + |ωj
1|2

≥ cε0√
2
. (3.15)

根据引理 2.3, 这与 P g
ϕ 是紧算子矛盾, 所以 (3.8) 式成立.

若
√

(1− r2
j )(|ωj

2|2 + · · ·+ |ωj
n|2) > |ωj

1|, 设 θj
k =argωj

k, k = 2, · · · , n. 取

fj(z) = (e−iθj
2z2 + · · ·+ e−iθj

nzn){ 1− r2
j

(1− rjz1)2
}n+1+α

p ·

√
1− r2

j

1− rjz1

,

则 fj(ϕ(zj)) = 0. 经计算易知 fj ∈ Ap
α, 且 {fj} 在 B 的任一紧子集 E ⊆ {z : |z| ≤ r}, 0 <

r < 1 上一致趋于 0. 但由 (3.14) 式有

‖P g
ϕ(fj)‖Zµ

≥ cµ(|zj |)|g(zj)||〈∇fj(ϕ(zj)), Jϕ(zj)uj〉|√
(1− |zj |2)|uj |2 + |〈zj , uj〉|2

− µ(|zj |)|Rg(zj)||fj(ϕ(zj))|

=
cµ(|zj |)|g(zj)|

(1− |ϕ(zj)|2)n+1+α
p +1

· {(1− |ϕ(zj)|2)|Jϕ(zj)uj |2 + |〈ϕ(zj), Jϕ(zj)uj〉|2
(1− |zj |2)|uj |2 + |〈zj , uj〉|2 } 1

2

×
(|ωj

2|+ · · ·+ |ωj
n|)

√
1− r2

j√
(1− |ϕ(zj)|2)(|ωj

2|2 + ·+ |ωj
n|2) + |ωj

1|2
≥ cε0√

2
. (3.16)

根据引理 2.3, 这与 P g
ϕ 是紧算子矛盾, 所以此时 (3.8) 式成立.

(ii) 一般地, 若 ϕ(zj) 6= |ϕ(zj)|e1, 则可找到酉变换 Uj , 使得 ϕ(zj) = ρje1Uj , 这里

ρj = |ϕ(zj)|, 取 gj = fj ◦ U−1
j , j ∈ {1, 2, · · · , n}, 经简单计算知 ‖gω‖Ap

α
= ‖fω‖Ap

α
, 所以结合

(3.15) 式及 (3.16) 式可知 (3.8) 式成立.



No.1 赵艳辉等: 单位球上加权 Bergman 空间到 Zygmund 型空间上的积分型算子 107

下面证明 (3.9) 式成立. 假设 (3.9) 式不成立, 则存在 {zj} ⊂ B 和常数 ε0 > 0, 使得
|ϕ(zj)| → 1 (j →∞), 有

µ(|zj |)|Rg(zj)|
(1− |ϕ(zj)|2)n+1+α

p

≥ ε0. (3.17)

取

hj(z) = (
1− |ϕ(zj)|2

(1− 〈z, ϕ(zj)〉)2 )
n+1+α

p ,

则 hj(ϕ(zj)) = 1

(1−|ϕ(zj)|2)
n+1+α

p

, 且经简单计算易知 hj ∈ Ap
α, {hj} 在 B 的任一紧子集

E ⊆ {z : |z| ≤ r}, 0 < r < 1 上一致趋于 0. 所以

‖P g
ϕ(hj)‖Zµ

≥ µ(|zj |)|Rg(zj)||hj(ϕ(zj))| − sup
u∈Cn−{0}

cµ(|zj |)|g(zj)||〈∇hj(ϕ(zj)), Jϕ(zj)u〉|√
(1− |zj |2)|u|2 + |〈zj , u〉|2

(3.18)

=
µ(|zj |)|Rg(zj)|

(1− |ϕ(zj)|2)n+1+α
p

− sup
u∈Cn−{0}

2(n + 1 + α)µ(|zj |)|g(zj)||〈ϕ(zj), Jϕ(zj)u〉|
p(1− |ϕ(zj)|2)n+1+α

p +1
√

(1− |zj |2)|u|2 + |〈zj , u〉|2
.

由 (3.17)–(3.18) 及 (3.8) 式有 lim
j→∞

‖(P g
ϕ)(hj)‖Zµ

6= 0, 根据引理 2.3, 这与 P g
ϕ 是紧算子

矛盾, 所以 (3.9) 式成立. 综上所述, 定理 3.4 得证.
当 ϕ(z) = z 时, 易知下列结论成立.
推论 3.5 设 0 < p < ∞, α > −1, µ 是 [0, 1) 上的正规函数, 且 g ∈ H(B), g(0) = 0, 则

Pg 是 Ap
α 空间到 Zµ 型空间的紧算子当且仅当 g ∈ βµ, gϕl ∈ βµ, 且

lim
|z|→1

sup
z∈B

µ(|z|)|g(z)|
(1− |z|2)n+1+α

p +1
= 0, lim

|z|→1
sup
z∈B

µ(|z|)|Rg(z)|
(1− |z|2)n+1+α

p

= 0.

而对于单位圆盘则有以下结论成立.
推论 3.6 设 0 < p < ∞, α > −1, n = 1, µ 是 [0, 1) 上的正规函数, ϕ 是单位圆盘 D 上

的全纯自映射, 且 g ∈ H(D), g(0) = 0, 则 P g
ϕ 是 Ap

α 空间到 Zµ 型空间的紧算子当且仅当

g ∈ βµ 且

lim
|ϕ(z)|→1

µ(|z|)|g(z)||ϕ′(z)|
(1− |ϕ(z)|2) 2+α

p +1
= 0, lim

|ϕ(z)|→1

µ(|z|)|g′(z)|
(1− |ϕ(z)|2) 2+α

p

= 0.

定理 3.7 设 0 < p < ∞, α > −1, µ 是 [0, 1) 上的正规函数, ϕ 是 B 上的全纯自映射且

g ∈ H(B), g(0) = 0, 则下列条件等价
(1) P g

ϕ 是 Ap
α 空间到 Zµ,0 型空间的紧算子;

(2) P g
ϕ 是 Ap

α 空间到 Zµ,0 型空间的有界算子;
(3) P g

ϕ 是 Ap
α 空间到 Zµ 型空间的紧算子.

证 因为紧算子是有界算子, 所以 (1) ⇒ (2) 成立, 由 Zµ,0 空间的定义及定理 3.4 知
(2) ⇒ (3) 也成立. 再证 (3) ⇒ (1), 先证 (3) ⇒ (2). 由定理 3.4, 对任意的 f ∈ Ap

α, 类似于定
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理 3.1 中充分性的证明有

‖P g
ϕ(f)‖Zµ

= sup
z∈B

µ(|z|)|R(2)[P g
ϕ(f)(z)]|

≤ c{sup
z∈B

µ(|z|)|Rg(z)|
(1− |ϕ(z)|2)n+1+α

p

+ c sup
z∈B

µ(|z|)|g(z)|
(1− |ϕ(z)|2)n+1+p+α

p

(3.19)

×(
(1− |ϕ(z)|2)|Jϕ(z)u|2 + |〈ϕ(z), Jϕ(z)u〉|2

(1− |z|2)|u|2 + |〈z, u〉|2 )
1
2 } · ‖f‖Ap

α
→ 0 (|ϕ(z)| → 1).

于是 P g
ϕ ∈ Zµ,0, 又因为 P g

ϕ 是 Ap
α 空间到 Zµ 型空间的紧算子, 所以 P g

ϕ 是 Ap
α 空间到 Zµ 型

空间的有界算子, 从而 P g
ϕ 是 Ap

α 空间到 Zµ,0 空间的有界算子.
再证 (3) ⇒ (1). 若条件 (3) 成立, 则条件 (2) 成立. 集合 P g

ϕ{f ∈ Ap
α : ‖f‖Ap

α
≤ 1} 在

Zµ,0 空间中是有界的, 由定理 3.4 并结合 (3.19) 式有

lim
|ϕ(z)|→1

sup
‖f‖Ap

α
≤1

µ(|z|)|R(2)(P g
ϕ)(f)| = 0,

所以由引理 2.4 知 P g
ϕ 是 Ap

α 空间到 Zµ,0 空间的紧算子. 定理 3.7 得证.
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[4] Li S, Stević S. On An integral-type operator from ω-Bloch spaces to µ-Zygmund spaces[J]. Appl.

Math. Comput., 2010, 215(12): 4385–4391.
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[8] Stević S. On a new integral-type operator from the weighted Bergman space to the Bloch type

spaces on the unit ball[J]. Discrete Dyn. Nat. Soc. 2008, DOI: 10. 1155/2008/154263.

[9] Stević S. On an integral-type operator from Zygmund type spaces to the mixed-norm spaces on the

unit ball[J]. Abstr. Appl. Anal., 2010, Art.ID 198608, 7 pp.

[10] 赵艳辉, 张学军. 单位球上 Zygmund 型空间上的积分型算子 [J]. 数学进展, 2016, 45(5): 755–766.

[11] 赵艳辉, 张学军. 单位球上 Dirichlet 型空间到 Zµ 型空间的积分型算子 [J]. 数学物理学报, 2017,

37A(2): 217–227.
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