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具有对数型衰减初值的半线性波动方程解的爆破
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摘要: 本文研究了一类具有对数型衰减初值的半线性波动方程解的爆破. 利用迭代法证明了半

线性波动方程组柯西问题的经典解将在有限时间内爆破, 同时给出生命区间的下界估计. 推广了已有

半线性波动方程组柯西问题的有关结果, 并给出若干应用.
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1 引言

本文主要研究如下低维空间中半线性波动方程的柯西问题
{

¤u = F (u), (x, t) ∈ Rn × (0,+∞),
t = 0 : u = εf(x), ut = εg(x), x ∈ Rn,

(1.1)

其中 ¤ = ∂2
t −

n∑
i=1

∂2
xi
是波算子,

F (u) ≥ Aup, u ≥ 0, (1.2)

A > 0, p > 1, ε > 0 是小参数. 考虑 n = 2 和 n = 3 情形, 且 p > p0(n), 其中 p0(n) 是下列二
次方程的正根

(n− 1)p2 − (n + 1)p− 2 = 0.

对于半线性波动方程柯西问题 (1.1), 已经有了很多关于解整体存在和爆破的相关结果.
当初值 f(x), g(x) 具有紧支集且 F (u) = |u|p 时, 柯西问题 (1.1) 有 Strauss 猜想. 即: 初
值“充分小”, p > p0(n), 则式 (1.1) 有整体解; 初值在某种意义下为正, 且 1 < p ≤ p0(n), 则
式 (1.1) 没有整体解.
对于 n = 3 情形, John[1,2] 得到如下结果: 设 F (u) 满足

F (u) ≥ A|u|p, A > 0, (1.3)

初值是具有紧支集的光滑函数且充分小, 若 p > p0(3) = 1 +
√

2, 则式 (1.1) 存在整体光滑解.
若初值不恒为 0, 且 1 < p < p0(3), 则式 (1.1) 不存在整体解. 对于 n = 2 情形, Glassey[3,4] 验

证了 Strauss 猜想, 但是临界情形 p = p0(2) 没有解决.
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对于临界情形 p = p0(3) 和 p = p0(2), Schaeffer[5] 已经证明了即使对于小初值, 式 (1.1)
不存在整体解.
至此, 对于 n = 2 和 n = 3 的情形, Strauss 猜想已经得到完整验证.
对于高维情形 n ≥ 4, 次临界情形 1 < p < p0(n) 由 Sideris[6] 给出证明; 超临界情

形 p > p0(n) 被 Georgive, Lindblad 和 Sogge[7] 证明. 而临界情形 p = p0(n) (n ≥ 4) 被
Yordanov 和 Zhang[8] 以及 Zhou[9] 分别独立验证, 并且对于情形 n ≥ 2, Zhou 和 Han[10]

给出了临界情形 p = p0(n) 解的生命跨度的上界估计, 有关最新结果也可参见 Rammaha,
Takamura, Uesaka 和Wakasa[11].
若初值不具有紧支集, 则式 (1.1) 解的情况会发生变化. 事实上, 对于 n = 3 情形,

Asakura[12] 设 F (u) 满足式 (1.3), 且 p > p0(3), 初值 f(x) ∈ C3(R3), g(x) ∈ C2(R3). 如果初
值满足

Dα
xf(x), Dβ

xg(x) = O((1 + |x|)−1−k), |x| → ∞, |α| ≤ 3, |β| ≤ 2, (1.4)

其中 k > 2
p−1

, 那么柯西问题 (1.1) 的整体解存在; 如果初值满足

f(x) = 0, g(x) ≥ ε

(1 + |x|)1+k
, ε > 0, (1.5)

其中 0 < k < 2
p−1

, 则方程组 (1.1) 的解在有限时间内一定会产生爆破. 对于 n = 2 情形,
Tsutaya[14] 设 F (u) 满足式 (1.3), 且 p > p0(2), 初值 f(x) ∈ C3(R2), g(x) ∈ C2(R2) 满足式
(1.4), 且 k > 2

p−1
, 那么柯西问题 (1.1) 存在整体解; 如果 F (u) 满足式 (1.2), 且 0 < p < p0(2)

初值满足式 (1.5), 且 0 < k < 2
p−1

, 则方程组 (1.1) 不存在整体解.
最近, Kong 和 Liu[15] 提出双曲 Yamabe 问题, 考虑 (1 + n) 维 Minkowski 空间中的

Yamabe 方程解的整体存在与爆破. Minkowski 时空中的双曲 Yamabe 问题为如下半线性波
动方程柯西问题所刻画

{
¤u = u

n+3
n−1 ,

t = 0 : u = εf(x) > 0, ut = εg(x).
(1.6)

在文 [15] 中, Kong 和 Liu 证明: 若初值 f(x) ∈ C3(Rn), g(x) ∈ C2(Rn)(n=2 或 3), 且满足
{

Σ|α|≤3|Dx
αf(x)|+ Σ|α|≤2|Dx

αg(x)| ≤ ε
(1+|x|)1+k (k ≥ n−1

2
),

g(x)− |∇f(x)| > 0,

则柯西问题 (1.6) 的光滑解整体存在; 若初值 f(x) ∈ C3(Rn), g(x) ∈ C2(Rn) ( n =2 或 3), 且
满足

g(x)− |∇f(x)| ≥ 1
(1 + |x|)1+k

,

其中 0 ≤ k < n−1
2

, 则式 (1.6) 的解不会整体存在.
本文研究一类具有衰减初值的半线性波动方程的柯西问题 (1.1). 不同于 Asakura[12] 和

Kong 和 Liu[15], 假设初值是具有形如式 (2.1) 的对数型的衰减, 比代数衰减更缓慢一些. 得
到了半线性方程的柯西问题 (1.1) 的解在有限的时间内爆破, 并得到了生命区间的下界.

2 主要结果
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下面给出本文主要结果.
定理 2.1 设 f(x) ∈ C3(Rn), g(x) ∈ C2(Rn)( n =2 或 3). 若初值满足如下条件

f(x) > 0, g(x)− |∇f(x)| ≥ C

(1 + log(1 + |x|))1+k
, C > 0, (2.1)

且 0 < k < 2
p−1

, 则柯西问题 (1.1) 的正解必在有限时间内爆破, 即解存在区间为 [0, T ∗), 且生
命跨度 T ∗ 满足

T ∗ ≥ C0ε
p−1

k(p−1)−2 , (2.2)

这里 C0 是与 ε 无关的正常数.
定理 2.1 中解的正性可由引理 3.3 保证. 由定理 2.1, 可得 Yamabe 问题 (1.6) 的结论.
推论 2.1 对于 n=2 和 n=3 情形的 Yamabe 问题 (1.6). 设 f(x) ∈ C3(Rn), g(x) ∈

C2(Rn) 且满足式 (2.1), 0 < k < 2
p−1

(n = 2, 0 < k < 1
2
; n = 3, 0 < k < 1), 则柯西问题 (1.6)

的解存在区间为 [0, T ∗), 生命跨度 T ∗ 的下界由式 (2.2) 给出.
注 2.1 Kong 和 Liu[15] 未明确给出 Yamabe 问题 (1.6) 解的生命跨度的估计.
注 2.2 对于 F (u) 满足式 (1.3), 初值满足式 (1.5), 且 0 < k < 2

p−1
, Tsutaya[13] 指出柯

西问题 (1.1) 的解必发生爆破, 并给出同样的下界估计式 (2.2). 由此, 初值的对数型衰减虽比
代数型衰减慢, 但不影响生命跨度的下界估计.
注 2.3 在文献 [13] 中, Tsutaya 设 F (u) = A|u|p, A > 0. 若初值满足 f(x) = 0,

g(x) ≥ C
(1+|x|)1+k , 且 0 < k < 2

p−1
和 p > 1 +

√
2, 则生命跨度 T ∗ 满足 T ∗ ≤ c0C

p−1
k(p−1)−2 , 其中

c0 为与 C 无关的正常数. 因此, 猜测柯西问题 (1.1) 的生命跨度 T ∗ 也满足 T ∗ ≤ c1ε
p−1

k(p−1)−2 ,
其中 c1 为与 ε 无关的正常数.

3 主要结果的证明

在这一节中, 将给出一些引理以及定理 2.1 的证明. 尽管所需引理在 Kong 和 Liu[15] 和

Kubota[16] 中已经给出, 但是为了完整起见, 在此依然将其列出, 证明可参见 Kong 和 Liu[15]

和 Kubota[16].
引理 3.1 考虑下列柯西问题

{
¤u = w(t, x), (x, t) ∈ Rn × (0,+∞)
t = 0 : u = εf(x), ut = εg(x), x ∈ Rn

其中 n =2 或 3. 当 f(x) ∈ C3(Rn), g(x) ∈ C2(Rn), w(t, x) ∈ C2(Rn), 有

u(t, x) = u0(t, x) + Lw(t, x), (3.1)

其中

u0(t, x) =





t
4π

∫
|ξ|=1

εg(x + tξ)dwξ + 1
4π

∂
∂t

(t
∫
|ξ|=1

εf(x + tξ)dwξ) (n = 3),
1
2π

∫ t

0
ρ√

t2−ρ2

∫
|ξ=1| εg(x + ρξ)dwξdρ

+ 1
2π

∂
∂t

(
∫ t

0
ρ√

t2−ρ2

∫
|ξ|=1

εf(x + ρξ)dwξdρ) (n = 2)

(3.2)



No.1 蔡春玲等: 具有对数型衰减初值的半线性波动方程解的爆破 93

是柯西问题 {
¤u = 0, (x, t) ∈ Rn × (0,+∞)
t = 0 : u = εf(x), ut = εg(x), x ∈ Rn

的解;

Lw(t, x) =

{
1
4π

∫ t

0
(t− τ)

∫
|ξ|=1

w(x + (t− τ)ξ, τ)dwξdτ (n = 3),
1
2π

∫ t

0

∫
|x−y|≤t−τ

w(τ,y)√
(t−τ)2−(x−y)2

dydτ (n = 2), (3.3)

是柯西问题 {
¤u = w(t, x), (x, t) ∈ Rn × (0,+∞),
t = 0 : u = 0, ut = 0

的解.
引理 3.2 若 b(λ) 是 (−∞,∞) 上连续函数, 则

∫

|w|=1

b(y · w)dSw = wn−1

∫ 1

−1

b(|y|η)(1− η2)
n−3

2 dη,

其中 wk = 2π
k
2

Γ( k
2 )

(k ≥ 1).

引理 3.3 若 f(x) ∈ C3(Rn), g(x) ∈ C2(Rn) 满足式 (2.1), 则当 ε 充分小时, 柯西问题
(1.1) 在 [0,+∞) 上有正的 C2 解.
证明参见 Kong 和 Liu[15], 此处从略.
定理 2.1 的证明 利用 John[1] 和 Kong 和 Liu[15] 中的迭代法来证明. 由引理 3.3 知, 只

要 u 存在, 则 u > 0. 当 n = 3 时, 由式 (3.2) 和 (2.1) 有

u0(t, x) =
t

4π

∫

|ξ|=1

εg(x + tξ)dwξ +
1
4π

∂

∂t
(t

∫

|ξ|=1

εf(x + tξ)dwξ)

=
εt

4π

∫

|ξ|=1

[g(x + tξ) +∇f(x + tξ)ξ +
f(x + tξ)

t
]dwξ

≥ εt

4π

∫

|ξ|=1

[g(x + tξ)− |∇f(x + tξ)|+ f(x + tξ)
t

]dwξ

≥ εt

4π

∫

|ξ|=1

[g(x + tξ)− |∇f(x + tξ)|]dwξ

≥ εt

4π

∫

|ξ|=1

C

(1 + log(1 + |x + tξ|))1+k
dwξ,

上式右端项是方程 ¤u = 0 带有初值 f = 0, g = (1 + log(1 + r))−1−k 的解. 令 r = |x|, 则
|x + tξ| =

√
(x + tξ)2 =

√
r2 + t2 + 2txξ, 由引理 3.2, 取 y = 2tx, 则

ϕ(t, x) ,
∫

|ξ|=1

C

(1 + log(1 + |x + tξ|))1+k
dwξ

= w2

∫ 1

−1

1

[1 + log(1 +
√

r2 + t2 + 2trη)]1+k
(1− η2)

n−3
2 dη

=
2π

tr

∫ r+t

|r−t|

ρ

[1 + log(1 + ρ)]1+k
dρ.
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故

u0(t, x) ≥ Cε

2r

∫ r+t

|r−t|

ρ

[1 + log(1 + ρ)]1+k
dρ.

对于 (t, x) ∈ Σ , {(t, x) : |x| − t ≥ R > 0}, 有

u0(t, x) ≥ Cε

2r

∫ r+t

r

ρ

[1 + log(1 + ρ)]1+k
dρ ≥ Cε

2r

1
[1 + log(1 + r + t)]1+k

∫ r+t

r

ρdρ

≥ Cεt

2
1

[1 + log(1 + r + t)]1+k
.

若函数 p(t, x) 是 Cm(m ≥ 2) 光滑的, 记 p(t, r) 为 p(t, x) 在半径为 r 的球面上的平均值, 即
p(t, r) = 1

4π

∫
|ξ|=1

p(t, rξ)dwξ. 由式 (3.3) 得

Lw(t, r) =
1

(4π)2

∫ t

0

(t− τ)dτ

∫

|ξ|=1

dwξ

∫

|η|=1

w(rξ + (t− τ)η, τ)dwη

=
∫ t

0

dτ

∫ r+t−τ

|r−t+τ |

λ

8πr
dλ

∫

|ζ|=1

w(λζ, τ)dwζ

=
∫ t

0

dτ

∫ r+t−τ

|r−t+τ |

λ

2r
w(τ, λ)dλ.

因此有 Lw = Pw, 其中 P 算子定义为 Pw =
∫ t

0
dτ

∫ r+t−τ

|r−t+τ |
λ
2r

w(λ, τ)dτ. 假设式 (1.1) 存在整
体的 C2 解, 接下来通过推出矛盾来证明定理 2.1. 由式 (3.1) 有

u(t, x) = u0(t, x) + LF (u)(t, x). (3.4)

令 u 是 u(t, x) 在半径为 r 的球面上的平均值, 则有 u(t, r) = u0(t, r) + LF (t, r) ≥ u0(t, r) +
ALup(t, r), 又 p > p0 = 1 +

√
2. 故 up 是凸的, 所以 up(t, r) ≥ up(t, r), 故

u(t, r) ≥ u0(t, r) + ALup(t, r). (3.5)

又由 u > 0, 成立

u(t, r) ≥ u0(t, r) ≥ 1
4π

∫

|ξ|=1

Cεt

2[1 + log(1 + r + t)]1+k
dwξ

=
Cεt

2[1 + log(1 + r + t)]1+k
, ∀(t, x) ∈ Σ.

进一步设 u 有下列估计

u(t, r) ≥ cta

[1 + log(1 + r + t)]b
, ∀(t, x) ∈ Σ, (3.6)

其中 a, b, c 均为正常数. 显然当 a = 1, b = 1 + k, c = Cε
2

, 式 (3.6) 是满足的. 由式 (3.5)–(3.6),

u(t, r) ≥ ALup(t, r) ≥ A

∫ t

0

dτ

∫ r+t−τ

|r−t+τ |

λ

2r
[

cτa

(1 + log(1 + λ + τ))b
]pdλ

≥ Acp

2r

1
(1 + log(1 + r + t))bp

∫ t

0

τapdτ

∫ r+t−τ

r

λdλ

≥ Acp

2(ap + 2)2
tap+2

(1 + log(1 + r + t))bp
, ∀(t, x) ∈ Σ.

(3.7)
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一直迭代下去, 并比较式 (3.6) 和 (3.7), 可定义如下序列 {aj}, {bj}, {cj},




aj = paj−1 + 2, a0 = 1,

bj = pbj−1, b0 = 1 + k,

cj =
Acp

j−1

2(paj−1+2)2
, c0 = Cε

2
.

从而有

aj =
p + 1
p− 1

pj − 2
p− 1

, bj = (1 + k)pj (3.8)

和

cj >
Acp

j−1

2( p+1
p−1

)2p2j
.

因此可以得到

cj > (
A

2
(
P − 1
P + 1

)2)
pj−1
p−1

cpj

0

p2sj
, sj = pj

j∑
k=1

k

pk
. (3.9)

联立式 (3.6), (3.8) 和 (3.9) 得到 u(t, r) ≥ (A
2
(p−1

p+1
)2)

1
1−p t

2
1−p epjL(t,r), ∀(t, x) ∈ Σ, 其中

L(t, r) =
1

p− 1
log

A

2
(
p− 1
p + 1

)2 + log c0 − 2
∞∑

k=1

k

pk
log p +

p + 1
p− 1

log t

− (1 + k) log(1 + log(1 + r + t)).

由于 0 < k ≤ 2
p−1

, 故存在 (t0, r0) ∈ Σ, 使得 L(t0, r0) > 0. 当 j →∞ 时, 有 u(t0, r0) →∞ 与
假设矛盾. 由 L(t, r) > 0 知

{A

2
(
p− 1
p + 1

)2} 1
p−1 c0

1

p
2

∑∞
k=1

k

pk

t
p+1
p−1

(1 + log(1 + r + t))1+k
> 1.

固定 p, 从而有

C0ε
t

p+1
p−1

(1 + log(1 + r + t))1+k
> 1, (3.10)

其中 C0 = 1
2
{A

2
(P−1

P+1
)2} 1

P−1 1

p
2
∞∑

k=1
k

pk

. 从而由式 (3.10) 可得生命区间的下界估计

T ∗ ≥ C0ε
p−1

k(p−1)−2 . (3.11)

当 n = 2 时, 由式 (2.1) 和 (3.2) 有

u0(t, x) =
ε

2π

∫ t

0

ρ√
t2 − ρ2

∫

|ξ|=1

g(x + ρξ)dwξdρ

+
ε

2πt

∫ t

0

{ ρ√
t2 − ρ2

∫

|ξ|=1

f(x + ρξ)dwξ +
ρ2

√
t2 − ρ2

∫

|ξ|=1

ξ∇f(x + ρξ)dwξ}dρ

=
ε

2π

∫ t

0

ρ√
t2 − ρ2

∫

|ξ|=1

(g(x + ρξ) +
ρ

t
ξ∇f(x + ρξ))dwξdρ

≥ ε

2π

∫ t

0

ρ√
t2 − ρ2

∫

|ξ|=1

C

(1 + log(1 + |x + ρξ|))1+k
dw

ξ
dρ
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≥4Cε

2π

∫ t

0

ρ√
t2 − ρ2

∫ ρ+r

|ρ−r|

1
(1 + log(1 + λ))1+k

λ√
λ2 − (ρ− r)2

√
(ρ + r)2 − λ2

dλdρ

≥4Cε

2π

∫ t

0

ρ√
t2 − ρ2

1
(1 + log(1 + ρ + r))1+k

1√
(ρ + r)2 − (ρ− r)2

√
(ρ + r)2 − (ρ− r)2∫ ρ+r

|ρ−r|
λdλdρ

≥Cε

2π

t

(1 + log(1 + r + t))1+k
, ∀t > 0.

类似地, 设 u 有下列形式的估计

u(t, x) ≥ cta

(1 + log(1 + r + t))b
, (3.12)

其中 a, b, c 均为正常数. 显然当 a = 1, b = 1 + k, c = Cε
2π
时, 式 (3.12) 是满足的. 由式 (3.4)

和 (3.12), 可知

u(t, x) ≥ 1
2π

∫ t

0

∫

|x−y|≤t−τ

Aup

√
(t− τ)2 − |x− y|2

dydτ

=
1
2π

∫ t

0

∫ t−τ

0

ρ√
(t− τ)2 − ρ2

∫

|ξ|=1

Aup(t, x + ρξ)dwξdρdτ

≥Acp

2π

∫ t

0

∫ t−τ

0

ρ√
(t− τ)2 − ρ2

∫

|ξ|=1

τap

(1 + log(1 + τ + |x + ρξ|))bp
dwξdρdτ

≥ Acp

(1 + log(1 + r + t))bp

∫ t

0

τap

∫ t−τ

0

ρ√
(t− τ)2 − ρ2

dρdτ

=
Acp

(1 + log(1 + r + t))bp

∫ t

0

τap(t− τ)dτ

≥ Acp

(ap + 2)2
tap+2

(1 + log(1 + r + t))bp
.

(3.13)

一直迭代下去, 并比较式 (3.12) 和 (3.13), 可定义如下序列 {aj}, {bj}, {cj},




aj = paj−1 + 2, a0 = 1,

bj = pbj−1, b0 = 1 + k,

cj =
Acp

j−1

(paj−1+2)2
, c0 = Cε

2π
.

从而可求得

aj =
p + 1
p− 1

pj − 2
p− 1

, bj = (1 + k)pj (3.14)

和

cj >
Acp

j−1

( p+1
p−1

)2p2j
.

因此可以得到

cj > (A(
P − 1
P + 1

)2)
pj−1
p−1

cpj

0

p2sj
, sj = pj

j∑
k=1

k

pk
. (3.15)
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联立式 (3.12), (3.14) 和 (3.15), 可得

u(t, r) ≥ (A(
p− 1
p + 1

)2)
1

1−p t
2

1−p epjL(t,r), ∀(t, x) ∈ Σ,

其中

L(t, r) =
1

p− 1
log A(

p− 1
p + 1

)2 + log c0 − 2
∞∑

k=1

k

pk
log p +

p + 1
p− 1

log t

− (1 + k) log(1 + log(1 + r + t)).

由于 0 < k ≤ 2
p−1

, 故存在 (t0, r0) ∈ Σ, 使得 L(t0, r0) > 0. 于是当 j →∞ 时, 有 u(t0, x0) →
∞. 与假设矛盾. 由 L(t, r) > 0 有

{A(
p− 1
p + 1

)2} 1
p−1 c0

1

p
2

∑∞
k=1

k

pk

t
p+1
p−1

(1 + log(1 + r + t))1+k
> 1.

固定 p, 从而有

C0ε
t

p+1
p−1

(1 + log(1 + r + t))1+k
> 1, (3.16)

其中

C0 =
1
2
{A(

P − 1
P + 1

)2} 1
P−1

1

p
2

∑∞
k=1

k

pk

.

从而由式 (3.16) 可得 n = 2 情形下生命区间的下界估计

T ∗ ≥ C0ε
p−1

k(p−1)−2 . (3.17)

因此柯西问题 (1.1) 的解不会整体存在, 解的生命跨度由式 (3.11) 和 (3.17) 给出. 证毕.
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BLOW UP OF SOLUTIONS TO SEMILINEAR WAVE EQUATIONS

WITH LOGARITHMIC DECAY INITIAL DATA
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(School of Mathematics and Statistics, Anhui Normal University, Wuhu 241002, China)

Abstract: This paper considers the blow up of solutions to a class of semilinear wave

equations with logarithmic decay initial data. By utilizing the method of an iteration argument,

we obtain the blow up and the lower bound of lifespan of solutions to the Cauchy problem for the

semilinear wave equations, which generalize the existing facts on semilinear wave equations. In

addition, some applications are also given.
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