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摘要: 本文探讨了由两个子网构成的有向相互依存网络的骨干结构识别问题. 基于李雅普诺夫

稳定性理论、自适应同步控制技术和线性矩阵不等式 (LMI) 方法, 本文提出了使得驱动网络和响应网

络达到自适应同步的充分条件. 这些条件使得在网络达到同步的同时, 获得驱动网络的骨干结构的识

别. 最后的数值模拟验证了本文所提出的理论的正确性和有效性.
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1 引言

2008 年美国的关键基础设施报告指出“理解跨部门基础设施系统之间的相互依赖和相
互作用, 对于评估整个关键基础设施系统的恢复能力或鲁棒性至关重要”[1]. 为了更好地理解
现今社会中的重要的基础设施系统之间的相互作用, Buldyrev 等人 [2] 首次在数学的框架下

研究了两个相互依赖的设施系统的协调性与级联失效. 他们的分析方法主要基于单网络渗流
和单网络结构, 从而打开了利用复杂网络工具研究相互依赖设施系统的大门.
相互依存网络是由若干不同性质、不同尺度的复杂网络由相互依存关系耦合成的网络,

所以它仍然可看作是复杂网络, 是一种网络中的网络. 在过去的二十年里, 复杂网络科学中的
相互依赖、相互作用研究领域吸引了大批科技工作者的关注 [3−13]. 不只是因为这种相互依赖
关系存在于基础设施系统中, 它还广泛存在于社会、经济、工程和生物系统中. 网络的相互作
用关系由网络的拓扑结构来表达. 网络的结构决定了网络的功能. 相互依存网络的结构包括
子网络结构和骨干结构 (即子网间结构). 相比较而言, 骨干结构扮演着更重要的角色. 一个自
然的且带有挑战性的问题是: 对于相互依存网络, 它的骨干结构是怎样的, 如何识别, 如何挖
掘？

结构信息的挖掘问题一直是复杂网络科学中的热点问题. 它主要涉及两个问题: 一是结
构预测问题, 即从现有观察中出发, 挖掘网络中的缺失信息, 进行网络结构演化预测; 二是从
动力学表征挖掘网络结构. 迄今为止, 网络结构信息挖掘和识别已经有一系列的研究成果
[14−25]. Zhang 等人 [14] 通过结合新的模块化功能来识别复杂网络中的重叠社区; Liu 等人 [15]

探讨了具有时滞的一般不确定复杂网络的结构识别和参数识别; Sun 等人 [16] 利用复杂网络

的节点和连边的特征来描述蛋白质, 通过分析、识别蛋白质网络的结构获得蛋白质结构的最
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好表达; Wu 等人 [17] 研究了在随机噪声下, 时滞/非时滞复杂网络的未知结构恢复问题; Gui
等人 [18] 提出了一种新的可扩展算法, 用于识别全基因组基因调控网络 (GRN) 结构; Zhou
等人 [19] 通过引入辅助系统, 提出了两种具有耦合时延的复杂时空网络的有限时间拓扑识别
方法.
一直以来, 利用动力学来挖掘结构信息是主流方法, 它的基本思想是基于同步控制. 文献

[20–27] 都是通过设置合适的控制器, 在使得复杂网络达到同步的同时, 获得各种复杂网络结
构的识别.
然而, 上述现有结果的研究对象都是单个的复杂网络, 现今, 对相互依存网络甚至网络的

网络的结构识别研究少之又少 [28]. 基于以上, 本文将研究由两个子网构成的有向相互依存
网络的骨干结构识别问题. 在该网络中, 本文只考虑子网间的耦合连接, 不涉及子网的内部结
构. 基于李雅普诺夫稳定性理论、自适应反馈控制技术和 LMI 方法, 本文对响应网络施加合
适的自适应控制器, 从理论上提出了使得驱动网络和响应网络达到同步的充分条件. 这些条
件简单易行, 而且利用这些条件, 可同时识别出驱动网络中的有向骨干结构.

2 预备知识

给定一个有向相互依存网络, 它由节点数分别为 N 的子网 G1 和子网 G2 在相互依赖关

系下构成. 网络的状态方程可表示为



ẋ1
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其中 x1
i = (x1

i1, x
1
i2, · · · , x1

in)T ∈ Rn 和 x2
i = (x2

i1, x
2
i2, · · · , x2

in)T ∈ Rn 分别是子网 G1 和子网

G2 中的第 i 个节点的状态变量; f : Rn → Rn 和 g : Rn → Rn 均是有界的非线性函数; 常
数 c1 > 0 是子网 G1 对子网 G2 的耦合强度, 常数 c2 > 0 是子网 G2 对子网 G1 的耦合强度;
Â = (Âij)N×N 是子网G1 对子网G2 的外部耦合矩阵, 其中 Âij 定义为: 若从子网G1 的节点

i 出发到子网 G2 的节点 j 有连接, 那么 Âij 6= 0; 否则, Âij = 0. 类似地, B̂ = (B̂ij)N×N 是子

网 G2 对子网 G1 的外部耦合矩阵, 其中 B̂ij 表示: 若从子网 G2 的节点 i 出发到子网 G1 的

节点 j 有连接, 那么 B̂ij 6= 0; 否则, B̂ij = 0; 耦合函数 H : Rn × Rn → Rn 是未知但有界的

非线性函数. 特别地, 当 H 为线性函数时, 网络 (2.1) 可表示成



ẋ1
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其中M 是具有适当维数的矩阵.
注 1 本文的研究对象是网络 (2.1). 本文的研究目标是: 在控制器的作用下, 如何识别出

网络 (2.1) 的骨干结构 Âij 和 B̂ij (i, j = 1, 2, · · · , N), 即外部耦合矩阵 Â 和 B̂.
为了识别出骨干结构, 本文将在李雅普诺夫稳定性理论的框架下, 利用自适应同步控制

技术和 LMI 方法, 使得网络达到同步的同时, 获得拓扑结构的识别. 假设网络 (2.1) 为驱动网
络, 再设响应网络为
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其中 u1
i (t) 和 u2

i (t) (i = 1, 2, · · · , N) 分别是对子网 G1 和子网 G2 施加的控制器.
注 2 在结构识别过程中, 本文的研究目标转化为构造出合适的自适应控制器 u1

i (t) 和
u2

i (t) (i = 1, 2, · · · , N), 使得驱动网络 (2.1) 和响应网络 (2.3) 达到自适应同步, 即满足

lim
t→∞

∥∥y1
i (t)− x1

i (t)
∥∥ = 0, i = 1, 2, · · · , N (2.4)

和

lim
t→∞

∥∥y2
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∥∥ = 0, i = 1, 2, · · · , N. (2.5)

令 e1
i (t) = y1

i (t) − x1
i (t) 和 e2

i (t) = y2
i (t) − x2

i (t) (i = 1, 2, · · · , N) 为子网 G1 和子网

G2 的节点的误差状态变量, 则驱动网络 (2.1) 和响应网络 (2.3) 的自适应同步条件 (2.4) 和
(2.5) 也可以表示为: 当 t →∞ 时, 有

∥∥e1
i (t)

∥∥ → 0和
∥∥e2

i (t)
∥∥ → 0, i = 1, 2, · · · , N. (2.6)

注 3 若令 Ãij = Aij − Âij 和 B̃ij = Bij − B̂ij (i, j = 1, 2, · · · , N), 则本文结构识别的目
标是在获得式 (2.6) 成立的同时, 满足

∣∣Ãij

∣∣ → 0和
∣∣B̃ij

∣∣ → 0, i = 1, 2, · · · , N (2.7)

或

Aij → Âij和Bij → B̂ij , i = 1, 2, · · · , N. (2.8)

为了更好地说明所做出的的理论结果, 下面给出本文需要用到的几个假设和引理.
假设 1 本文总假设 I 为具有适当维数的单位矩阵, 同时设文中所用到的范数 ‖‖ 为 2 -

范数.
假设 2 设 F (t, e (t)) = f (t, y (t)) − f (t, x (t)), G (t, e (t)) = g (t, y (t)) − g (t, x (t)), 则

由函数的有界性, 假设存在正数 L1 和 L2, 使得 ‖F (t, e (t))‖ ≤ L1 ‖e (t)‖和 ‖G (t, e (t))‖ ≤
L2 ‖e (t)‖ 成立.
假设 3 若令 H̃ (e (t)) = H (y (t))−H (x (t)). 类似地, 假设存在常数 L3 > 0, 总有

‖H̃(e(t))‖ ≤ L3‖e(t)‖.

引理 1 [29] 对于任意向量 x, y ∈ Rn 和正定矩阵 T ∈ Rn×n, 下面的矩阵不等式成立

2xT y ≤ xT Tx + yT T−1y.

引理 2 [30] 假设 Q (x) = Q(x)T , R (x) = R(x)T
和 S (x) 都是 x 的矩阵函数, 下列线性

矩阵不等式 (LMI)

[
Q (x) S (x)
S(x)T

R (x)

]
< 0 等价于下列条件中的任何一个

(1) R (x) < 0, Q (x)− S (x) R(x)−1
S(x)T

< 0,

(2) Q (x) < 0, R (x)− ST (x) Q(x)−1
S (x) < 0.

3 主要结果
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基于李雅普诺夫方法、自适应控制技术和 LMI 方法, 本节获得驱动网络 (2.1) 和响应网
络 (2.3) 达到自适应同步的充分条件, 从而识别出驱动网络 (2.1) 的骨干结构.
定理 1 当假设 1、假设 2 和假设 3 成立时, 若存在两个正定的矩阵 P 和 Q 使得


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成立, 那么网络 (2.1) 和网络 (2.3) 在控制器
{

u1
i (t) = −k1

i e
1
i (t),

u2
i (t) = −k2

i e
2
i (t),

i = 1, 2, · · · , N (3.3)

和自适应律 {
k̇1

i = e1T

i (t)Pe1
i (t),

k̇2
i = e2T

i (t) Qe2
i (t),

i = 1, 2, · · · , N (3.4)

和 {
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的作用下达到自适应同步, 其中 k1
i 和 k2

i (i = 1, 2, · · · , N) 是反馈增益, k1∗
i 和 k2∗

i 分别是 k1
i

和 k2
i 的近似值.
证 由网络 (2.1) 和网络 (2.3) 以及假设 1 和假设 2, 可得网络的节点误差状态方程为


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构造一个李亚普诺夫函数为
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Ã2
ij +

N∑
i=1

N∑
j=1

B̃2
ij

+
N∑

i=1

(
k1

i − k1∗
i

)2
+

N∑
i=1

(
k2

i − k2∗
i

)2
. (3.7)



74 数 学 杂 志 Vol. 40

则由控制器 (3.3) 和自适应律 (3.4) 和 (3.5), 关于误差系统 (3.6) 的导数有
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根据引理 1, 有
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且
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N∑

j=1

B̂ijH̃
T (e1

j(t))Qe2
i (t) ≤

N∑
j=1

|B̂ij |(L3e
1T

j (t)e1
j(t)) +

N∑
j=1

|B̂ij |(e2T

i (t)QT Qe2
i (t)).

所以不等式 (3.8) 可化为

V̇ (t) =
N∑

i=1

[e1T

i (t)(L1I + P T P )e1
i (t) + L3c

1(
N∑

j=1

|Âji|)(e2T

i (t)e2
i (t)) + c1(

N∑
j=1

|Âij |)(e1T

i (t)P T Pe1
i (t))]

+
N∑

i=1

[e2T

i (t)(L2I + P T P )e2
i (t) + L3c

2(
N∑

j=1

|B̂ji|)(e1T

i (t)e1
i (t)) + c2(

N∑
j=1

|B̂ij |)(e2T

i (t)QT Qe2
i (t))]

− 2
N∑

i=1

k1∗
i e1T

i (t)Pe1
i (t)− 2

N∑
i=1

k2∗
i e2T

i (t)Qe2
i (t),

整理后可得

V̇ (t) ≤
N∑

i=1

e1T

i (t)[L1I + P T P + c1(
N∑

j=1

|Âij |)P T P + L3c
2(

N∑
j=1

|B̂ji|)− 2k1∗
i P ]e1

i (t)

+
N∑

i=1

e2T

i (t)[L2I + QT Q + c2(
N∑

j=1

|B̂ij |)QT Q + L3c
1(

N∑
j=1

|Âji|)− 2k2∗
i Q]e2

i (t),

所以若




L1I + P T P + c1(
N∑

j=1

|Âij |)P T P + L3c
2(

N∑
j=1

|B̂ji|)I − 2k1∗
i P < 0,

L2I + QT Q + c2(
N∑

j=1

|B̂ij |)QT Q + L3c
1(

N∑
j=1

|Âji|)I − 2k2∗
i Q < 0,

i = 1, 2, · · · , N, (3.9)

则有 V̇ (t) < 0. 由李雅普诺夫稳定性理论可知, 在条件 (3.9) 成立时, 网络 (2.1) 和网络 (2.3)
达到自适应同步, 且此时拓扑结构式 (2.7) 和 (2.8) 也成立. 需要特别注意的是: 矩阵不等式
(3.9) 不是线性的. 根据引理 2, 矩阵不等式 (3.9) 可以改写为线性矩阵不等式 (3.1) 和 (3.2),
从而证明完毕.
定理 1 提出了当耦合函数为非线性的情况下, 网络 (2.1) 和网络 (2.3) 达到自适应同步的

充分条件. 当耦合函数H (·) 为线性函数时, 就不需要用到假设 3, 此时, 定理 1 中的条件相对
来说更简单些, 因此得以下推论 1.
推论 1 在假设 1 和假设 2 成立的条件下, 若存在两个矩阵 P > 0 和 Q > 0 使得不等式




(L1 + c2(
N∑

j=1

|B̂ji|))MT M − 2k1∗
i P P T

P − 1

1+c1
N∑

j=1
|Aij |

I


 < 0, i = 1, 2, · · · , N (3.10)

和 


(L2 + c1(
N∑

j=1

|Âji|))MT M − 2k2∗
i Q QT

Q − 1

1+c2
N∑

j=1
|B̂ij |

I


 < 0, i = 1, 2, · · · , N (3.11)

成立, 那么网络 (2.2) 和网络 (2.3) 在控制器 (3.3) 和自适应律 (3.4), (3.5) 的作用下达到自适
应同步.
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4 数值模拟

为了验证定理 1 的可行性和有效性, 本节将对一个由两个子网构成的有向相互依存网络
(2.1) 和 (2.3) 进行数值模拟. 因为节点个数过多, 对骨干结构的识别就显得过于复杂, 所以在
本节中, 为了简单起见, 设网络节点个数为 8, 其中子网 G1 和子网 G2 的节点个数分别为 4.
同样地, 对于网络 (2.1) 和 (2.3), 本节只考虑子网间的耦合, 不涉及到子网内部的耦合. 对于
子网 G1, 设它的每个节点动力系统都是 Lorenz 系统





ẋ1
i1 = a1(x1

i2 − x1
i1),

ẋ1
i2 = a3x

1
i1 − x1

i1x
1
i3 − x1

i2,

ẋ1
i3 = x1

i1x
1
i2 − a2x

1
i3,

i = 1, 2, · · · , 4,

其中 a1, a2, a3 是实数. 当 a1 = 10, a2 = 8/3, a3 = 28 时, Lorenz 系统是混沌的. 同时, 设子
网 G2 的每个节点动力系统为 Chen 系统





ẋ2
i1 = a1(x2

i2 − x2
i1),

ẋ2
i2 = (a3 − a1) x2

i1 − x2
i1x

2
i3 + a3x

2
i2,

ẋ2
i3 = x2

i1x
2
i2 − a2x

2
i3,

i = 1, 2, · · · , 4,

其中 a1, a2, a3 是实参数. 当 a1 = 35, a2 = 3, a3 = 28 时, Chen 系统处于混沌状态. 由 Lorenz
系统和 Chen 系统的特点, 可知存在 L1 = L2 = 60 满足假设 2. 在以下所有的数值模拟中, 设
子网 G1 和子网 G2 的外部耦合矩阵为

Â =




8 1 3 4
0 3 5 4
9 5 7 5
0 4 8 0


 , B̂ =




0 0 15 0
9 2 10 1
1 3 0 1
1 4 5 2


 , (4.1)

非线性耦合函数为H (x (t)) = (x1 (t) , x2 (t) , sin (x3 (t)))T.此时,可设 L3 = 1满足假设 3. 再
设子网间的耦合强度 c1 = c2 = 0.5, 驱动网络 (2.1) 和响应网络 (2.3) 的节点 (i = 1, 2, · · · , 4)
的初始值分别为

(
x1

i1 (t) , x1
i2 (t) , x1

i3 (t) , x2
i1 (t) , x2

i2 (t) , x2
i3 (t)

)

=(5 ∗ i, 10− 3 ∗ i,−15− 5 ∗ i, 10− 2 ∗ i,−13 + 3 ∗ i, 20− 5 ∗ i) ,
(
y1

i1 (t) , y1
i2 (t) , y1

i3 (t) , y2
i1 (t) , y2

i2 (t) , y2
i3 (t)

)

=(12− 2 ∗ i,−5 + 3 ∗ i, 1.5 + 5 ∗ i,−5 + 5 ∗ i, 1.3− 3 ∗ i,−2 + 5 ∗ i) ,

反馈增益的初始值为 (k1
i (t) , k2

i (t)) = (−12 ∗ i,−13 ∗ i) (i = 1, 2, · · · , 4), 响应网络 (2.3) 的
拓扑结构初始值为 (Ai1, Ai2, Ai3, Ai4) = (1.2 ∗ (i + 5), 8 + 1 ∗ i, 2 ∗ i, 0.5 ∗ (i + 7)) 和
(Bi1, Bi2, Bi3, Bi4) = (2 ∗ (i + 2), 0.3 ∗ i, 12 ∗ i, 1.5 ∗ i) . 根据控制器 (3.3) 和自适应律 (3.4),
(3.5) 以及以上数据, 利用Matlab 的 LMI 工具箱, 可知存在正定矩阵

P =




0.8607 0 0
0 0.8607 0
0 0 0.8607


 和 Q =




0.5099 0 0
0 0.5099 0
0 0 0.5099



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满足定理 1 中的条件 (3.1) 和 (3.2), 从而从理论上保证了网络 (2.1) 和网络 (2.3) 能够达到自
适应同步. 在上述条件下, 利用Matlab 软件, 本节获得了子网 G1 和子网 G2 的误差轨迹图,
如图 1 和图 2. 图 1 中的第二和第三个子图和图 2 均表明了误差状态变量在控制器的作用下,
很快趋于零, 也即驱动网络和响应网络很快达到了渐近同步. 而图 1 的第一个子图表明误差
虽然在零的附近有很小的摆动, 但是它的轨迹仍然是有界的, 也就是说它在零的附近是渐近
稳定的.
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图 1: 子网 G1 的误差状态变量轨迹
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图 2: 子网 G2 的误差状态变量轨迹
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图 3: 子网 G1 的反馈增益运动轨迹
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图 4: 子网 G2 的反馈增益运动轨迹

在驱动网络和响应网络达到同步的同时, 随着时间的增大, 网络 (2.3) 的控制器的反馈增
益也很快稳定在有界的值, 如图 3 和图 4 所示. 而且, 此时, 驱动网络 (2.1) 的拓扑结构也同
时被识别出. 图 5 和图 6 分别表示了响应网络 (2.3) 中从子网 G1 出发和从子网 G2 出发的连

接识别轨迹. 与驱动网络 (2.1) 相比, 图 5 和图 6 表明了识别的精度非常高. 随着时间的变化,
矩阵 A 和矩阵 B 的每个元素都很快稳定在矩阵 Â 和 B̂ 式 (4.1) 中的值.

5 结论

随着社会、科技的日益发展与成熟, 我们赖以生存的自然环境、社会环境以及各种人造
环境之间的联系变得更加紧密和错综复杂. 相互依存网络从复杂网络的角度, 利用网络的拓
扑结构信息阐述了这种关系. 对相互依存网络的结构的研究, 特别是骨干结构的研究是一个
具有重要的理论和实际意义的热点课题. 本文研究了有向相互依存网络的骨干结构识别问题.
其中该网络中的连接只存在于子网间, 且具有非线性连接, 而在子网间没有连接关系. 这种形
式的网络代表了实际中的很多网络, 在以往的文献中很少涉及到. 基于李亚普诺夫稳定性理
论、自适应控制技术和 LMI 方法, 本文提出了自适应同步的充分条件. 这些条件能够保证驱
动网络和响应网络中对应的每个节点的运动轨迹达到一致, 在此基础上, 驱动网络的骨干结
构也能被响应网络对应识别出来. 而且, 本文的假设和所获得的自适应控制器以及自适应律
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图 5: (a) 矩阵的第 1 列的识别; (b) 矩阵的第 2 列的识别;

(c) 矩阵的第 3 列的识别; (d) 矩阵的第 4 列的识别.
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图 6: (a) 矩阵的第 1 列的识别; (b) 矩阵的第 2 列的识别;
(c) 矩阵的第 3 列的识别; (d) 矩阵的第 4 列的识别.

非常简单, 也便于实际中运行. 最后的数值模拟也证明了所提出理论的正确性和有效性. 本
文的研究成果是目前相互依存网络研究的一个重要的发展和深入, 对于现实生活中存在的相
互依存网络 (譬如重要的基础设施系统等) 具有一定的理论指导意义.
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Abstract: In this paper, the problem of backbone structure identification for directed

interdependent networks is investigated, which is composed of two subnets. Based on Lyapunov

stability theory, adaptive synchronization and control technology and linear matrix inequality

method, some sufficient conditions for the adaptive synchronization of drive network and response

network are proposed in this paper. These conditions enable us to identify the backbone structure

of the drive network while the networks obtain their synchronization. Finally, some numerical

simulations verify the correctness and effectiveness of the theory presented in this paper.
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