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五次非线性 Schrödinger 方程的一个新型守恒紧致差分格式
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摘要: 本文研究了带五次项的非线性 Schrödinger 方程初边值问题. 利用有限差分法构造了一

个四阶紧致差分格式, 证明格式在离散意义下保持原问题的两个守恒性质, 即质量守恒和能量守恒. 引

入“抬升”技巧, 运用标准的能量方法和数学归纳法建立了误差的最优估计, 证明数值解在空间和时间

两个方向分别具有四阶和二阶精度. 数值实验对理论结果进行了验证, 并与已有结果进行了对比, 结果

表明本文格式在保持精度相当的前提下具有更高的计算效率.
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1 引言

非线性 Schrödinger 方程在量子力学、非线性光学等物理领域有着非常广泛的应用. 本
文研究如下一类五次非线性 Schrödinger 方程的初边值问题 [1]

iut + uxx − (|u|2 + |u|4)u = f(x, t)u, (x, t) ∈ (a, b)× (0, T ], (1.1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [a, b], (1.2)

u(a, t) = u(b, t) = 0, t ∈ (0, T ], (1.3)

其中 f(x, t) 为实值函数, u(x, t) 为复值函数, u0 为已知的复值函数. 不难验证, 当 f(x, t) ≡
f(x) 时, 该方程满足两个重要的守恒律, 即总质量和总能量守恒 [1,2]

Q(t) =
∫ b

a

| u |2 dx = Q(0), (1.4)

E(t) =
∫ b

a

[|∂u

∂x
|2 + f(x)|u|2]dx + (G, 1) = E(0), (1.5)

其中

(G, 1) =
∫ b

a

(
1
2
|u|4 +

1
3
|u|6)dx.

关于非线性 Schrödinger 方程的数值研究已有很多结果. Bao 等人 [3−5] 运用时间分裂

拟谱方法对非线性 Schrödinger/Gross-Pitaeviskill 方程进行了数值求解, 并对某些物理现
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象进行了数值模拟; Argyris 和 Akrivis 等人 [6−9] 运用有限元法对该方程进行了数值研究;
Dehghan 和Mirzaize 运用无网格法对该方程进行了数值求解 [10−11]. 文献 [12–14] 则运用谱
方法和拟谱方法对该方程进行了数值求解和误差分析. 因编程简单并能保持原问题的某些守
恒性质, 有限差分法广泛应用于非线性 Schrödinger 方程的数值模拟 [15−18]. 然而关于五次非
线性 Schrödinger 方程的数值研究尚不多见. 张鲁明、常谦顺等人 [1−2] 对该方程提出两个二

阶有限差分格式, 证明其保持原问题的两个守恒性质, 同时建立了 L2 范数下的最优误差估

计. 王询等人 [19] 用待定系数的方法构建了一类五点有限差分格式, 该格式族在选取适当的参
数后, 其计算精度在空间可达四阶, 然而计算中在每一个时间步都需要求解一个五对角代数
方程组. 为提高精度, 文献 [20] 提出一个紧致有限差分格式, 但该格式是非线性的, 计算中不
可避免的需要迭代, 从而降低计算效率. 另外, 该文作者也没有分析该格式是否在离散意义下
保持原问题的两个守恒性质. 鉴于以上分析, 本文旨在对问题 (1.1)–(1.3) 构造一个线性化紧
致有限差分格式, 使得新格式在离散意义下依然保持原问题的两个守恒性质.

2 有限差分格式及其守恒律

对平面区域W = [a, b]× [0, T ] 进行网格剖分. 取正整数 J , N , 时空方向上的步长分别为
τ = T

N
, h = b−a

J
, 网格点分别为

tn = nτ, xj = a + jh (j = 0, 1, · · · , J ; n = 0, 1, · · · , N),

并记 Un
j = u(xj , tn), un

j ≈ u(xj , tn). 为书写简单, 引入以下记号

δ+
x un

j =
un

j+1 − un
j

h
, δ+

t un
j =

un+1
j − un

j

τ
, δ2

xun
j =

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

h2
,

Ahun
j = un

j +
h2

12
δ2

xun
j =

1
12

(un
j−1 + 10un

j + un
j+1).

定义 Xh = {w|w = (ω0, ω1, · · · , ωJ−1, ωJ), ω0 = ωJ = 0} 为网格函数空间. 设 u, v 为 Xh 上

的任意两个函数, 其内积和范数定义为

〈u, v〉 = h

J−1∑
j=1

uj v̄j , ‖un‖ = (h
J−1∑
j=1

|un
j |2)

1
2 .

本文需要用到如下引理.
引理 1 [21] 对于任意一个网格函数 u ∈ Xh, 有

‖δ+
x un‖ ≤ 4

h
‖un‖, ‖δ2

xun‖ ≤ 4
h
‖δ+

x un‖. (2.1)

引理 2 [22] 如果网格函数 u ∈ Xh, 则

C1‖un‖ ≤ ‖A−1
h un‖ ≤ C2‖un‖. (2.2)

引理 3 [21] 任给网格函数 u ∈ Xh, 有

‖un‖∞ ≤
√

b− a

2
‖δ+

x un‖. (2.3)
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2.1 有限差分格式

对初边值问题 (1.1)–(1.3), 本文提出如下四阶紧致差分格式

iAhδ+
t un

j +
1
2
δ2

x(un+1
j + un

j )− 1
2
Ah[(

3
2
(|un

j |2 + |un
j |4)−

1
2
(|un−1

j |2 + |un−1
j |4)) (2.4)

× (un+1
j + un

j )] =
1
2
Ah[fn+ 1

2
j (un+1

j + un
j )], j = 1, 2, · · · , J − 1;n = 1, 2, · · · , N − 1,

u0
j = u0(xj), j = 0, 1, 2, · · · , J, (2.5)

un
0 = un

J = 0, n = 1, 2, · · · , N, (2.6)

其中 f
n+ 1

2
j = f(xj , tn+ 1

2
), j = 1, 2, · · · , J − 1; n = 1, 2, · · · , N − 1. 显见 (2.4) 式是一个三层

的格式, 无法自启动, 为求解第一层数值解, 给出如下方法

u1
j = u0(xj) + τ ũ(xj), j = 1, 2, · · · , J − 1, (2.7)

其中

ũj = i[∂xxu0(xj)− (|u0(xj)|2 + |u0(xj)|4)u0(xj)− f(xj , 0)u0(xj)], (2.8)

j = 1, 2, · · · , J − 1.

在 (2.4) 式两端同时作用算子 A−1
h , 则 (2.4) 式可写成如下等价形式

iδ+
t un

j +
1
2
A−1

h δ2
x(un+1

j + un
j )− 1

2
[(

3
2
(|un

j |2 + |un
j |4)−

1
2
(|un−1

j |2 + |un−1
j |4))

× (un+1
j + un

j )] =
1
2
[fn+ 1

2
j (un+1

j + un
j )], j = 1, 2, · · · , J − 1; n = 1, 2, · · · , N − 1.

(2.9)

2.2 离散守恒律

为证明离散守恒律, 定义

〈F n, 1〉 := h

J−1∑
j=1

F n
j , n = 0, 1, · · · , N, (2.10)

其中

F n+1
j := F n

j + [
3
2
(|un

j |2 + |un
j |4)−

1
2
(|un−1

j |2 + un−1
j |4)](|un+1

j |2 − |un
j |2), (2.11)

n = 1, 2, · · · , N − 1,

F l
j := (

1
2
|u0

j |4 +
1
3
|u0

j |6), j = 1, 2, · · · , J − 1; l = 0, 1. (2.12)

引理 4 (I) 格式 (2.4)–(2.6) 在离散意义下满足总质量守恒, 即

Qn = ‖un‖2 = Q1, n = 1, 2, · · · , N. (2.13)
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(II) 如果 f 不依赖于时间 (即有 f
k− 1

2
j ≡ fj), 则格式 (2.4)–(2.6) 在离散意义下满足总能

量守恒, 即

En = ‖|δ+
x un‖|2 + h

J−1∑
j=1

fj |un
j |2 + 〈F n, 1〉 = E1, n = 1, 2, · · · , N, (2.14)

其中

‖|δ+
x un‖| := −〈A−1

h δ2
xun, un〉 1

2 .

证 将 (2.9) 式与 un+1 + un 做内积, 并取虚部得

1
τ
(‖un+1‖2 − ‖un‖2) = 0, n = 1, 2, · · · , N − 1. (2.15)

令 Qn := ‖un‖2, 则有

Qn+1 = Qn, n = 1, 2, · · · , N − 1. (2.16)

即

Qn = Q1, n = 1, 2, · · · , N. (2.17)

将 (2.9) 式与 un+1 − un 做内积, 并取实部得

Re〈iδ+
t un, un+1 − un〉+

1
2
Re〈A−1

h δ2
x(un+1 + un), un+1 − un〉

− 1
4
Re〈[3(|un|2 + |un|4)− (|un−1|2 + |un−1|4)](un+1 + un), un+1 − un〉

=
1
2
Re〈f(un+1 + un), un+1 − un〉, n = 1, 2, · · · , N − 1.

(2.18)

直接计算可得

Re〈iδ+
t un, un+1 − un〉 = Re{ i

τ
〈un+1 − un, un+1 − un〉} = 0,

n = 1, 2, · · · , N − 1, (2.19)
1
2
Re〈A−1

h δ2
x(un+1 + un), un+1 − un〉 = −1

2
(‖|δ+

x un+1‖|2 − ‖|δ+
x un‖|2),

n = 1, 2, · · · , N − 1, (2.20)

−1
4
Re〈[3(|un|2 + |un|4)− (|un−1|2 + |un−1|4)](un+1 + un), un+1 − un〉

= −1
4

J−1∑
j=1

h[3|un
j |2 + |un

j |4)− (|un−1
j |2 + |un−1

j |4)](|un+1
j |2 − |un

j |2), (2.21)

n = 1, 2, · · · , N − 1,

1
2
Re〈f(un+1 + un), un+1 − un〉 =

h

2

J−1∑
j=1

fj(|un+1
j |2 − |un

j |2), (2.22)

n = 1, 2, · · · , N − 1,
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将 (2.19)–(2.22) 式代入 (2.18) 式得

‖|δ+
x un+1‖|2 − ‖|δ+

x un‖|2 + h

J−1∑
j=1

fj(|un+1
j |2 − |un

j |2) + 〈F n+1 − F n, 1〉 = 0,

n = 1, 2, · · · , N − 1.

(2.23)

令

En := ‖|δ+
x un‖|2 + h

J−1∑
j=1

fj |un
j |2 + 〈F n, 1〉, n = 1, · · · , N − 1. (2.24)

则得

En+1 − En = 0, n = 1, 2, · · · , N − 1. (2.25)

即

En = E1, n = 1, 2, · · · , N. (2.26)

3 误差估计

记格式 (2.4)–(2.7) 的局部截断误差为

Rn
j (j = 1, 2, · · · , J − 1; n = 0, 1, · · · , N − 1),

其定义如下

R0
j =u(xj , τ)− u0(xj)− τ ũj , j = 1, 2, · · · , J − 1, (3.1)

Rn
j =iδ+

t Un
j +

1
2
A−1

h δ2
x(Un+1

j + Un
j )− 1

2
[(

3
2
(|Un

j |2 + |Un
j |4) (3.2)

− 1
2
(|Un−1

j |2 + |Un−1
j |4))(Un+1

j + Un
j )]− 1

2
[fn+ 1

2
j (Un+1

j + Un
j )],

j = 1, 2, · · · , J − 1; n = 1, 2, · · · , N − 1,

其中 Un
j = u(xj , tn). 运用 Taylor 展开可得如下引理.
引理 5 格式 (2.4)–(2.7) 的局部截断误差满足

R0
j = O(τ2), j = 1, 2, · · · , J − 1, (3.3)

Rn
j = O(τ2 + h4), j = 1, 2, · · · , J − 1; n = 1, 2, · · · , N − 1. (3.4)

定义误差函数 en
j = Un

j − un
j , j = 0, 1, 2, · · · , J ; n = 0, 1, 2, · · · , N, 则有

定理 1 假设 u ∈ C6,3([a, b]× [0, T ]), 则差分格式 (2.4)–(2.7) 的解以 ‖ · ‖ 范数收敛到初
边值问题 (1.1)–(1.3) 的解, 收敛阶为 O(τ2 + h4).
证 将 (3.1) 式和 (3.2) 式分别与 (2.7) 式和 (2.9) 式相减可得如下误差方程

e1
j = R0

j , j = 1, 2, · · · , J − 1, (3.5)

iδ+
t en

j +
1
2
A−1

h δ2
x(en+1

j + en
j )− 1

4
χn+1

j − 1
2
[fn+ 1

2
j (en+1

j + en
j )] = Rn

j , (3.6)

j = 1, 2, · · · , J − 1; n = 1, 2, · · · , N − 1,
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其中

χn+1
j = (3|Un

j |2 + 3|Un
j |4 − |Un−1

j |2 − |Un−1
j |4)(Un

j + Un+1
j )− (3|un

j |2 + 3|un
j |4

−|un−1
j |2 − |un−1

j |4)(un
j + un+1

j ) (3.7)

= (3|Un
j |2 + 3|Un

j |4 − |Un−1
j |2 − |Un−1

j |4)(en
j + en+1

j ) + [3Un
j ēn

j + 3en
j ūn

j

+3(|Un
j |2 + |un

j |2)(Un
j ēn

j + en
j ūn

j )− Un−1
j ēn−1

j − en−1
j ūn−1

j − (|Un−1
j |2 + |un−1

j |2)
×(Un−1

j ēn−1
j + en−1

j ūn−1
j )](un

j + un+1
j ).

j = 1, 2, · · · , J − 1; n = 1, 2, · · · , N − 1.

由 (3.5) 式和引理 5 显见
‖e1‖ ≤ Cτ 2. (3.8)

运用 Taylor 展开, 可得
δ+

x R0
j ≤ O(τ2), (3.9)

δ2
xR0

j ≤ O(τ2). (3.10)

因此有

‖δ+
x e1‖ = ‖δ+

x R0‖ ≤ Cτ 2, (3.11)

‖δ2
xe1‖ = ‖δ2

xR0‖ ≤ Cτ 2, (3.12)

‖e1‖∞ ≤ ‖e1‖+ ‖δ+
x e1‖ ≤ Cτ 2 ≤ C(τ2 + h4). (3.13)

现假设当 n ≤ k (1 ≤ k < N) 时, 有

‖en‖ ≤ C(τ2 + h4), ‖δ2
xen‖ ≤ C. (3.14)

进而可得

‖un‖∞ ≤ ‖Un‖∞ + ‖en‖∞ ≤ C, (3.15)

‖χn+1‖ ≤ C(‖en−1‖+ ‖en‖+ ‖en+1‖) ≤ C(τ2 + h4). (3.16)

将 (3.6) 式与 en + en+1 做内积, 取虚部得

1
τ
(‖en+1‖2 − ‖en‖2) +

1
2
Im〈A−1

h δ2
x(en + en+1), en + en+1〉 − 1

4
Im〈χn+1, en + en+1〉

− 1
2
Im〈fn+ 1

2 (en + en+1), en + en+1〉 = Im〈Rn, en + en+1〉.
(3.17)

又

Im〈A−1
h δ2

x(en + en+1), en + en+1〉 = 0, (3.18)

Im〈fn+ 1
2 (en + en+1), en + en+1〉 = 0, (3.19)

Im〈Rn, en + en+1〉 ≤ C(‖Rn‖+ ‖en‖+ ‖en+1‖), (3.20)

|〈χn+1, en + en+1〉| ≤ C(‖en−1‖2 + ‖en‖2 + ‖en+1‖2), (3.21)
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由 (3.18)–(3.21) 式, 得

‖en+1‖2 − ‖en‖2 ≤ Cτ(‖en−1‖2 + ‖en‖2 + ‖en+1‖2) + Cτ‖Rn‖2. (3.22)

上式对 n 求和, 有

‖en+1‖2 − ‖e1‖2 ≤ Cτ

n+1∑
l=1

‖el‖2 + C(τ2 + h4)2. (3.23)

当 τ 足够小时, 由 Gronwall 不等式得

‖en+1‖ ≤ C(τ2 + h4). (3.24)

由 (3.6) 式可得

1
2
‖A−1

h δ2
x(en + en+1)‖

=‖ − iδ+
t en +

1
4
χn+1 +

1
2
[fn+ 1

2 (en + en+1)] + Rn‖
≤C‖δ+

t en‖+ C‖χn+1‖+ C‖fn+ 1
2 (en + en+1)‖+ ‖Rn‖

≤Cτ−1(‖en+1‖+ ‖en‖) + C(τ2 + h4)

≤Cτ−1(τ2 + h4).

(3.25)

运用引理 2 有

‖δ2
xen+1‖ − ‖δ2

xen‖ ≤ ‖δ2
x(en+1 + en)‖ ≤ C‖A−1

h δ2
x(en+1 + en)‖ ≤ Cτ−1(τ2 + h4), (3.26)

上式对 n 求和得

‖δ2
xen+1‖ ≤ C(n + 1)τ−1(τ2 + h4) ≤ Cτ−2(τ2 + h4) ≤ C + Cτ−2h4. (3.27)

只要当 h ≤ τ 时, 有 h4/τ2 ≤ 1, 此时有

‖δ2
xen+1‖ ≤ C. (3.28)

另外由引理 1 可得

‖δ2
xen+1‖ ≤ 16

h2
‖en+1‖ ≤ Ch−2(h4 + τ2) ≤ C(h2 + τ2h−2), (3.29)

由此可见, 当 τ ≤ h 时, 有 τ2/h2 ≤ 1, 得

‖δ2
xen+1‖ ≤ C. (3.30)

所以无论网格比如何, 总有
‖δ+

x en+1‖ ≤ C‖δ2
xen+1‖ ≤ C.

由 (3.24) 式和 (3.30) 式可知假设 (3.14) 式对 n = k + 1 时也成立. 证毕.
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4 数值实验

便于验证格式的精度, 引入以下记号

E(h, τ) = ‖e(h, τ)‖, rate1 = log2

E(h, τ)
E(h/2, τ)

, rate2 = log2

E(h, τ)
E(h, τ/2)

,

order1 =
log(‖E(h1, τ)‖/‖E(h2, τ)‖)

log(h1/h2)
, order2 =

log(‖E(h, τ1)‖/‖E(h, τ2)‖)
log(τ1/τ2)

.

算例 4.1 考虑如下初边值问题
{

iut + uxx − (|u|2 + |u|4)u = f(x, t)u, (x, t) ∈ (a, b)× (0, 1],

u(x, 0) = u0(x) = exp(−x2 + ix), x ∈ [a, b],

其中

f(x, t) = 4(x− 2t)2 − exp[−2(x− 2t)2]− exp[−4(x− 2t)2].

该问题的精确解为

u(x, t) = exp(−(x− 2t)2 + i(x− 3t)).

由上式可见当 x趋向于无穷大时, u(x, t)迅速趋于 0. 故当−a和 b取得足够大时, u(a, t)
和 u(b, t) 近似为 0. 因此在数值求解时取空间方向的计算区间为 (−15, 15), 以忽略截断误差
的影响.
在验证空间方向 (时间方向) 收敛阶时, 取 τ = 0.00001 (h = 0.0001), 这样可以忽略时间

(空间) 方向的误差影响. 表 1 和表 2 分别给出了空间和时间方向的收敛阶. 在表 3 中, 将本
文的线性格式与文献 [20] 中的非线性格式做了计算效率上的比较. 图 1 展示了精确解和数值
解在不同时间层下的波形变化.

表 1: 空间方向收敛阶
h τ E(h, τ) rate1

0.4 0.00001 8.4000e-03 4.1336
0.2 0.00001 4.7858e-04 4.0029
0.1 0.00001 2.9851e-05 4.0040
0.05 0.00001 1.8605e-06 ∗

表 2: 时间方向收敛阶
h τ E(h, τ) rate2

0.0001 0.01 4.0094e-04 2.0107
0.0001 0.005 9.9281e-05 2.0044
0.0001 0.0025 2.4745e-05 2.0022
0.0001 0.00125 6.1768e-06 ∗
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表 3: 本文中的线性格式 (LCFD) 与文 [20] 中的非线性格式 (NCFD) 在计算效率上的比较
h τ Scheme CPU time

0.001 0.1 NCFD 5.19s
0.001 0.1 LCFD 3.36s
0.001 0.05 NCFD 9.54s
0.001 0.05 LCFD 6.55s
0.2 0.0001 NCFD 46.27s
0.2 0.0001 LCFD 16.08s
0.1 0.0001 NCFD 98.22s
0.1 0.0001 LCFD 32.41s
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图 1: 算例 4.1 在 τ = 0.01, h = 0.1 时的精确解 (左) 和数值解 (右)

算例 4.2 对形如 iut +uxx +σ(x, t)u+(β1|u|2 +β2|u|4)u = f(x, t), (x, t) ∈ (0, π)×(0, 1].
取 β1 = β2 = −1, σ(x, t) = 1

2
x2, f(x, t) = [− 1

2
x2 + (|eit sinx|2 + |eit sinx|4)− 2]eit sinx, 初始

值为 u0(x) = sin x, 则精确解为 u(x, t) = eit sinx.
运用本文中的格式 (2.4)–(2.6) 对算例 4.2 进行求解, 有以下结果

表 4: 空间方向取不同步长时的误差和精度
h τ E(h, τ) order1

0.1π 0.0001 4.0740e-05 4.0046
0.05π 0.0001 2.5381e-06 4.0082
0.025π 0.0001 1.5773e-07 4.1192
0.0125π 0.0001 9.0764e-09 ∗
表 5: 时间方向取不同步长时的误差和精度

h τ E(h, τ) order2
0.0001π 0.1 7.4888e-04 1.9204
0.0001π 0.05 1.9784e-04 1.9621
0.0001π 0.025 5.0777e-05 1.9815
0.0001π 0.0125 1.2858e-05 ∗

由以上数值实验的结果可看出: 差分格式 (2.4)–(2.6) 在时空方向分别具有 2 阶和 4 阶精
度, 而且格式在离散意义下依然能够保持总质量和总能量守恒, 这完全符合定理 1 和引理 4
的结论. 除此之外, 与已有格式相比, 本文格式在精度相当的前提下还大幅提高了计算效率.
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图 2: 算例 4.2 在不同时间层的总质量 (左) 和总能量 (右)
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图 3: 算例 4.2 在离散意义下的总质量守恒 (左) 和总能量守恒 (右)
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A NEW COMPACT FINITE DIFFERENCE SCHEME FOR THE

QUANTIC NONLINEAR SCHRÖDINGER EQUATION

XUE Xiang, WANG Ting-chun

(School of Mathematics and Statistics, Nanjing University of Information Science and Technology,

Nanjing 210044, China)

Abstract: In this paper, we study the nonlinear Schrödinger equation with a quintic

terma of the initial boundary value problem. By using the finite difference method to construct

a fourth-order compact finite difference scheme, we prove that the scheme preserves the total

mass and energy, respectively. By introducing the lifting technique, the optimal error estimate of

the proposed scheme is established by using the standard energy method and the mathematical

induction. It is proved that the numerical solution has accuracy of fourth-order and second-order in

space and time, respectively. Numerical experiments are given to verify the theoretical results and

compared with the existing results, which show that the proposed scheme has higher computational

efficiency under the condition of maintaining high accuracy.

Keywords: quintic nonlinear Schrödinger equation; compact finite difference scheme;

discrete conservation laws; optimal error estimate; computational efficiency
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