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摘要: 本文研究了一类重要的反问题 – 逆散射问题, 它是从远场散射数据识别散射体中的障碍

物的形状问题. 利用迭代正则化 Gauss-Newton 法, 通过数值模拟比较分析, 验证了本文所提出的方法

在求解逆散射问题时是可行有效的.

关键词: 逆散射; 噪声; 正则化; Gauss-Newton 法; 数值解

MR(2010) 主题分类号: 97N99 中图分类号: O175.5

文献标识码: A 文章编号: 0255-7797(2019)03-0464-11

1 引言

逆散射问题在遥感、无损探测、地球物理、医用成像和雷达目标识别等方面 [1−4] 有着广

泛的应用. 但由于此类问题具有非线性、不适定的特点, 给数值求解带来了很大困难. 20 世
纪 60 年代, 前苏联数学家吉洪诺夫、伊万诺夫和拉弗伦捷耶夫等提出了不适定问题正则化方
法, 随后, 很多学者对逆散射问题进行了卓有成效的研究. Jost 等人 [5] 提出了逆散射微扰论,
Moses [6] 和 Prosser [7−10] 等人对此作了进一步的研究, 研究了一维和三维逆散射问题, 对解
误差进行了分析和估计, 随后 Newton 等人 [7−8,11−14] 对一维和三维逆散射问题进行了进一

步的研究, 并对解的唯一性进行了讨论. Colton 等人 [15−18] 利用积分方程方法对声波和电磁

波逆问题作了深入研究. 其中, 对逆散射理论发展贡献最大的是 Bleistein [19−26] 和 Cohen 等
人 [27−29], 他们以小扰动理论和 Born 近似为理论基础, 建立了利用 Fourier 变换等方法进行
反演的理论, 最终形成了逆散射反演方法. 本文在对障碍物的边界进行参数化处理的基础上,
将逆散射问题转化为一非线性积分方程, 通过数值积分离散, 提出利用迭代正则化高斯 - 牛
顿法来求解, 并进行了数值模拟.

2 逆散射模型的建立

散射是指由光波、音波、电磁波或粒子在通过均匀介质时, 遇到区域大小为 Ω、边界为
Γ 的障碍物而改变其直线运动轨迹的物理现象. 为了计算方便, 我们主要考虑二维区域并
假定散射区域 Ω 是呈星形的, 即在散射区域 Ω 中, 存在连续的正函数 R(θ) (0 ≤ θ < 2π),
使得边界 Γ 上的点用极坐标表示为 (R(θ), θ). 假定入射波为波矢为 k0 的简谐波, 即
ψin(r) = exp(ik0 · r), 障碍物中的波数 k1 是一个常量. 令 ψsc(r) 表示散射区域, 总区域
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ψ = ψin + ψsc 满足微分方程

(52 + k2
1)ψ(r) = 0, r ∈ Ω,

(52 + k2
0)ψ(r) = 0, r ∈ R2 − Ω̄, (1)

其中 ψ 和导数 ∂ψ
∂n
在区域 Ω 的边界 Γ 上连续.

如果平面波正常照射介质柱的轴线, 并且电场 E 的两极沿轴线分布在两端, 该散射问题
转化为求解方程 (1), 其中 ψ = E, 波数 k2

0 = ε0µ0ω
2, k2

1 = ε0εrµ0ω
2 + iωµ0σ, ε0, µ0 是真空

中的介电常数和磁导率, εr, σ 是障碍物的相对介电常数和电导率.
从入射角 ϕ 处的远场散射数据, 得到散射振幅为

S(ϕ) = lim
x→∞

ψsc(r)(
1
2
πk0r)

1
2 exp(−ik0r +

1
4
iπ), (2)

其中向量 r 用极坐标表示为 (r, ϕ). 对于 k1
k0
≈ 1, 障碍为弱散射, 则

S(ϕ) = SB(ϕ) + δB(ϕ). (3)

这种情况下

SB(ϕ) =
1
2
ik2

0(
k1

k0

− 1)
∫

Ω

exp(−i2k0 · r)dr (4)

表示散射振幅和 δB 的 Born 近似 [30−32]. 与 SB 相比, Born 近似导致的误差是很小的.
为了求方程 (4) 的导数近似, 首先利用方程 (1) 和辐射边界条件 (∇ψ − k0ψ =

O(r−
1
2 )(r →∞)) 下区域 ψ 中边界 Γ 的光滑性, 得到格林函数表示为

ψsc(r) =
1
4
i(k2

1 − k2
0)

∫

Ω

H
(1)
0 (k0R)ψ(r′)dr′

R = [r2 − 2r · r + (r′)2]
1
2 ,

其中 H
(1)
0 是第一类 Hankel 函数. 用 ψ(r) 代替 exp(ik0 · r), 当 r → ∞ 时, R → r − r̂ · r (r̂

是反向散射方向 (−k0) 的单位矢量). 由于 k2
1 − k2

0 ≈ 2k2
0(

k1
k0
− 1), 因此

H(k0R) → (
2

πk0R
)

1
2 exp(ik0R− 1

4
iπ) ≈ (

2
πk0r

)
1
2 exp(ik0r − 1

4
iπ) exp(ik · r′).

对于模型的离散测量数据, 考虑

di = SB(ϕi) + δB(ϕi) + εi, 1 ≤ i ≤ N, (5)

其中 εi 表示噪声. 假设 εi 是随机变量, 满足

E(εi) = 0, E(εiεj) = σ2δij , 1 ≤ i, j ≤ N, (6)

通过 1
2
ik2

0(
k1
k0
− 1), 方程 (5) 可写为

dj =
∫ ∫

IΩ(r) exp(−iqj · r)dr + ηj , 1 ≤ j ≤ N, (7)
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其中如果 r ∈ Ω (0 除外), 则 IΩ(r) = 1. q 用极坐标表示为 (2k0, ϕ), Born 近似所导致的误差
包含在 ηj 中.
为了解决反问题的数据缺失和不适定性, 使问题更容易处理, 对问题进行降维处理. 假设

散射区域 Ω 呈星形, 方程 (7) 转化为极坐标表示

di =
∫ 2π

0

f(θ, ϕi, R(θ))dθ + ηi, 1 ≤ i ≤ N, (8)

其中

f(θ, ϕ, R) =
[exp(βR)(βR− 1) + 1]

β2
, β = −i2k0 cos(ϕ− θ).

方程 (8) 可以转化为一维非线性第一类 Fredholm 积分方程

d(ϕ) =
∫ 2π

0

f(θ, ϕ, R(θ))dθ. (9)

一般来说, 该方程的解 R(θ) 不连续依赖于数据 d(ϕ).

3 迭代正则化 Gauss-Newton 法

方程 (9) 可以归结为求解非线性方程 F (γ) = y, 这里

[F (γ)](φ) =
∫ 2π

0

f(ψ, φ, γ(ψ))dψ = y(φ), (10)

其中

f(ψ, φ, γ) =
[exp(βγ)(βγ − 1) + 1]

β2
, β = −i2k0 cos(φ− ψ),

k0 是固定波数, γ(ψ) 未知 [1, 2, 33].
在实际问题中,右端数据 y 通常是由测量得到的,因而得到的数据是一个满足 ‖yδ−y‖ ≤

δ 的近似数据 yδ, 这里 δ > 0 是给定的较小的扰动水平 [34−35].
求解不适定问题的方法主要有两种: Tikhonov 正则化和迭代法, 本文主要采用迭代正则

化 Gauss-Newton 法求解逆散射问题.
定义泛函

min
γ∈X

Jα[γ, y] = ‖F (γ)− yδ‖2 + αΩ(γ), (11)

其中 α > 0 为正则化参数, Ω(γ) 为稳定泛函. 要求无约束最优化问题 (11) 的解, 首先将算子
F 线性化, 利用 F (γ) 在第 k 次迭代点 γk 处的泰勒展开式, 得到

min
γ∈X

Jα[γ, yδ] = ‖yδ − F (γk)− F ′(γk)(γ − γk)‖2 + αΩ(γ), (12)

其中 Ω(γ) = ‖L(γ − γ0)‖ 为稳定泛函, L 是单位矩阵 (L = L0 = I ∈ Rn×n) 或者是一阶或二
阶导算子的离散近似, 即

[L1]ij = δi,j − δi,j−1, i = 1, 2, · · · , n− 1,

[L2]ij = δi,j − 2δi,j−1 + δi,j−2, i = 1, 2, · · · , n− 2,
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其中 δij 为克罗内克符号, j = 1, 2, · · · , n. 方程 (12) 通过一阶最优条件求解, 可得到

γk+1 = γk − (αkL
T L + F ′(γk)T F ′(γk))−1[F ′(γk)T (F (γk)− yδ) + αkL

T L(γk − γ0)], (13)

(13) 式称为迭代正则化 Gauss-Newton 法 [36−37], 简记为 IRGN 法.
要利用此方法数值求解逆散射问题 (10), 需要将其离散化, 本文采用梯形公式将其离散.

将公式 (13) 改写为如下形式

[F ′(γk)T F ′(γk) + αkL
T L]hk = −[F ′(γk)T (F (γk)− yδ) + αkL

T L(γk − γ0)],

其中 hk = γk+1 − γk, 要得到 F ′(γk)T F ′(γk), 需要求解非线性算子 F 的 Fréchet 导数.
令 f(ψ, φ, γ(ψ)) 为定义在 0 ≤ ψ, φ ≤ 2π, ‖γ‖ ≤ r 上的函数, 则可知 f(ψ, φ, γ(ψ)),

f ′γ(ψ, φ, γ(ψ)) 处处连续. 积分算子 F 为 [0, 2π] 上的连续函数, 并且在开球 ‖γ‖ ≤ r 上

Fréchet 可导, 对任意的 γ0 ∈ C[0, 2π] 且 ‖γ0‖ ≤ r, h ∈ C[0, 2π], 可得到 F 的 Fréchet 导数为

(F ′(γ0)h)φ =
∫ 2π

0

f ′γ(ψ, φ, γ0(ψ))h(ψ)dψ. (14)

上述 (14) 式定义的算子是 [0, 2π] 上的线性连续算子.
事实上, 对于确定的 θ = θ(h) ∈ [0, 1], 有

‖F (γ0 + h)− F (γ0)− F ′(γ0)h‖

≤
∫ 2π

0

sup
0≤φ≤2π

|f(ψ, φ, γ0(ψ) + h(ψ))− f(ψ, φ, γ0(ψ))− f ′γ(ψ, φ, γ0(ψ))h(ψ)|dψ

≤ ‖h‖
∫ 2π

0

sup
0≤φ≤2π

|f ′γ(ψ, φ, γ0(ψ) + θh(ψ))− f ′γ(ψ, φ, γ0(ψ))|dψ.

由于函数 f ′γ(ψ, φ, γ(ψ)) 在 γ 处连续, 有

lim
‖h‖→0

1
‖h‖‖F (γ0 + φh)− F (γ0)− F ′(γ0)h‖

≤ lim
‖h‖→0

∫ 2π

0

sup
0≤φ≤2π

|f ′γ(ψ, φ, γ0(ψ) + θh(ψ))− f ′γ(ψ, φ, γ0(ψ))|dψ = 0.

因此 F 的 Fréchet 导数可以通过 (14) 式得到.
利用梯形公式将方程 (14) 进行离散: 把区间 [0, 2π] 等分成 N 个小区间, 其步长为

l = 4s = 2π
N

, 令 ψ0 = 0, ψj = j4s. 同理 ψ0 = φ0 = 0, ψN = φN = 2π, φj = j4s(ψj = φj).
设 γ(ψj) = γj , 则有

(F ′(γ)h)φ =
∫ 2π

0

f ′γ(ψ, φ, γ(ψ))h(ψ)dψ

≈ 4s[f ′γ(ψ0, φi, γ0)h0 + f ′γ(ψ1, φi, γ1)h1 + · · ·+ f ′γ(ψN−1, φi, γN−1)hN−1 +
1
2
f ′γ(ψN , φi, γN )hN ]

≈
N∑

j=0

f ′γ(ψj , φi, γj)hjωj , i = 0, 1, 2, · · · , N,
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改写成矩阵形式为

F ′
γh =




b01 b02 · · · b0N

b11 b12 · · · b1N

...
...

. . .
...

bN1 bN2 · · · bNN







h0

h1

...
hN




,

其中



b01 b02 · · · b0N

b11 b12 · · · b1N

...
...

. . .
...

bN1 bN2 · · · bNN




= 4s




1
2
f ′γ(ψ0, φ0, γ0) f ′γ(ψ1, φ0, γ1) · · · 1

2
f ′γ(ψN , φ0, γN )

1
2
f ′γ(ψ0, φ1, γ0) f ′γ(ψ1, φ1, γ1) · · · 1

2
f ′γ(ψN , φ1, γN )

...
...

. . .
...

1
2
f ′γ(ψ0, φN , γ0) f ′γ(ψ1, φN , γ1) · · · 1

2
f ′γ(ψN , φN , γN )




.

对于每一步迭代 k, 利用迭代正则化 Gauss-Newton 法可得到






bk
01 bk

11 · · · bk
N1

bk
02 bk

12 · · · bk
N2

...
...

. . .
...

bk
0N bk

1N · · · bk
NN







bk
01 bk

02 · · · bk
0N

bk
11 bk

12 · · · bk
1N

...
...

. . .
...

bk
N1 bk

N2 · · · bk
NN




+ αkL
T L







hk
0

hk
1

...
hk

N




= g, (15)

其中

g = −




bk
01 bk

11 · · · bk
N1

bk
02 bk

12 · · · bk
N2

...
...

. . .
...

bk
0N bk

1N · · · bk
NN







N∑
j=0

f(ψj , φ0, γ
k
j )ωj − yδ(φ0)

N∑
j=0

f(ψj , φ1, γ
k
j )ωj − yδ(φ1)

...
N∑

j=0

f(ψj , φN , γk
j )ωj − yδ(φN )




− αkL
T L




γk
0 − γ0

0

γk
1 − γ0

1

...
γk

N − γ0
N




,

F (γ(k)
i ) =

N∑
j=0

f(ψj , φi, γ
(k)
j )wj , i = 0, 1, 2, · · · , N,

γ(0) = (γ(0)
0 , γ

(0)
1 , · · · , γ

(0)
N ).

因此得到迭代格式 γ(k+1) = γ(k) + h(k), 通过此格式便可求出方程 (10) 的近似解.

4 数值模拟

考虑方程 (10) 所示的逆散射问题, 在数值求解之前, 先做如下规定
(1) 用 L∞ 表示误差的∞ - 范数, 即 L∞ = max

06j6N

∣∣∣γ(ψj)− ∼
γ(ψj)

∣∣∣.
(2) 用 RE 表示相对误差, 即

RE =

√√√√
N∑

j=0

∣∣∣γ(ψj)− ∼
γ(ψj)

∣∣∣
2

/

√√√√
N∑

j=0

|γ(ψj)|2,
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其中 ψj 为节点, N 为区间 [0, 2π] 上均匀分布的节点的个数, γ(ψ) 为精确解,
∼
γ(ψ) 为数值解.

(3) 在数值计算时, 假定扰动 {yδ(φj)}N
j=0 是随机的, 但是在实际应用时, 反复测试是相

当困难甚至不可能的. 因此, 考虑确定性误差. 假设观测到的数据有以下扰动形式

yδ(φj) = y(φj) + δ sin(
√

10πφj), j = 0, 1, · · · , N.

(4) 基于 Sigmoid - 型函数的性质, 选取正则化参数为

αk = α(k) =
1

1 + exp(k)
, k为迭代次数.

不难验证其满足下列条件

(i) 1 < αk

αk+1
< 3,

(ii) lim
k→∞

αk = 0.

可以看到, 根据上述正则化参数的选取方法, 在迭代开始时能够充分对问题进行正则化, 然后
随着迭代数的增加正则化参数逐渐减小, 达到解稳定的目的.
数值模拟时, 对所要识别的障碍物边界 γ(ψ), 给定两种参数化模型的精确解, 分别对所

得数值解和精确解进行比较, 以验证本文所提方法的有效性.
数值模拟一 考虑真解

γ(ψ) = (1.2 + 0.25 cos(3ψ)), 0 6 ψ 6 2π.

数值模拟时, 取 N = 100, L = L1, k0 = 2, 迭代次数 k = 30, 初始猜测 γ(0) = (1, 1, · · · , 1)T ,
扰动分别为 δ = 0, 0.01, 0.05 时, 所得 L∞ 和 RE 分别如表 1 所示, 精确解与数值解的比较如
图 1 所示.

表 1: 不同扰动、相同迭代数下, 迭代正则化 Gauss-Newton 法所得误差比较

δ L∞/IRGN RE/IRGN
0 0.019586673363717 0.009521564438011

0.01 0.023000060840979 0.011322525128602
0.05 0.036480037554188 0.018648316339288

取N = 100, k0 = 2, 迭代次数 k = 30, 初始猜测 γ(0) = (1, 1, · · · , 1)T , L 分别取单位矩阵

I、L1 或 L2, 扰动分别为 δ = 0, 0.01, 0.05 时, 所得 L∞ 和 RE 分别如表 2、表 3 所示, 精确解
与数值解的比较如图 2 所示.

表 2: 不同扰动、相同迭代数下, L 取不同时所得误差 (L∞) 比较

δ I L1 L2

0 0.066628807399539 0.019586673363717 0.095640279511095
0.01 0.072528550348058 0.023000060840979 0.093145639089269
0.05 0.094913058680335 0.036480037554188 0.083230642692703
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图 1: 取不同的扰动水平 δ 时, 所得精确解与数值解的比较

表 3: 不同扰动、相同迭代数下, L 取不同时所得误差 (RE) 比较

δ I L1 L2

0 0.018924728113654 0.009521564438011 0.026057415068152
0.01 0.020326606296930 0.011322525128602 0.026971296017496
0.05 0.026377236115007 0.018648316339288 0.031317792291028

图 2: 无扰动时, L 取不同的值所得精确解与数值解的比较

数值模拟二 考虑真解

γ(ψ) = (1.2 + 0.25 cos(7ψ)), 0 6 ψ 6 2π.

参数设置与模拟一相同, 所得 L∞ 和 RE 分别如下表 4 所示, 精确解与数值解的比较如图 3
所示.



No.3 闵涛等: 逆散射问题求解的正则化 Gauss-Newton 法 471

表 4: 不同扰动、相同迭代数下, 迭代正则化 Gauss-Newton 法所得误差比较

δ L∞/IRGN RE/IRGN
0 0.039063736856112 0.017932064312255

0.01 0.040683680142086 0.018762432738289
0.05 0.047127955134274 0.022598790961604

图 3: 取不同的扰动水平 δ 时, 所得精确解与数值解的比较

取N = 100, k0 = 2, 迭代次数 k = 30, 初始猜测 γ(0) = (1, 1, · · · , 1)T , L 分别取单位矩阵

I、L1 或 L2, 扰动分别为 δ = 0, 0.01, 0.05 时, 所得 L∞ 和 RE 分别如下表 5、表 6 所示, 精确
解与数值解的比较如下图 4 所示.

表 5: 不同扰动、相同迭代数下, L 取不同时所得误差L∞比较

δ I L1 L2

0 0.315312961792972 0.039063736856112 0.371872644385648
0.01 0.316396067775845 0.040683680142086 0.367965250855694
0.05 0.320673251623274 0.047127955134274 0.352641067793320

表 6: 不同扰动、相同迭代数下, L 取不同时所得误差 RE 比较

δ I L1 L2

0 0.090635401887756 0.017932064312255 0.097826047340875
0.01 0.091445174358393 0.018762432738289 0.095469157800761
0.05 0.094738224062347 0.022598790961604 0.086806714107307

比较上述两个数值模拟结果, 可以得到如下结论: 从表 1 和表 4 可以看出, 在迭代数相同
的情况下, 当右端测量数据无扰动时, 所得解的误差很小, 数值解较准确, 而随着扰动的增加,
数值解与精确解误差的∞ - 范数和相对误差也逐渐增加; 从表 2、表 3 和表 5、表 6 可以看
出, 在迭代数一定的情况下, 取不同的 L 值时, 随着扰动的增加, 所得数值解与精确解误差的
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图 4: 无扰动时, L 取不同的值所得精确解与数值解的比较

∞ - 范数和相对误差都在非常小的范围内, 特别取 L = L1 时, 所得数值解与精确解误差的
∞ - 范数和相对误差都相对较小.

5 结论

本文采用迭代正则化 Gauss-Newton 法求解一类根据远场散射数据识别介质中障碍物形
状的逆散射问题, 通过数值模拟可以看出: 用此方法求解此类问题是可行的、有效的; 但是对
于参数化后的边界函数, 在利用正则化方法求解时, 当稳定泛函中的 L 取不同的算子时, 数
值解的稳定性和准确性有微小差别, 而当 L 取一阶导算子时, 数值求解所得结果更准确.
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A REGULARIZED GAUSS-NEWTON METHOD FOR SOLVING

INVERSE SCATTERING PROBLEM

MIN Tao, TONG Yun-li

(Department of Applied Mathematics, Xi’an University of Technology, Xi’an 710054, China)

Abstract: In this paper, an important inverse problem-inverse scattering problem, is

studied. It is a problem of identifying the shape of an obstacle in a scatterer from far-field

scattering data. Here, we consider the problem using the Iteratively Regularized Gauss-Newton

method. Through the numerical simulation, it is proved that the proposed method is feasible and

effective in solving the inverse scattering problem.

Keywords: inverse scattering; noise; regularization; Gauss-Newton method; numerical

solution
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