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摘要: 本文研究了 schrödinger-Maxwell 方程基态解存在性的问题. 在 V, K, f, g 满足文中定

理 1.1 的假设条件下, 利用山路定理的方法, 获得了系统 (NSM) 的基态解这一结果, 推广了文献 [1] 中

0 < p < 1 和文献 [2] 中系统高能解的结果.
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1 引言

考虑下面非线性的 schrödinger-Maxwell 方程
{

−4u + V (x)u + K(x)φ(x)u = f(x, u)− g(x, u), x ∈ R3,

−4φ = K(x)u2. x ∈ R3,
(1.1)

其中 F (x, u) =
∫ u

0

f(x, s)ds, G(x, u) =
∫ u

0

g(x, s)ds, 此系统又称为 schrödinger-Poisson 系

统, 它是物理学家们在求解非线性 schrödinger 方程和一未知电场相互作用的解时得到的. 关
于 (1.1) 式的具体推导过程及更详尽的物理意义, 文献 [3, 4] 有较详细的论述.
自从系统 (1.1) 在文献 [3] 中提出以后, 很多学者对系统解的问题产生了兴趣并进行了研

究. 在文献 [1] 中, Sun 用变化的喷泉定理得出了一类次线性项 schrödinger-Maxwell 方程的
无限多个解.在文献 [2]中, Li, Su, Wei用变化的喷泉定理得出了非线性 schrödinger-Maxwell
方程的无穷多个高能解的存在性. 受文献 [2] 的启发, 本文在文献 [2] 的非线性项 f(x, u) (见
本文定理 1.1 的 (f1)–(f4) 条件) 的基础上, 添加了一个次线性项 g(x, u) (见定理 1.1 的 (g) 条
件), 将文献 [1] 中的次线性项 0 < p < 1, 推广到本文的 q ∈ (2, 3), 运用山路定理, 证出了系统
(1.1) 的基态解. 在文献 [5] 中, Liu, Guo, Zhang 用变分法得出了系统的基态解的存在性. 在
文献 [6] 中, Sun, Ma 用新方法证得了系统的基态解. 在文献 [7] 中, 方立婉, 黄文念, 谢苏静
运用山路定理得出了一类非线性 schrödinger-Maxwell 方程在 R3 的基态解, 关于系统 (1.1)
的更多的结论见文献 [8–12].
定理 1.1 假设 V, K 和非线性项 f, g 满足如下条件:
(V) V ∈ C(R3, R) 且 inf

x∈R3
V (x) > 0. 进一步地, ∀ M > 0, 有 meas{x ∈ R3 : V (x) ≤

M} < ∞.
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(K) K ∈ L∞(R3, R), 且K(x) ≥ 0, ∀x ∈ R3.
(f1) f ∈ C(R3 × R, R) 且存在 a > 0, p ∈ (2, 6), 使得 |f(x, u)| ≤ a(1 + |u|p−1),

∀ (x, u) ∈ R3 ×R.
(f2) lim

|u|→0

F (x,u)
|u|2 = 0 对于所有 x ∈ R3 一致成立.

(f3) lim
|u|→∞

F (x,u)
|u|4 = +∞ 对于所有 x ∈ R3 一致成立.

(f4) ∀ (x, u) ∈ R3 ×R, 0 < F (x, u) ≤ 1
4
f(x, u)u.

(g) G(x, u) = 1
4−q

b(x)|u|4−q, q ∈ (2, 3), b(x) ≥ 0, ∀ x ∈ R3, b(x) ∈ L
4
q (R3, R).

则系统 (1.1) 存在一个解 u ∈ E 使得 Φ(u) = inf
N

Φ(u) > 0. N 定义见式 (2.9).

2 相关记号和准备工作

对于任意的 1 ≤ r < ∞, Lr(R3) 表示通常意义下的 Lebesgue 空间, 其范数为

‖u‖r =
(∫

R3

|u|r
) 1

r

.

H1(R3) 则表示通常意义下的 Sobolev 空间, 其范数取为

‖u‖H1 =
{∫

R3

[|∇u|2 + |u|2]dx

}1/2

.

定义如下空间

D1,2 = {u ∈ L2∗(R3) | ∇u ∈ L2(R3)},
其范数取为

‖u‖D1,2 =
(∫

R3

|∇u|2
) 1

2

.

2∗ = 6 为三维空间的临界 Sobolev 嵌入指数, 则 D1,2(R3) ↪→ L2∗(R3), C1 是最佳嵌入正的常

数, 即
‖u‖6 ≤ C1‖u‖D1,2 . (2.1)

由 Lax-Milgram 定理 (见文献 [13]), ∀ u ∈ H1(R3), ∃ 唯一的 φu ∈ D1,2(R3) 使得

−4φu = K(x)u2. (2.2)

进一步地有

φu =
1
4π

∫

R3

K(y)u2(y)
|x− y| dy.

从而 φu ≥ 0. ∀u ∈ H1(R3), 由式 (2.1), (2.2) 和 Hölder 不等式知

‖φu‖2
D1,2 =

∫

R3

K(x)φuu2dx ≤ ‖K‖∞‖φu‖6‖u‖2
12
5
≤ C1‖K‖∞‖φu‖D1,2‖u‖2

12
5
.

从而

‖φu‖D1,2 ≤ C1‖K‖∞‖u‖2
12
5
, (2.3)



No.3 姜影星等: 非线性 schrödinger-Maxwell 方程的基态解 457

且令 C2 = C2
1‖K‖2

∞ ∫

R3

K(x)φuu2dx ≤ C2‖u‖4
12
5
. (2.4)

令

E =
{

u ∈ H1(R3) :
∫

R3

|∇u|2 + V (x)|u|2dx < +∞
}

(2.5)

和

‖u‖ =
{∫

R3

[|∇u|2 + V (x)|u|2]dx

}1/2

, ∀ u ∈ E.

(V) 条件显示 ‖ · ‖ 和 ‖ · ‖H1 在 E 上是两个等价范数, 由 Sobolev 嵌入定理, ∃C3 > 0, 使得

‖u‖r ≤ C3‖u‖, ∀ u ∈ E, 2 ≤ r ≤ 2∗. (2.6)

在空间 E ×D1,2 中定义一个泛函 I,

I(u, φ) =
1
2

∫

R3

(|∇u|2 + V (x)u2)dx− 1
4

∫

R3

|∇φ|2dx +
1
2

∫

R3

K(x)φu2dx

−
∫

R3

F (x, u)dx +
∫

R3

G(x, u)dx, (2.7)

则 I 是有意义的, 且 I ∈ C1(E ×D1,2), 同时, I 的每个临界点就是系统 (1.1) 的一个解 (这里
是指弱解). 由式 (2.2) 得出

Φ(u) =
1
2
‖u‖2 +

1
4

∫

R3

K(x)φuu2dx−
∫

R3

F (x, u)dx +
∫

R3

G(x, u)dx. (2.8)

易知 Φ ∈ C1(E, R) 且

〈Φ′(u), v〉 =
∫

R3

(∇u∇v + V (x)uv)dx +
∫

R3

K(x)φuuvdx−
∫

R3

f(x, u)vdx +
∫

R3

g(x, u)vdx.

由临界点理论及变分法知: 当 u ∈ E 为泛函 Φ 的一个临界点, 则 (u, φu) 为系统 (1.1) 的一组
解. 对应的 Nehari 流形为

N = {u ∈ E\{0} : 〈Φ′(u), u〉 = 0}. (2.9)

定义 2.1 (见文 [14]) 设 E 是 Banach 空间, Φ ∈ C1(E, R), c ∈ R. 泛函 Φ 满足 (PS)c 条

件是指: ∀ {un} ⊂ E 使得

Φ(un) → c, Φ′(un) → 0

有一个收敛的子列.
定理 2.2 (见文 [15]) 设 E 是 Banach 空间, E∗ 为其对偶空间, 若 Φ ∈ C1(E, R) 且满足

Φ(v) < Φ(0) = 0 < ρ ≤ inf
‖u‖=r

Φ(u),
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其中 ρ > 0, r > 0, 以及 v ∈ E 且 ‖v‖ > r. 令 c ≥ ρ 且 c = inf
γ∈Γ

max
s∈[0,1]

Φ(γ(s)), 是从 0 到

v 的连续曲线. 其中 Γ = {γ ∈ C([0, 1], E) : γ(0) = 0, γ(1) = v}, 则存在 {un} ⊂ E, 使得
Φ(un) → c > 0 且 Φ′(un) → 0, 若 Φ 满足 (PS)c 条件, 则 c ≥ ρ 是 Φ 的临界值.

3 定理 1.1 的证明

引理 3.1 在定理 1.1 的假设条件下, 则
(i) ∃ r > 0, ρ > 0, 使得 ρ ≤ inf

‖u‖=r
Φ(u);

(ii) ∃ v ∈ E, 满足 ‖v‖ > r, 使得 Φ(v) < 0.
证 (i) 由 (f2) 条件知 ∀ ε > 0, ∃ α > 0, 使得 ∀ x ∈ R3, 0 ≤ |u| ≤ α, 有 |F (x,u)|

|u|2 ≤ ε
2
, 所

以

|F (x, u)| ≤ ε

2
|u|2. (3.1)

进一步得出

|f(x, u)| ≤ ε|u|. (3.2)

由 (f1) 条件知 ∀ x ∈ R3, |u| ≥ α, 这里 C = a(( 1
α
)p−1 + 1),

|f(x, u)| ≤ a + a|u|p−1 ≤ a((
1
α

)p−1 + 1)|u|p−1 ≤ C|u|p−1,

|f(x, u)| ≤ C|u|p−1, (3.3)

因此

|F (x, u)| ≤ C

p
|u|p. (3.4)

结合式 (3.2), (3.3), ∀ x ∈ R3, u ∈ R, 有

|f(x, u)| ≤ C|u|p−1 + ε|u|. (3.5)

结合式 (3.1), (3.4), ∀ x ∈ R3, u ∈ R, 有

|F (x, u)| ≤ C

p
|u|p +

ε

2
|u|2. (3.6)

结合 (g) 条件和式 (2.6), 有

Φ(u) =
1
2
‖u‖2 +

1
4

∫

R3

K(x)φuu2dx−
∫

R3

F (x, u)dx +
∫

R3

1
4− q

b(x)|u|4−qdx

≥ 1
2
‖u‖2 − ε

2
‖u‖2

2 −
C

p
‖u‖p

p ≥
1
2
‖u‖2 − C2

3ε

2
‖u‖2 − CCp

3

p
‖u‖p.

取 ε 充分小, 因此 ∃ r > 0, ρ > 0, 使得 ρ ≤ inf
‖u‖=r

Φ(u).

(ii) 由 (f3) 条件知 ∀ M > 0, ∃ δ > 0, 使得 |u| ≥ δ 时,

F (x, u) ≥ M |u|4. (3.7)
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由 (f2) 条件知 ∀ x ∈ R3, 0 ≤ |u| ≤ α, 有

|F (x, u)|
|u|2 ≤ 1

2
, (3.8)

从而

F (x, u) ≥ −1
2
|u|2. (3.9)

由 (f1) 条件知 ∃ M1 > 0, 使得 ∀ x ∈ R3, α ≤ |u| ≤ δ, 有

|f(x, u)u
u2

| ≤ |a(1 + |u|p−1)u|
|u|2 ≤ M1, (3.10)

从而

F (x, u) ≥ −M1

2
|u|2. (3.11)

结合式 (3.7), (3.9), (3.11), ∀ M > 0, ∃ M1 > 0使得 ∀ x ∈ R3, u ∈ R,取 M̃ = M1+1
2

+M |u|4,
有

F (x, u) ≥ −M̃ |u|2 + M |u|4. (3.12)

由式 (2.4), (2.6), 2 < q < 3, 知

Φ(u) =
1
2
‖u‖2 +

1
4

∫

R3

K(x)φuu2dx−
∫

R3

F (x, u)dx +
∫

R3

1
4− q

b(x)|u|4−qdx

≤ 1
2
‖u‖2 +

1
4
C2C

4
3‖u‖4 + M̃C2

3‖u‖2 −M‖u‖4
4 +

1
4− q

‖b‖ 4
q
C4−q

3 ‖u‖4−q,

Φ(te) ≤ 1
2
t2‖e‖2 +

1
4
C2C

4
3 t4‖e‖4 + M̃C2

3 t2‖e‖2 −Mt4‖e‖4
4 +

1
4− q

‖b‖ 4
q
t4−qC4−q

3 ‖e‖4−q.

取M 充分大, 则 Φ(te) ≤ 0, 取 v = te, 当 t 充分大时, ‖v‖ > r, 使得 Φ(v) ≤ 0.
引理 3.2 在定理 1.1 的条件下, Φ 的 (PS)c 序列有界.
证 因为 Φ(un) → c, 所以 ∃ M2 > 0, 使得 Φ(un) ≤ M2. 又因 Φ′(un) → 0, 所以 ∀ δ > 0,

‖Φ′(un)‖ ≤ δ,

Φ(un) =
1
2
‖un‖2 +

1
4

∫

R3

K(x)φun
u2

ndx−
∫

R3

F (x, un)dx +
∫

R3

1
4− q

b(x)|un|4−qdx,

‖un‖2 = 2Φ(un)− 1
2

∫

R3

K(x)φun
u2

ndx + 2
∫

R3

F (x, un)dx− 2
∫

R3

1
4− q

b(x)|un|4−qdx

≤ 2M2 − 1
2

∫

R3

K(x)φun
u2

ndx + 2
∫

R3

F (x, un)dx− 2
∫

R3

1
4− q

b(x)|un|4−qdx.

由 Cauchy-Schwartz 不等式

|〈Φ′(un), un〉| = |‖un‖2+
∫

R3

K(x)φun
u2

ndx−
∫

R3

f(x, un)undx+
∫

R3

b(x)|un|4−qdx| ≤ δ‖un‖,

所以

‖un‖2 +
∫

R3

K(x)φun
u2

ndx−
∫

R3

f(x, un)undx +
∫

R3

b(x)|un|4−qdx ≥ −δ‖un‖,
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即 ∫

R3

f(x, un)undx−
∫

R3

K(x)φun
u2

ndx−
∫

R3

b(x)|un|4−qdx ≤ ‖un‖2 + δ‖un‖.

由 (f4) 条件知 2F (x, un) ≤ 1
2
f(x, un)un, 因为 2 < q < 3, 所以 1 < 2

4−q
< 2. 因此

‖un‖2 ≤ 2M2 +
1
2
(
∫

R3

f(x, un)undx−
∫

R3

K(x)φun
u2

ndx−
∫

R3

b(x)|un|4−qdx)

≤ 2M2 +
1
2
‖un‖2 +

δ

2
‖un‖,

即 {un} 有界.
引理 3.3 在定理 1.1 的条件下, Φ 的有界 (PS)c 序列收敛, 即 Φ(un) → c,Φ′(un) → 0, 则

{un} 存在一个收敛的子列.
证 因为 {un} ⊂ E 有界,所以 ∃ u ∈ E,使得 un ⇀ u,由 (V)条件知,在Lt(R3), t ∈ [2, 6)

中, 有
un → u. (3.13)

因为

‖un − u‖2 = 〈Φ′(un)− Φ′(u), un − u〉+
∫

R3

(f(x, un)

− (f(x, u))(un − u)dx−
∫

R3

(g(x, un)− (g(x, u))(un − u)dx

−
∫

R3

K(x)(φun
un − φuu)(un − u)dx,

显然, 当 n →∞ 时,
〈Φ′(un)− Φ′(u), un − u〉 → 0. (3.14)

由式 (3.5) 可知
∫

R3

(f(x, un)− f(x, u))(un − u)dx

≤
∫

R3

ε(|un|+ |u|) + C(|un|p−1 + |u|p−1)(un − u))dx

≤ ε(‖un‖2 + ‖u‖2)‖un − u‖2 + C(|un|p−1
p + |u|p−1

p )‖un − u‖p.

因为在 Ls(R3), 2 ≤ s < 6 中, 有 un → u, 所以

∫

R3

(f(x, un)− f(x, u))(un − u)dx → 0. 由

Hölder 不等式和 (g) 条件知
∫

R3

(g(x, un)− g(x, u))(un − u)dx

≤
∫

R3

(b(x)(|un|3−q + |u|3−q)|un − u|)dx

≤ (
∫

R3

|b(x)| 43 |un|
4(3−q)

3 dx)
3
4 + (

∫

R3

|b(x)| 43 |u| 4(3−q)
3 dx)

3
4 )‖un − u‖4

≤ ‖b‖ 4
q
(‖un‖3−q

4 + ‖u‖3−q
4 )‖un − u‖4.
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因为在 Ls(R3), 2 ≤ s < 6 中, 有 un → u, 所以

∫

R3

(g(x, un)− g(x, u))(un − u)dx → 0. 由

Hölder 不等式,
∫

R3

K(x)φun
un(un − u)dx ≤ ‖K‖∞‖φun

un‖2‖un − u‖2

≤ ‖K‖∞‖φun
‖6‖un‖3‖un − u‖2

≤ C1‖K‖∞‖φun
‖D1,2‖un‖3‖un − u‖2

≤ C2
1‖K‖2

∞‖un‖2
12
5
‖un‖3‖un − u‖2.

所以 ∫

R3

K(x)φun
un(un − u)dx → 0. (3.15)

类似的 ∫

R3

K(x)φuu(un − u)dx → 0. (3.16)

因此

‖un − u‖ → 0. (3.17)

则已证 ∀ c, Φ 的 (PS)c 条件成立. 因此至少存在一个非零解 u ∈ E, Φ(u) = c, Φ′(u) = 0.
由式 (2.9) 知, 显然 N 非空, ∀ u ∈ N , 有

0 = 〈Φ′(u), u〉 = ‖u‖2 + K(x)
∫

R3

φuu2dx−
∫

R3

f(x, u)udx +
∫

R3

b(x)|u|4−qdx

≥ ‖u‖2 − εC2
3‖u‖2 − CCp

3‖u‖p.

(3.18)

由 N 的定义, 显然 u 6≡ 0, 取 ε 充分小, 则

‖u‖ ≥ p−2

√
1− εC2

3

CCp
3

,

又因为 2 < q < 3, 所以 1
2

< 1
4−q

< 1.

Φ(u) = Φ(u)− 1
4
〈Φ′(u), u〉

=
1
4
‖u‖2 +

∫

R3

(
1
4
f(x, u)u− F (x, u))dx +

∫

R3

(G(x, u)− 1
4
g(x, u)u)dx

≥ 1
4
‖u‖2 + (

1
4− q

− 1
4
)
∫

R3

b(x)|u|4−qdx

≥ 1
4
‖u‖2.

(3.19)

所以 Φ 在 N 上是下有界的, 且 Φ 具有强制性, 即 (‖u‖ → ∞, Φ(u) →∞) 因此定义

m = inf
N

Φ > 0.
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引理 3.4 (见文 [14]) 设 r > 0, 如果 {un} ⊂ H1(R3) 有界, 且

lim
n→∞

sup
y∈R3

∫

Br(y)

|un|2dx = 0,

则 ∀ s ∈ (2, 6), 在 Ls(R3) 中有 un → 0.
定理 1.1 的证明 设 {un} ⊂ N 是 Φ 的一个极小化序列, 则 {un} 有界, 而且通过一个恰

当的 Z3 变换, ∃ u ∈ N , 使得 un ⇀ u 和 Φ(u) = s = inf
N

Φ.

证 由 Φ 具有强制性, 显然, {un} 有界. 在子列意义条件下, 有 un ⇀ u. 假设引理 3.4 成

立, 结合式 (3.5), 当 n →∞ 时, 有
∫

R3

f(x, un)un = o(‖un‖). 从而有

o(‖un‖) = 〈Φ′(un), un〉 = ‖un‖2 +
∫

R3

K(x)φun
u2

ndx−
∫

R3

f(x, un)undx +
∫

R3

b(x)|un|4−qdx

≥ ‖un‖2 − o(‖un‖).

所以 ‖un‖ → 0, 这与式 (3.18) 相矛盾, 因此 ∃ r > 0, {yn} ⊂ Z3, 满足

lim
n→∞

sup
y∈R3

∫

Br(y)

|un|2dx > 0.

因此 un ⇀ u 6= 0, 则 Φ′(u) = 0. 因此 u ∈ N . 显然 Φ(u) ≥ s. 由 (f4) 条件, Fatou’s 引理, ‖ · ‖
的弱连续和 {un} 有界得

s + o(1) = Φ(un)− 1
4
〈Φ′(un), un〉

=
1
4
‖un‖2 +

∫

R3

(
1
4
f(x, un)un − F (x, un)dx +

∫

R3

(G(x, un)− 1
4
g(x, un)un)dx

≥ 1
4
‖u‖2 +

∫

R3

(
1
4
f(x, u)u− F (x, u)dx +

∫

R3

(G(x, u)− 1
4
g(x, u)u)dx + o(1)

= Φ(u)− 1
4
〈Φ′(u), u〉+ o(1) = Φ(u) + o(1).

所以 Φ(u) ≤ s, 从而 Φ(u) = s = inf
N

Φ > 0.
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GROUND STATE SOLUTION FOR THE NONLINEAR

SCHRÖDINGER-MAXWELL EQUATIONS

JIANG Ying-xing, HUANG Wen-nian

(School of Mathematics and Statistics, Guangxi Normal University, Guilin 541006, China)

Abstract: In this paper, we study the existence of ground state solution for the Schrödinger-

Maxwell equations. Under some assumptions of Theorem 1.1 about V, K and f, g, by using

mountain pass theorem, we get the ground state solution for (NSM), we promote the conclusion

of the first reference with 0 < p < 1 and the second reference about high energy solution.

Keywords: Schrödinger-Maxwell equations; mountain pass theorem; ground state solution;

Nehari manifold
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