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一维可压缩 Navier-Stokes 方程组趋向于接触间断波

的零耗散极限
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(安徽大学数学科学学院,安徽合肥 230601)

摘要: 本文研究了一维可压缩 Navier-Stokes 方程组趋向于接触间断波的零耗散极限问题. 利

用一个新的先验假设及一些精细的能量估计, 证明了当可压缩 Euler 方程组的黎曼问题存在一个接触

间断波解时, 相应的可压缩 Navier-Stokes 方程组存在一个整体光滑解, 并且当热传导系数 κ 趋于

0 时, 此光滑解以 κ
7
8 的速率趋向于接触间断波, 这里接触间断波的强度不需要小. 本文改进了文献

[1, 2] 中的主要结果.
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1 引言

考虑如下一维非等熵的可压缩 Navier-Stokes 方程组




vt − ux = 0,

ut + px = µ
(ux

v

)
x
,(

e +
u2

2

)

t

+ (pu)x = κ

(
θx

v

)

x

+ µ
(uux

v

)
x
,

t > 0, x ∈ R, (1.1)

其中 v, u, θ, p, e 分别表示流体的比容、速度、温度、压强和内能, µ, κ 分别是粘性系数和热

传导系数.
本文假设粘性系数 µ 是热传导系数 κ 的同阶或高阶函数, 且流体压强 p 和内能 e 由下式

给出

p =
Rθ

v
, e =

Rθ

γ − 1
, (1.2)

其中 R > 0 是气体常数, γ > 1 是绝热指数.
对于理想流体, 即 µ = 0, κ = 0, 方程组 (1.1) 退化为如下可压缩 Euler 方程组





vt − ux = 0,

ut + px = 0,(
e +

u2

2

)

t

+ (pu)x = 0,

t > 0, x ∈ R. (1.3)
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本文考虑方程组 (1.1) 当 µ → 0, κ → 0 时的零耗散极限问题, 并且期望方程组 (1.1) 的
光滑解趋向于相应的 Euler 方程组 (1.3) 的 Riemann 问题的解. 假设方程组 (1.3) 具有如下
Riemann 初值

(v, u, θ)(0, x) =

{
(v−, u−, θ−), x < 0,

(v+, u+, θ+), x > 0,
(1.4)

其中 v± > 0, θ± > 0, u± ∈ R 为给定的常数.
众所周知, 当

u− = u+, p− =
Rθ−
v−

=
Rθ+

v+

= p+ (1.5)

时, Riemann 问题 (1.3)–(1.4) 具有如下接触间断解

(vcd, ucd, θcd)(0, x) =

{
(v−, u−, θ−), x < 0,

(v+, u+, θ+), x > 0.
(1.6)

对于可压缩 Navier-Stokes 方程组 (1.1), 构造接触间断波 (vcd, ucd, θcd)(t, x) 的一个光滑
逼近 (v̄, ū, θ̄)(t, x), 称之为“粘性接触波”. 类似于文献 [3], 我们希望 (v̄, ū, θ̄)(t, x) 的压强接
近于一个特定常数, 即

p̄ ≡ Rθ̄

v̄
≈ p+. (1.7)

这表明, 当不考虑高阶项时, 能量方程 (1.1)3 可写成

Rθt

γ − 1
+ p+ux = κ

(
θx

v

)

x

. (1.8)

将 (1.7) 式代入 (1.8) 式中, 可得到一个非线性扩散方程

θt = mκ

(
θx

θ

)

x

, θ(t,±∞) = θ±, m =
p+(γ − 1)

γR2
> 0. (1.9)

由文献 [4] 知, 问题 (1.9) 存在一个唯一自相似解 Θ(t, x) = Θ(ξ), ξ = x√
κ(1+t)

, 并且 Θ(ξ)

是一个单调函数. 当 θ+ > θ− 时, Θ(ξ) 单调递增; 当 θ+ < θ− 时, Θ(ξ) 单调递减. 此外，存在
常数 δ̃ > 0, 使得当 δ = |θ+ − θ−| ≤ δ̃ 时, Θ(t, x) 满足

∣∣∣(κ(1 + t))
l
2 ∂l

xΘ
∣∣∣ + |Θ− θ±| ≤ c1δe

− c2x2

κ(1+t) , |x| → ∞, l ≥ 1, (1.10)

其中 c1, c2 为两个仅依赖与 θ− 和 δ̃ 的正常数.
有了 Θ(t, x) 的定义后, 可以定义粘性接触波 (v̄, ū, θ̄)(t, x) 如下:

v̄ =
R

p+

Θ, ū = u− +
κ(γ − 1)

γR
(lnΘ)x,

θ̄ = Θ− (γ − 1)κ
γRp+

Θt +
(γ − 1)µκ

γR2
(lnΘ)xx,

(1.11)

从而 (v̄, ū, θ̄) 满足
∥∥(

v̄ − vcd, ū− ucd, θ̄ − θcd
)
(t)

∥∥
Lp = O(κ

1
2p )(1 + t)

1
2p , p ≥ 1, (1.12)
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且





v̄t − ūx = 0,

ūt + p̄x = µ
( ūx

v̄

)
x
,(

ē +
ū2

2

)

t

+ (p̄ū)x = κ

(
θ̄x

v̄

)

x

+ µ
( ūūx

v̄

)
x

+ R1,

(1.13)

其中 ē =
Rθ̄

γ − 1
,

R1 =
mκ2

p+

{
1
Θ

Θxxt +
1

Θ2
ΘxtΘx − (γ − 1)p+

γΘ
(lnΘ)xxΘt

}

+
µ

κ

{
mγκ3

RΘ
(lnΘ)xxxx − mκ3

RΘ2
(lnΘ)xxxΘx +

m(γ − 1)κ3

γRΘ
((lnΘ)xx)2

+
κ2

R
(lnΘ)xxt − m2κ3

Θ2
((lnΘ)xx)2

}

= O(δ)κ(1 + t)−2e−
c2x2

κ(1+t) , |x| → ∞.

(1.14)

本文的主要结果如下.
定理 1.1 假设常数状态 (v±, u±, θ±) 满足 (1.5), (vcd, ucd, θcd)(t, x) 是 Euler 方程组

的黎曼问题 (1.3)–(1.4) 的一个接触间断解, 且 (v̄, ū, θ̄)(t, x) 是由 (1.11) 给出的对应于
(vcd, ucd, θcd)(t, x) 的粘性接触波. 进一步假设粘性系数 µ 是热传导系数 κ 的同阶或高阶函

数, 并且可压缩 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 的初始值与 (v̄, ū, θ̄)(t, x) 的初始值相同. 那么存
在常数 κ0 > 0, 使得当 0 < κ ≤ κ0 时, 方程组 (1.1) 存在唯一的整体光滑解 (v, u, θ)(t, x), 满
足对任意的常数 T > 0 及 h > 0, 有

sup
0≤t≤T,|x|≥h

∣∣(v, u, θ)(t, x)− (vcd, ucd, θcd)(t, x)
∣∣ ≤ Cκ

7
8 , (1.15)

其中 C 是一个不依赖于 κ 的正常数.
注 1.1 在定理 1.1 中, 接触间断波 (vcd, ucd, θcd)(t, x) 的强度 δ = |θ+ − θ−| 只要求是有

限的, 而不需要任何小性条件.
注 1.2 在文献 [1, 2] 中, 作者研究了可压缩 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 的解趋向于接触

间断波 (vcd, ucd, θcd)(t, x) 的零耗散极限, 并且证明了方程组 (1.1) 的解趋向于接触间断波的
收敛率分别为 κ

1
4 和 κ

3
4 . 在定理 1.1 中, 得到了一个更快的收敛率 κ

7
8 (见 (1.15) 式), 因此在

这种意义上, 改进了文 [1, 2] 中的主要结果.
下面简要地回顾已有的相关结果, 并且指出本文证明的主要思想. 目前关于可压缩

流体力学方程趋向于基本波的零耗散极限问题已有许多结果. 在不考虑初始层的情形下,
Goodman和Xin[5] 研究了粘性守恒律方程组趋向于无粘激波的粘性消失极限.后来, Yu[6] 考

虑了具有初始层的粘性守恒律方程组趋向于无粘激波的粘性消失极限问题. 当可压缩 Euler
方程组存在一个激波解时, Hoff 和 Liu[7], Wang[8] 以及Wang[9] 证明了一维可压缩 Navier-
Stokes 方程组趋向于激波的粘性消失极限. Xin[10] 研究了一维等熵的可压缩 Navier-Stokes
方程组趋向于稀疏波的零耗散极限问题, 并且得到了解在初始时间 t = 0 以外的关于粘性系
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数的收敛率. 后来, Jiang[11], 以及 Xin 和 Zeng[12] 将文 [10] 中的结果分别推广到非等熵的可
压缩 Navier-Stokes 方程组以及 Boltzmann 方程的情形. Ma[1, 2] 研究了一维非等熵的可压缩

Navier-Stokes 方程组趋向于强接触间断波的零耗散极限, 并且得到了收敛率. 关于可压缩流
体力学方程趋向于复合波的零耗散极限问题, 读者可参见文献 [3, 13–16] 以及其中的参考文
献.
本文的主要目的在于改进文 [1, 2] 中的收敛率. 在文 [1, 2] 中, 作者在先验假设

N(τ) ≡ ‖(φ, ψ, ζ)(τ)‖H2(R) ≤ ε (1.16)

下, 利用基本能量方法证明了一维非等熵的可压缩 Navier-Stokes 方程组的解趋向于接触间
断波的收敛率分别为 κ

1
4 和 κ

3
4 , 这里 ε > 0 是一个充分小的正常数. 与文 [1, 2] 中的分析

相比, 在本文中, 我们利用一个依赖于热传导系数 κ 的先验假设 (2.6), 以及一些更加精细
的能量估计得到了一个更快的收敛率 κ

7
8 . 特别地, 我们证明了扰动函数 (φ, ψ, ζ)(τ, y) 的

‖(φy, ψy, ζy)(τ)‖ 估计为 Cκ (C > 0 为正常数), 这比文 [1, 2] 中相应的结果更优 (见以下引理
2.2).
本文的结构安排如下. 在第二节中, 首先将 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 的解在粘性接触

波附近作扰动, 从而得到扰动方程组; 然后证明扰动方程组解的先验估计; 最后给出主要定理
1.1 的证明.

记号 在本文中, a = (ai) 表示 Rn 中的向量且 |a| =
(

n∑
i=1

a2
i

) 1
2

, 而 A = (Aij)n×n 是矩

阵且 |A| =
(

n∑
i=1

n∑
j=1

A2
ij

) 1
2

. C 表示某个常数, 且它在不同的能量估计中可能会改变. Lp(R)

(1 ≤ p ≤ +∞) 表示通常的 Lebesgue 空间, H l(R) 是通常的 l 阶 -Sobolve 空间, 其范数为

‖f‖l =
(

l∑
i=0

‖∂i
xf‖2

) 1
2

, 其中 ‖ · ‖ , ‖ · ‖L2(R).

2 主要结果的证明

2.1 问题的转化

首先, 假设方程组 (1.1) 的初始值与粘性接触波 (v̄, ū, θ̄)(t, x) 的初始值相同, 即 (v, u, θ)
(0, x) = (v̄, ū, θ̄)(0, x). 定义扰动函数 (φ, ψ, ζ)(t, x) 为

φ = v − v̄, ψ = u− ū, ζ = θ − θ̄, (2.1)

则由 (1.1) 和 (1.13) 式可得





φt − ψx = 0,

ψt +
(

Rζ − p̄φ

v

)

x

= µ
(ux

v
− ūx

v̄

)
x
,

Rζt

γ − 1
+ pux − p̄ūx = κ

(
θx

v
− θ̄x

v̄

)

x

+ µ

(
u2

x

v
− ū2

x

v̄

)
−R1,

φ(0, x) = ψ(0, x) = ζ(0, x) = 0.

(2.2)
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作如下坐标变换

y =
x

κ
, τ =

1 + t

κ
, (2.3)

则方程组 (2.2) 可改写成如下形式




φτ − ψy = 0,

ψτ +
(

Rζ − p̄φ

v

)

y

=
µ

κ

(uy

v
− ūy

v̄

)
y
,

Rζτ

γ − 1
+ puy − p̄ūy =

(
θy

v
− θ̄y

v̄

)

y

+
µ

κ

(
u2

y

v
− ū2

y

v̄

)
−R2,

φ(τ0, y) = ψ(τ0, y) = ζ(τ0, y) = 0,

(2.4)

其中 τ0 =
1
κ

, R2 = κR1, 而且有

∣∣∂l
yΘ

∣∣ ≤ c1κ
l
2 e−

c2y2

τ , l ≥ 1, |R2| ≤ c1κ
2e−

c2y2

τ . (2.5)

令 τ1 = 1+T
κ

, 仅需要证明对充分小的 κ, 方程组 (2.4) 在 R × [τ0, τ1] 上存在唯一光滑解.
为此, 定义方程组 (2.4) 的解空间如下

X(τ0, τ̂) =
{
(φ, ψ, ζ)(τ, y)|(φ, ψ, ζ)(τ, y) ∈ C1(τ0, τ̂ : H2(R)),

(φ, ψ)y(τ, y) ∈ L2(τ0, τ̂ : H2(R)), ζy(τ, y) ∈ L2(τ0, τ̂ : H1(R))
}

,

其中 τ0 < τ̂ ≤ τ1 为某个常数.
Cauchy 问题 (2.4) 的局部解的存在唯一性可类似于文 [17] 得到. 为简洁起见, 在此省略

其证明. 为了得到 Cauchy 问题 (2.4) 的整体解, 需要建立其解的一定形式的能量估计.

2.2 先验估计

在这一小节中, 将证明 Cauchy 问题 (2.4) 解的如下先验估计.
命题 2.1 (先验估计) 在定理 1.1 的条件下, 假设 (φ, ψ, ζ) ∈ X(τ0, τ2) 为 Cauchy 问题

(2.4) 的解, 其中 τ0 < τ2 ≤ τ1, 并且满足如下先验假设

N(τ2) ≡ sup
τ∈[τ0,τ2]

‖(φ, ψ, ζ)(τ)‖2 ≤ κ
1
2 . (2.6)

那么存在两个不依赖于 κ 和 τ2 的正常数 κ0 和 C0 > 0, 使得当 0 < κ ≤ κ0 时, 对任意的
τ ∈ [τ0, τ2] 成立

sup
τ0≤τ≤τ2

‖(φ, ψ, ζ)(τ)‖2 +
∫ τ2

τ0

‖ζy(s)‖2
1ds ≤ C0κ

3
2 , (2.7)

sup
τ0≤τ≤τ2

‖(φy, ψy, ζy)(τ)‖2
1 +

∫ τ2

τ0

(‖(φy, ψy)(s)‖2
1 + ‖ζyy(s)‖2

1)ds ≤ C0κ
2. (2.8)

在证明命题 2.1 之前, 由先验假设 (2.6) 及 Sobolev 不等式

‖f(τ)‖L∞ ≤ ‖f(τ)‖ 1
2 ‖fy(τ)‖ 1

2 , (2.9)
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得

‖(φ, ψ, ζ, φy, ψy, ζy)(τ)‖L∞ ≤ κ
1
2 . (2.10)

此外, 利用 κ 的小性有

v(τ, y) = φ(τ, y) + v̄(τ, y) ≥ v̄(τ, y)− ‖φ(τ)‖L∞ ≥ 1
2

min{v−, v+} > 0, (2.11)

及

θ(τ, y) = ζ(τ, y) + θ̄(τ, y) = ζ + Θ− (γ − 1)
γRp+

Θτ +
(γ − 1)µ

γR2κ
(lnΘ)yy

≥ Θ(τ, y)− ‖ζ(τ)‖L∞ − Cκe−
c2y2

τ

≥ 1
2

min{θ−, θ+} > 0.

(2.12)

命题 2.1 可由下面的一系列引理得到. 对于低阶估计, 有
引理 2.1 在命题 2.1 的假设下, 存在两个不依赖于 κ 和 τ2 的正常数 κ1 和 C1, 使得当

0 < κ ≤ κ1 时, 有

sup
τ0≤τ≤τ1

‖(φ, ψ, ζ)(τ)‖2 +
∫ τ1

τ0

‖ζy(s)‖2ds ≤ C1κ
3
2 . (2.13)

引理 2.1 的证明与文献 [1] 中引理 3.1 的证明完全类似, 其详细过程在此省略. 下面开始
作高阶能量估计.
引理 2.2 在命题 2.1 的假设下, 存在两个不依赖于 κ 和 τ2 的正常数 κ2 和 C2, 使得当

0 < κ ≤ κ2 时, 对任意的 τ ∈ [τ0, τ2] 有

‖(φy, ψy, ζy)(τ)‖2 +
∫ τ

τ0

(‖(φy, ψy)(s)‖2 + ‖ζyy(s)‖2)ds ≤ C2κ
2. (2.14)

证 为方便起见, 记M = (v, u, θ)(x, t), M̄ = (v̄, ū, θ̄)(x, t), 则方程组 (1.1) 可改写为

A0(M)Mτ + A(M)My = B(M)Myy + g(M, My), (2.15)

其中

g(M, My) =

(
0,

µ

κ

(
1
v

)

y

θuy,

(
1
v

)

y

θy +
µ

κ

u2
y

v

)T

,

A0(M) =



−θpv 0 0
0 θ 0
0 0 R

γ−1


 , A(M) =




0 θpv 0
θpv 0 p

0 p 0


 , B(M) =




0 0 0
0 µ

κ
θ
v

0
0 0 1

v


 .

因此 (1.13) 式可以改写为

A0(M̄)M̄τ + A(M̄)M̄y = B(M̄)M̄yy + g(M̄, M̄y) + F̄ , (2.16)

其中 F̄ = (0, 0, R2)t. 现在定义矩阵 Ã(M) 为

Ã(M) =

(
A11(M) A12(M̄)
A21(M̄) 0

)
, (2.17)
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其中 A11(M) =

(
0 θpv

θpv 0

)
, A12(M) =

(
0
p

)
, A21(M) =

(
0 p

)
.

令W = M − M̄ , 则由 (2.15)–(2.17) 式可推出

A0(M)Wτ + Ã(M)Wy = B(M)Wyy + g2(M, My) + (Ã(M)−A(M))Wy, (2.18)

其中

g2(M, My) =
{
(A0(M̄)−A0(M))M̄τ + (B(M)−B(M̄))M̄yy

}

+ (A(M̄)−A(M))M̄y + (g(M, My)− g(M̄, M̄y))− F̄ .

将 (2.18) 式关于 y 求导, 再将所得方程乘以Wy, 并在 R 上关于 y 求积分得

∫

R
〈A0(M)∂yWτ , ∂yW 〉dy

︸ ︷︷ ︸
I1

+
∫

R
〈Ã(M)∂2

yW,∂yW 〉dy

︸ ︷︷ ︸
I2

=
∫

R
〈B(M)∂3

yW,∂yW 〉dy

︸ ︷︷ ︸
I3

+
∫

R
〈H̃, ∂yW 〉dy

︸ ︷︷ ︸
I4

,

(2.19)

这里 〈·, ·〉 表示 R3 上的内积, 且

H̃ = A0(M)(A0(M)−1g2)y + A0(M)
(
A0(M)−1B(M)

)
y
Wyy

+A0(M)
{
A0(M)−1(Ã(M)−A(M))Wy

}
y
−A0(M)

(
A0(M)−1Ã(M)

)
y
Wy.

现在来逐项估计 Ii, i = 1, 2, 3, 4. 首先由 (1.11), (2.1), (2.4), (2.5) 及 (2.10)–(2.12) 式, 有

I1 =
1
2

d

dτ

∫

R
A0(M)W 2

y dy − 1
2

∫

R
A0(M)τW 2

y dy

=
1
2

d

dτ

∫

R
A0(M)W 2

y dy − 1
2

∫

R

[
(p2)τφ2

y + θτψ2
y

]
dy

≥ 1
2

d

dτ

∫

R
A0(M)W 2

y dy − C

∫

R

(‖(Θτ , ψy)(τ)‖L∞(φ2
y + ψ2

y) + ‖φy(τ)‖L∞ |ζyyφy|
)
dy

−C

∫

R
‖puy − p̄ūy − ζyvy

v2
+

(
θ̄

v
− θ̄

v̄

)

y

+
µ

κ

(
ū2

y

v
− ū2

y

v̄

)
−R1‖L∞(φ2

y + ψ2
y)dy

≥ 1
2

d

dτ

∫

R
A0(M)W 2

y dy − Cκ
1
2

∫

R
(φ2

y + ψ2
y + ζ2

yy)dy. (2.20)

类似地有

I2 =
1
2

∫

R
Ã(M)yW

2
y dy ≤ C

∫

R
‖(Wy, M̄y)(τ)‖L∞ |Wy|2dy

≤ Cκ
1
2

∫

R
(φ2

y + ψ2
y + ζ2

y)dy;
(2.21)
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I3 =
∫

R

(
µ

κ

θ

v
∂3

yψ∂yψ +
1
v
∂3

yζ∂yζ

)
dy

≤ −
∫

R

(
µ

κ

θ

v
ψ2

yy +
1
v
ζ2
yy

)
dy + C

∫

R
(|Wy|+ |M̄y|)

(µ

κ
|ψy||ψyy|+ |ζy||ζyy|

)
dy

≤ −
∫

R

(
µ

κ

θ

v
ψ2

yy +
1
v
ζ2
yy

)
dy + Cκ

1
2

∫

R

(µ

κ
ψ2

yy + ζ2
yy + ψ2

y + ζ2
y

)
dy.

(2.22)

对于 I4, 有

I4 =
∫

R
〈A0(M)(A0(M)−1)yg2, ∂yW 〉dy +

∫

R
〈(g2)y, ∂yW 〉dy

+
∫

R
〈A0(M)

(
A0(M)−1B(M)

)
y
Wyy,Wy〉dy

+
∫

R
〈A0(M)

(
A0(M)−1(Ã(M)−A(M))Wy

)
y
,Wy〉dy

−
∫

R
〈A0(M)

(
A0(M)−1Ã(M)

)
y
Wy,Wy〉dy

= I41 + I42 + I43 + I44 + I45.

(2.23)

利用 Cauchy 不等式, (2.5) 式和引理 3.1, 有

I41 ≤ C

∫

R
(|Wy|+ |M̄y|){|Wy|+ (|M̄τ |+ |M̄yy|+ |M̄y|)|W |+ |F̄ |}|Wy|dy

≤ C

∫

R

{|Wy|3 + (|M̄τ |+ |M̄yy|+ |M̄y|)|W ||Wy|2 + |R2W
2
y |+ |M̄y||Wy|2

+|M̄y|(|M̄τ |+ |M̄yy|+ |M̄y|)|W ||Wy|+ |M̄y||Wy||R2|
}

dy

≤ κ
1
2

∫

R
|Wy|2dy + (κ

3
2 + κ2)

∫

R
|W |2dy + Cκ

1
2

∫

R
|R2|2dy

≤ κ
1
2

∫

R
|Wy|2dy + Cκ3; (2.24)

I42 =
∫

R
〈{(A0(M̄)−A0(M))M̄τ + (B(M)−B(M̄))M̄yy + (A(M̄)−A(M))M̄y

}
y
,Wy〉dy

+
∫

R
〈(g(M, My)− g(M̄, M̄y)

)
y
,Wy〉dy −

∫

R
〈F̄y,Wy〉dy ≡ I1

42 + I2
42 + I3

42. (2.25)

由 M̄ 的定义, Cauchy 不等式, (2.5) 式和引理 3.1 得

I1
42 ≤ C

∫

R
(|M̄τ |+ |M̄yy|+ |M̄y|)(|Wy|+ |M̄y||W |)|Wy|dy

+ C

∫

R
(|M̄yτ |+ |M̄yyy|+ |M̄yy|)|W ||Wy|dy

≤ κ
1
2

∫

R
|Wy|2dy + Cκ

3
2

∫

R
|W |2dy

≤ κ
1
2

∫

R
|Wy|2dy + Cκ3;

(2.26)
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I2
42 ≤ C

∫

R

{|Wy|2 + |M̄y||Wy|+ |M̄2
y ||W |}

(µ

κ
|ψyy|+ |ζyy|

)
dy

≤ κ
1
2

∫

R

(
φ2

y + ψ2
y + ζ2

y +
µ

κ
ψ2

yy + ζ2
yy

)
dy + κ

3
2

∫

R
|W |2dy

≤ κ
1
2

∫

R

(
φ2

y + ψ2
y + ζ2

y +
µ

κ
ψ2

yy + ζ2
yy

)
dy + Cκ3; (2.27)

I3
42 ≤ Cκ

∫

R
|Wy|2dy + Cκ−1

∫

R
|(R2)y|2dy ≤ Cκ

∫

R
(φ2

y + ψ2
y + ζ2

y)dy + Cκ
7
2 . (2.28)

联立 (2.25)–(2.28) 式得

I42 ≤ κ
1
2

∫

R

(
φ2

y + ψ2
y + ζ2

y +
µ

κ
ψ2

yy + ζ2
yy

)
dy + Cκ3. (2.29)

类似于 I42 的估计有

I43 =
∫

R
〈A0(M)(A0(M)−1B(M))yWyy, ∂yW 〉dy

=
∫

R

(
µ

κ
θ

(
1
v

)

y

ψyψyy +
(

1
v

)

y

ζyζyy

)
dy

≤ Cκ
1
2

∫

R

(
ψ2

y + ζ2
y +

µ

κ
ψ2

yy + ζ2
yy

)
dy.

(2.30)

利用分部积分, Cauchy 不等式以及 (2.10)–(2.12) 式可得

I44 =
∫

R
〈A0(M)

(
A0(M)−1

)
y
(Ã(M)−A(M))Wy,Wy〉dy

+
∫

R
〈{(Ã(M)−A(M))Wy}y,Wy〉dy

≤ C

∫

R
(|Wy|+ |M̄y|)|W ||Wy|2dy +

∫

R
{ψy((p̄− p)ζy)y + ζy((p̄− p)ψy)y}dy

≤ C

∫

R
(|Wy|+ |M̄y|)|W ||Wy|2dy +

∫

R
(p̄− p)yψyζydy

≤ Cκ
1
2

∫

R
(φ2

y + ψ2
y + ζ2

y)dy.

(2.31)

同理可得

I45 = −
∫

R

{
θψy

(
φypvy + ζy

( p̄

θ

)
y

)
+ p̄yψyζy

}
dy

= −
∫

R

(
pvyψyφy +

( p̄

θ

)
y
ψyζy + p̄yψ

2
yζy

)
dy

≤ cκ
1
2

∫

R
(φ2

y + ψ2
y + ζ2

y)dy.

(2.32)

将 (2.24), (2.29)–(2.32) 式代入 (2.23) 式得

I4 ≤ κ
1
2

∫

R

(
φ2

y + ψ2
y + ζ2

y +
µ

κ
ψ2

yy + ζ2
yy

)
dy + Cκ3. (2.33)
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联立 (2.19), (2.20)–(2.22) 和 (2.33) 式, 利用 κ 的小性有

d

dτ

∫

R
A0(M)W 2

y dy +
∫

R

(
µ

κ

θ

v
ψ2

yy +
1
v
ζ2
yy

)
dy ≤ κ

1
2

∫

R
(φ2

y + ψ2
y + ζ2

y)dy + Cκ3.

将上式在 [τ0, τ ] 上积分, 则有

‖(φy, ψy, ζy)(τ)‖2 +
∫ τ

τ0

(µ

κ
‖ψyy(τ)‖2 + ‖ζyy(τ)‖2

)
ds ≤ κ

1
2

∫ τ

τ0

‖(φy, ψy)(τ)‖2ds + Cκ2.

(2.34)

对于

∫ τ

τ0

‖(φy, ψy)(·, τ)‖2ds 的估计, 在文献 [1] 中已经证得

∫ τ

τ0

‖(φy, ψy)(·, τ)‖2ds ≤ C

∫

R
(φ2

y +ψ2
y +ζ2

y)dy+C

∫ τ

τ0

∫

R

(µ

κ
ψ2

yy + ζ2
yy

)
dyds+Cκ

3
2 . (2.35)

将 (2.35) 式代入 (2.34) 式中, 且令 κ 充分小, 可以得到 (2.13) 式. 引理 2.2 证毕.
类似于引理 2.2 的证明, 可得
引理 2.3 在命题 2.1 的假设下, 存在两个不依赖于 κ 和 τ2 的正常数 κ3 和 C3, 使得当

0 < κ ≤ κ3 时, 对任意的 τ ∈ [τ0, τ2] 有

‖(φyy, ψyy, ζyy)(·, τ)‖2 +
∫ τ

τ0

(‖(φyy, ψyy)(·, τ)‖2 + ‖ζyyy(·, τ)‖2)ds ≤ C3κ
5
2 . (2.36)

令 κ0 = min{κ1, κ2, κ3} 以及 C0 = max{C1, C2, C3}, 由引理 2.1–2.3 可得命题 2.1.

2.3 定理 1.1 的证明

现在开始证明本文的主要定理.
定理 1.1 的证明 由于命题 2.1 已证, 可以选取 (2.7)–(2.8) 式中的 κ 充分小, 使得√

2C0κ
1
4 < 1, 这样就封闭了先验假设 (2.6) 式. 再由标准的连续性技巧, 可以将局部解延拓

到 τ = τ1 时刻. 此外, 估计式 (2.7)–(2.8) 对 τ2 = τ1 时刻也成立, 即

sup
τ0≤τ≤τ1

‖(φ, ψ, ζ)(τ)‖2 +
∫ τ1

τ0

‖ζy(s)‖2
1ds ≤ C0κ

3
2 , (2.37)

sup
τ0≤τ≤τ1

‖(φy, ψy, ζy)(τ)‖2
1 +

∫ τ1

τ0

(‖(φy, ψy)(s)‖2
1 + ‖ζyy(s)‖2

1)ds ≤ C0κ
2. (2.38)

从而对任意的常数 T > 0, 由 (2.37)–(2.38) 式及 Sobolev 不等式得

‖(v − v̄, u− ū, θ − θ̄)(t)‖L∞ ≤ ‖(φ, ψ, ζ)(τ)‖ 1
2 ‖(φy, ψy, ζy)(τ)‖ 1

2

≤ Cκ
7
8 , ∀ t ∈ [0, T ].

(2.39)

又由 (1.10) 式可得

sup
0≤t≤T, |x|≥h

‖(v̄ − vcd, ū− ucd, θ̄ − θcd)(t, x)‖ ≤ c1δe
− c2h2

κ(1+T ) ≤ Cκ2, (2.40)
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因此由 (2.39) 和 (2.40) 式可推出

sup
0≤t≤T, |x|≥h

∣∣(v, u, θ)(x, t)− (vcd, ucd, θcd)(x, t)
∣∣

≤ sup
0≤t≤T, |x|≥h

∣∣(v − v̄, u− ū, θ − θ̄)(t, x)
∣∣ + sup

0≤t≤T, |x|≥h

∣∣(v̄ − vcd, ū− ucd, θ̄ − θcd)(t, x)
∣∣

≤ Cκ
7
8 . (2.41)

这样就证明了 (1.15) 式. 定理 1.1 证毕.
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ZERO DISSIPATION LIMIT TO CONTACT DISCONTINUITY FOR

THE ONE-DIMENSIONAL COMPRESSIBLE NAVIER-STOKES

EQUATIONS

ZHANG Si-na, ZHENG Li-yun, CHEN Zheng-zheng

(School of Mathematical Sciences, Anhui Uiversity, Hefei 230601, China)

Abstract: This paper is concerned with the zero dissipation limit to contact discontinuity

for the one-dimensional compressible Navier-Stokes equations. By using a new a priori assumption

and some refined energy estimates, we show that when the Riemann problem of the compressible

Euler equations admits a contact discontinuity solution, the corresponding Navier-Stokes equations

has a unique global smooth solution, which converges to the contact discontinuity at a rate κ
7
8 as

the heat conductivity κ tends to zero. Here the strength of the contact discontinuity has no need

to be small, which improves the main results in [1, 2].
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