
Vol. 39 ( 2019 )
No. 3

数 学 杂 志
J. of Math. (PRC)

关于短区间的并集中 D. H. Lehmer 问题的一个推广
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摘要: 本文研究了短区间的并集中的 D. H. Lehmer 问题. 利用不完全 Kloosterman 和的均

值定理, 给出了 D. H. Lehmer 问题的渐近公式, 从而推广了短区间的 D. H. Lehmer 问题.
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1 引言

设整数 q > 2. 对任意与 q 互素的整数 a, 存在唯一的整数 b 满足 1 ≤ b ≤ q 以及

ab ≡ 1(mod q). D. H. Lehmer [1] 建议研究 a 与 b 的奇偶性不同的情形. 当 q = p 为奇素数

时, 张文鹏 [2] 证明了

p∑
a=1

p∑
b=1

ab≡1( mod p)

2-a+b

1 =
1
2
p + O

(
p

1
2 log2 p

)
.

随后在文献 [3, 4] 中, 张文鹏还得到了渐近公式

q∑
a=1

(a,q)=1

q∑
b=1

(b,q)=1

ab≡1( mod q)

2-a+b

1 =
1
2
φ(q) + O

(
q

1
2 d2(q) log2 q

)
,

其中 φ(q) 为 Euler 函数, d(q) 是除数函数.
设 k 为非负整数. 张文鹏 [5] 进一步证明了

q∑
a=1

(a,q)=1

q∑
b=1

(b,q)=1

ab≡1( mod q)

2-a+b

(a− b)2k =
1

(2k + 1)(2k + 2)
φ(q)q2k + O

(
4kq2k+ 1

2 d2(q) log2 q
)

.
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此外设 0 ≤ x, y ≤ 1, 文献 [5] 中还得到了
∑
a≤xq

(a,q)=1

∑
b≤yq

(b,q)=1

ab≡1( mod q)

2-a+b

1 =
1
2
xyφ(q) + O

(
q

1
2 d2(q) log2 q

)
.

设实数 l, δ 满足 l ≥ 0 与 0 < δ ≤ 1. 王晓瑛与赵秋红在文献 [6] 中给出了渐近公式

∑
a≤xq

(a,q)=1

∑
b≤yq

(b,q)=1

ab≡1( mod q)

2-a+b

|a− b|l =
2xl+2

(l + 1)(l + 2)
ϕ(q)ql + O

(
ql+ 1

2 d(q) log q(σ− 1
2
(q) + σ− 3

2
(q) log q)

)
,

∑
a≤xq

(a,q)=1

∑
b≤yq

(b,q)=1

ab≡1( mod q)

2-a+b

|a−b|<δq

|a− b|l = ϕ(q)ql

(
xδl+1

l + 1
− δl+2

l + 2

)
+ O

(
ql+ 1

2 d(q) log q(σ− 1
2
(q) + σ− 3

2
(q) log q)

)
.

设 q, c, n 为整数, 满足 n ≥ 2, q ≥ 3 以及 (n, q) = (c, q) = 1. 设 0 < δ1, δ2 ≤ 1. 陆亚明与
易媛 [7] 给出了 D. H. Lemher 问题的推广

∑
a≤δ1q

(a,q)=1

∑
b≤δ2q

(b,q)=1

ab≡c( mod q)

n-a+b

1 =
(

1− 1
n

)
δ1δ2φ(q) + O

(
q

1
2 d6(q) log2 q

)
.

本文进一步考虑 D. H. Lemher 问题在短区间的并集上的推广. 主要结论如下.
定理 1.1 设 p 是奇素数, H > 0, K > 0, 并设 I

(j)
1 , I

(j)
2 是 (0, p) 的子区间, 1 ≤ j ≤ J ,

满足 |I(j)
1 | = H, |I(j)

2 | = K, 以及 I
(j)
1

⋂
I

(k)
1 = ∅, 当 j 6= k 时. 设 c, n 为整数, 满足 n ≥ 2 以

及 (n, p) = (c, p) = 1. 则有

J∑
j=1

∑

x∈I
(j)
1

∑

y∈I
(j)
2

xy≡c( mod p)

n-x+y

1 =
(

1− 1
n

)
JHK

p
+ O

(
J

1
2 p

1
2 log p log H

)
.

推论 1.1 当 J À p3 log4 p

H2K2
时, 存在 j ∈ {1, 2, · · · , J}, 使得方程 x ∈ I

(j)
1 , y ∈ I

(j)
2 ,

xy ≡ c(mod p), n - (x + y) 有解.

2 Kloosterman 和的估计

设 p > 2 为素数, m 与 n 为任意整数. 经典的 Kloosterman 和的定义为

K(m,n; p) =
p−1∑
a=1

e

(
ma + na

p

)
,
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其中 e(y) = e2πiy, a 表示 a 关于模 p 的逆, 满足 1 ≤ a ≤ p− 1 以及 aa ≡ 1(mod p). 由文献
[8] 可得著名的上界估计K(m,n; p) ¿ p

1
2 (m,n, p)

1
2 .

Browning 和 Haynes [9] 给出了短区间的并集上的 Kloosterman 和的某种估计式.

引理 2.1 设 p 是奇素数, H 为正整数, I1, · · · , IJ 是 (0, p) 的互不相交的子区间, 且对
任意 j 满足 H/2 < |Ij | ≤ H. 设整数 l 与 p 互素, 则有

J∑
j=1

∣∣∣∣∣∣
∑
n∈Ij

e

(
ln

p

)∣∣∣∣∣∣

2

≤ 212p log2 H.

为了证明本文的定理, 需要进一步考虑短区间的并集上的 Kloosterman 和的估计.

引理 2.2 设 p是奇素数, H, n, s, l为整数,满足 1 ≤ H ≤ p, n ≥ 2以及 (n, p) = (l, p) = 1.
则有

p∑
r=1

∣∣∣∣∣∣∣∣

r+H∑
m=r+1

m6≡0( mod p)

e

(
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n
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2

¿ pH.

证 由剩余系的性质可得

p∑
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p
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p
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) p−1∑
x=1

p−1∑
y=1

x−y≡h1−h2( mod p)

e

(
l(x− y)

p

)

=
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(
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) p−1∑
x=1

e

(
ax + lx
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(
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再由 Kloosterman 和的经典估计, 可得

p∑
r=1

∣∣∣∣∣∣∣∣

r+H∑
m=r+1

m6≡0( mod p)

e

(
sm

n
+

lm

p

)
∣∣∣∣∣∣∣∣

2

¿
p∑

a=1

∣∣∣∣∣
H∑

h=1

e

(
sh

n
− ah

p

)∣∣∣∣∣

2

=
H∑

h1=1

e

(
sh1

n

) H∑
h2=1

e

(
−sh2

n

) p∑
a=1

e

(
a(h2 − h1)

p

)

= pH.

引理 2.3 设 p 是奇素数, I1, · · · , IJ ⊆ (0, p) 是互不相交的子区间, 且对任意的 j 满足
H
2

< |Ij | ≤ H, 其中 H ≤ p 为正整数. 设 n, s, l 为整数, 满足 n ≥ 2 以及 (n, p) = (l, p) = 1.
则有

J∑
j=1

∣∣∣∣∣∣
∑
r∈Ij

e

(
sr

n
+

lr

p

)∣∣∣∣∣∣

2

¿ p log2 H.

证 利用引理 2.2 以及文献 [9] 中的方法, 不难证明引理 2.3. 为了完整起见, 在此给出
详细的证明.
设 Rj 为集合 Ij 中的最小正整数, 并假设 R1 < R2 < · · · < Rj . 显然有 Rj+1 −Rj ≥ H

2
.

定义

S(r,H) =
r+H∑

m=r+1

m6≡0( mod p)

e

(
sm

n
+

lm

p

)
.

容易证明

J∑
j=1

∣∣∣∣∣∣
∑
r∈Ij

e

(
sr

n
+

lr

p

)∣∣∣∣∣∣

2

≤
J∑

j=1

max
1≤h≤H

|S(Rj , h)|2 . (2.1)

由 1 ≤ h ≤ H 与 Rj −H < r ≤ Rj , 可得

|S(Rj , h)| = |S(r,Rj − r + h)− S(r,Rj − r)| ≤ 2 max
1≤k≤2H

|S(r, k)| .

因此有

|S(Rj , h)| ≤ 2
H

∑
Rj−H<r≤Rj

max
1≤k≤2H

|S(r, k)| .

再由柯西不等式, 可得

|S(Rj , h)|2 ≤ 4
H2


 ∑

Rj−H<r≤Rj

max
1≤k≤2H

|S(r, k)|



2

≤ 4
H

∑
Rj−H<r≤Rj

max
1≤k≤2H

|S(r, k)|2 .
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对 h 取最大值, 并对 j 求和, 有
J∑

j=1

max
1≤h≤H

|S(Rj , h)|2 ≤ 4
H

J∑
j=1

∑
Rj−H<r≤Rj

max
1≤k≤2H

|S(r, k)|2

=
4
H

J∑
j=1

2|j

∑
Rj−H<r≤Rj

max
1≤k≤2H

|S(r, k)|2 +
4
H

J∑
j=1

2-j

∑
Rj−H<r≤Rj

max
1≤k≤2H

|S(r, k)|2 .

注意到 Rj+1 −Rj ≥ H
2
, 易证

J∑
j=1

∣∣∣∣∣∣
∑
r∈Ij

e

(
sr

n
+

lr

p

)∣∣∣∣∣∣

2

≤ 8
H

p∑
r=1

max
1≤k≤2H

|S(r, k)|2 . (2.2)

取正整数 t, 满足 2H ≤ 2t ≤ 4H. 此时显然有 t + 1 ≤ 4 log H. 对任意的 1 ≤ r ≤ p, 选择合适
的正整数 k = k(r) ≤ 2H, 使得 max

1≤h≤2H
|S(r, h)| = |S(r, k)|. 记 k =

∑
d∈D

2t−d, 其中 D 是 [0, t]

之间整数的某个集合, 因此

S(r, k) =
∑
d∈D

S(r + vr,d2t−d, 2t−d),

其中 vr,d =
∑
e∈D
e<d

2d−e < 2d.

利用柯西不等式, 有

max
1≤h≤2H

|S(r, h)|2 = |S(r, k)|2 =

(∑
d∈D

S(r + vr,d2t−d, 2t−d)

)2

≤ |D|
∑
d∈D

∣∣S(r + vr,d2t−d, 2t−d)
∣∣2

≤ (t + 1)
∑

0≤d≤t

∑

0≤v<2d

∣∣S(r + v2t−d, 2t−d)
∣∣2 .

上式两边对 r 求和, 并结合引理 2.2, 有
p∑

r=1

max
1≤h≤2H

|S(r, h)|2 ≤ (t + 1)
∑

0≤d≤t

∑

0≤v<2d

p∑
r=1

∣∣S(r + v2t−d, 2t−d)
∣∣2

¿ (t + 1)
∑

0≤d≤t

2d(p2t−d) ¿ (t + 1)2p2t

¿ pH log2 H. (2.3)

(2.4)

结合 (2.1)–(2.3) 式, 立即可得

J∑
j=1

∣∣∣∣∣∣
∑
r∈Ij

e

(
sr

n
+

lr

p

)∣∣∣∣∣∣

2

¿ p log2 H.
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3 定理 1.1 的证明

易证

J∑
j=1

∑

x∈I
(j)
1

∑

y∈I
(j)
2

xy≡c( mod p)

n-x+y

1 =
J∑

j=1

∑

x∈I
(j)
1

∑

y∈I
(j)
2

xy≡c( mod p)

1−
J∑

j=1

∑

x∈I
(j)
1

∑

y∈I
(j)
2

xy≡c( mod p)

n|x+y

1.

由三角恒等式, 有

J∑
j=1

∑

x∈I
(j)
1

∑

y∈I
(j)
2

xy≡c( mod p)

1 =
1
p

J∑
j=1

∑

x∈I
(j)
1

∑

y∈I
(j)
2

∑

|l|≤ p−1
2

e

(
l(cx− y)

p

)

=
1
p

∑

|l|≤ p−1
2

J∑
j=1

∑

y∈I
(j)
2

e

(
− ly

p

) ∑

x∈I
(j)
1

e

(
lcx

p

)

=
JHK

p
+

1
p

∑

|l|≤ p−1
2

l 6=0

J∑
j=1

∑

y∈I
(j)
2

e

(
− ly

p

) ∑

x∈I
(j)
1

e

(
lcx

p

)
.

再由柯西不等式以及引理 2.1 可得

1
p

∑

|l|≤ p−1
2

l 6=0

J∑
j=1

∑

y∈I
(j)
2

e

(
− ly

p

) ∑

x∈I
(j)
1

e

(
lcx

p

)

¿ 1
p

∑

|l|≤ p−1
2

l 6=0

J∑
j=1

∣∣∣∣∣∣
∑

y∈I
(j)
2

e

(
− ly

p

)∣∣∣∣∣∣
·
∣∣∣∣∣∣

∑

x∈I
(j)
1

e

(
lcx

p

)∣∣∣∣∣∣

¿
∑

|l|≤ p−1
2

l 6=0

1
|l|

J∑
j=1

∣∣∣∣∣∣
∑

x∈I
(j)
1

e

(
lcx

p

)∣∣∣∣∣∣
¿

∑

|l|≤ p−1
2

l 6=0

1
|l| · J

1
2




J∑
j=1

∣∣∣∣∣∣
∑

x∈I
(j)
1

e

(
lcx

p

)∣∣∣∣∣∣

2


1
2

¿ J
1
2 p

1
2 log p log H.

因此

J∑
j=1

∑

x∈I
(j)
1

∑

y∈I
(j)
2

xy≡c( mod p)

n-x+y

1 =
JHK

p
−

J∑
j=1

∑

x∈I
(j)
1

∑

y∈I
(j)
2

xy≡c( mod p)

n|x+y

1 + O
(
J

1
2 p

1
2 log p log H

)
. (3.1)
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另一方面, 由三角恒等式有

J∑
j=1

∑

x∈I
(j)
1

∑

y∈I
(j)
2

xy≡c( mod p)

n|x+y

1 =
1
p

J∑
j=1

∑

x∈I
(j)
1

∑

y∈I
(j)
2

n|x+y

p∑
l=1

e

(
l(cx− y)

p

)

=
1
p

J∑
j=1

∑

x∈I
(j)
1

∑

y∈I
(j)
2

n|x+y

1 +
1
p

p−1∑
l=1

J∑
j=1

∑

x∈I
(j)
1

∑

y∈I
(j)
2

n|x+y

e

(
l(cx− y)

p

)

=
JHK

np
+

1
np

p−1∑
l=1

J∑
j=1

∑

x∈I
(j)
1

∑

y∈I
(j)
2

e

(
l(cx− y)

p

) n∑
s=1

e

(
s(x + y)

n

)
+ O (1)

=
JHK

np
+

1
np

p−1∑
l=1

n∑
s=1

J∑
j=1

∑

y∈I
(j)
2

e

(
(sp− ln)y

np

) ∑

x∈I
(j)
1

e

(
sx

n
+

lcx

p

)
+ O (1) . (3.2)

再由柯西不等式以及引理 2.3 可得

1
np

p−1∑
l=1

n∑
s=1

J∑
j=1

∑

y∈I
(j)
2

e

(
(sp− ln)y

np

) ∑

x∈I
(j)
1

e

(
sx

n
+

lcx

p

)

¿ 1
np

p−1∑
l=1

n∑
s=1

J∑
j=1

∣∣∣∣∣∣
∑

y∈I
(j)
2

e

(
(sp− ln)y

np

)∣∣∣∣∣∣
·
∣∣∣∣∣∣

∑

x∈I
(j)
1

e

(
sx

n
+

lcx

p

)∣∣∣∣∣∣

¿ 1
np

p−1∑
l=1

n∑
s=1

1〈
sp−ln

np

〉
J∑

j=1

∣∣∣∣∣∣
∑

x∈I
(j)
1

e

(
sx

n
+

lcx

p

)∣∣∣∣∣∣

¿ 1
np

p−1∑
l=1

n∑
s=1

1〈
sp−ln

np

〉 · J 1
2




J∑
j=1

∣∣∣∣∣∣
∑

x∈I
(j)
1

e

(
sx

n
+

lcx

p

)∣∣∣∣∣∣

2


1
2

¿ 1
np

p−1∑
l=1

n∑
s=1

1〈
sp−ln

np

〉 · J 1
2 · (p log2 H)

1
2 , (3.3)

其中 〈α〉 = min ({α}, 1− {α}). 记 m = sp − ln. 则当 s 取遍模 n 的完全剩余系, l 取遍模 p

的简化剩余系时, m 取遍模 np 的完全剩余系中与 p 互素的整数. 因此

p−1∑
l=1

n∑
s=1

1〈
sp−ln

np

〉 =
np∑

m=1
(m,p)=1

1〈
m
np

〉 ¿ np log(np). (3.4)

(3.5)
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结合 (3.1)–(3.4) 式, 立即可得

J∑
j=1

∑

x∈I
(j)
1

∑

y∈I
(j)
2

xy≡c( mod p)

n-x+y

1 =
(

1− 1
n

)
JHK

p
+ O

(
J

1
2 p

1
2 log p log H

)
.

定理 1.1 证毕.
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ON A GENERALIZATION OF THE D. H. LEMHER PROBLEM IN

UNIONS OF SHORT INTERVALS

WANG Xiao-ying, CAO Yan-mei

(School of Mathematics, Northwest University, Xi’an 710127, China)

Abstract: In this paper, the D. H. Lemher problem in unions of short intervals is studied.

By using the mean value theorem for incomplete Kloosterman sums, we give an asymptotic formula

for D. H. Lemher problem, which generalize the D. H. Lemher problem in short intervals.
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