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摘要: 本文研究了约束非凸全局优化问题. 利用滤子技术和填充函数的架构, 提出了一个基于

梯度投影的广义滤子填充函数算法, 获得了较好的理论性质和数值效果. 文章修改了填充函数的定义

以及滤子技术的适用范围, 推广了局部优化技术, 使之成为约束全局问题的有效求解方法之一.
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1 引言与假设

本文讨论如下带线性约束的全局优化问题,

min f(x),

s.t. Ax ≤ b,
(1.1)

其中 f(x) : Rn → R 为非凸函数, A 为m× n 阶矩阵, b = (b1, b2, b3, · · · , bm)T ∈ Rm. 对约束
问题 (1.1), 称所有满足约束的点为可行点, 由所有可行点组成的集合X = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}
为可行域. 一般说来, 问题 (1.1) 有多个极小值, 用传统方法求解只能得到局部最优, 而且对于
全局最优解的判定条件至今都缺少实用的研究成果, 这都使得问题求解仍然面临着许多困难.
填充函数法是求解多极值最优化问题的常用算法之一, 其主要思想是: 在求得问题的一

个局部极小点后, 构造填充函数. 通过极小化该填充函数, 寻找比当前局部极小点更优的点,
进而得到更优的极小值 [1−5]. 与其他方法相比, 该算法思想简单, 而且仅用到经典算法, 所以
易于实现且效率较高, 同时也可以推广到其他非线性问题以及离散数学规划的求解中 [6].
滤子技术最早由 Fletcher 和 Leyffer 提出, 他们详细讨论了滤子作为代替罚函数的工具

在局部优化算法中的一些应用 [7,8]. 之后滤子技术在局部优化问题的求解中被认为是一种更
有效的方法, 因其良好的数值效果, 许多学者继续进行了一系列的相关研究 [9−11].
梯度投影算法自从被 Rosen[12] 提出后就引起了广泛的注意和系统的研究 [13,14], 由于该

方法简单、实际应用的数值效果好, 在一些更有效的近代算法中也继续沿用了它的基本思想
[15,16]. 本文为了优化填充函数算法, 将滤子技术和改进的梯度投影方法融入到全局优化算法
中, 提出了基于梯度投影的广义滤子填充函数算法求解问题 (1.1).
为方便起见, 下面做一些记号说明.

∗收稿日期: 2017-05-17 接收日期: 2017-10-18

基金项目: 国家自然科学基金 (71372113).

作者简介: 张慧雯 (1993–), 女, 江苏南通, 硕士, 主要研究方向: 数学规划.



30 数 学 杂 志 Vol. 39

J = {1, 2, · · · ,m} 为指标集, A 的第 j 行为 aT
j , 记 cj(x) = aT

j x− bj , j ∈ J .
记约束违反度函数 h(x) = max(0, cj(x), j ∈ J), A(x) = (aj , j ∈ J0(x)), 其中 J0(x) =

{j|cj(x) ≥ 0, j ∈ J}, 并且记 J0(x) = J \ J0(x).
L(P ) 表示问题 (1.1) 的局部最优解集合, G(P ) 表示问题 (1.1) 的全局最优解集合.
x∗ 是 f(x) 的一个稳定点, S1(x∗) = {x | f(x) ≥ f(x∗), x ∈ X \ {x∗}} 称为高水平集,

S2(x∗) = {x | f(x) < f(x∗), x ∈ X} 称为低水平集.
intX 表示可行域 X 的内点集合, ∂X 表示可行域 X 的边界点集合.
考虑问题 (1.1), 我们首先提出以下假设:
[A1] f(x) 只有有限多个极小值, 即存在直径充分大的闭箱 Ω 能包含所有极小值.
[A2] ∇f(x) 在 Ω 上连续.
[A3] ∀x ∈ Rn, {aj , j ∈ J0(x)} 为线性无关向量组.
由 A1 和 A2 可知, 原问题的全局解必在有界闭区域 X

⋂
Ω 上, 因此可以认为 X 是有界

闭集, 且算法中的 x 总是取自 Ω.

2 广义填充函数

定义 2.1 设 x∗ 是问题 (1.1) 当前的局部极小值, 称 T (x, x∗) 是 f(x) 在 x∗ 处的广义填

充函数, 如果 T (x, x∗) 满足
(i) T (x, x∗) 在高水平集 S1(x∗) 上没有稳定点;
(ii) 如果 x∗不是问题 (1.1)的一个全局极小值点,即 x∗ /∈ G(P ),那么存在点 x∗1 ∈ S2(x∗),

使得 x∗1 是 T (x, x∗) 的极小值点.
下面给出求解问题 (1.1) 的广义填充函数.
设 x∗ 是问题 (1.1) 的一个局部极小点, 定义单参数广义填充函数

T (x, x∗, r) =
1− e−

1
r2 [f(x)−f(x∗)+r]

1 + ‖x− x∗‖ , (2.1)

其中

0 < r < min{|f(x∗1)− f(x∗2)| : f(x∗1) 6= f(x∗2);x
∗
1, x

∗
2 ∈ L(P )}. (2.2)

根据 [A2], 显然 T (x, x∗, r) 在可行域上是连续可微的. 下面来讨论 T (x, x∗, r) 的性质.
定理 2.1 对充分小的 r > 0, 有如下结论成立
(i) 函数 T (x, x∗, r) 在集合 S1(x∗) \ ∂X 上没有稳定点;
(ii) 当 x− x∗ 与 {aj , j ∈ J0(x)} 线性无关时, 函数 T (x, x∗, r) 在集合 S1(x∗)

⋂
∂X 上没

有稳定点.
证 (i) ∀x ∈ S1(x∗) \ ∂X, 有

(x− x∗)T

‖x− x∗‖ ∇T (x, x∗, r)

=
(x− x∗)T

‖x− x∗‖
−e

− 1
r2 [f(x)−f(x∗)+r][− 1

r2
∇f(x)

]
(1 + ‖x− x∗‖)− {

1− e
− 1

r2 [f(x)−f(x∗)+r]} x− x∗

‖x− x∗‖
(1 + ‖x− x∗‖)2

=
e
− 1

r2 [f(x)−f(x∗)+r]

r2(1 + ‖x− x∗‖)
{

(x− x∗)T

‖x− x∗‖ ∇f(x)− r2e

1

r2
[f(x)− f(x∗) + r]

T (x, x∗, r)
}

.
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根据 A2,
∣∣ (x−x∗)T

‖x−x∗‖ ∇f(x)
∣∣ ≤ ‖∇f(x)‖ 在可行域内是有界的. 而由 x ∈ S1(x∗) \ ∂X 可知

f(x) ≥ f(x∗), 则 T (x, x∗, r) > 0. 所以当 r > 0 充分小时, 有

(x− x∗)T

‖x− x∗‖ ∇T (x, x∗, r) < 0, (2.3)

即函数 T (x, x∗, r) 在集合 S1(x∗) \ ∂X 上没有稳定点.
(ii) 假设 ∃xL ∈ S1(x∗)

⋂
∂X 是 T (x, x∗, r) 的稳定点, 则有 Λ(xL) = (λ1, λ2, · · · , λm)T,

使得

∇T (xL, x∗, r) =
m∑

j=1

λjaj (2.4)

成立, 其中 λj ≥ 0, λjcj(xL) = 0, j ∈ J . 而由 (i) 的证明可知

∇T (xL, x∗, r) =
e−

1
r2 [f(xL)−f(x∗)+r]

r2(1 + ‖xL − x∗‖)∇f(xL)− T (xL, x∗, r)
1 + ‖xL − x∗‖

xL − x∗

‖xL − x∗‖ (2.5)

且当 r > 0 充分小时, 显然上式右端第一项趋于 0. 则由 (2.4), (2.5) 式知

xL − x∗ = −
m∑

j=1

λj‖xL − x∗‖(1 + ‖xL − x∗‖)
T (xL, x∗, r)

aj ,

这与已知条件矛盾, 故函数 T (x, x∗, r) 在集合 S1(x∗)
⋂

X 上没有稳定点.
由 (2.3) 式, 显然有
推论 2.1 x− x∗ 是函数 T (x, x∗, r) 在 S1(x∗) \ ∂X 处的一个严格下降方向.
定理 2.2 如果 x∗ ∈ L(P ), 但是 x∗ /∈ G(P ), 那么 T (x, x∗, r) 在 S2(x∗) 上至少有一个极

小值点.
证 由于 G(P ) 非空和 (2.2) 式的定义, 则必有 xG ∈ G(P ), 使得 T (xG, x∗, r) < 0. 而

T (x, x∗, r) 在 X 上连续, 所以必存在函数的最小值点 x̄ ∈ X, 使得

T (x̄, x∗, r) ≤ T (xG, x∗, r) < 0.

也就是说 1− e−
1

r2 [f(x)−f(x∗)+r] < 0, 即 f(x̄) < f(x∗), x̄ ∈ S2(x∗).
推论 2.2 如果 x ∈ G(P ), 则对充分小的 r > 0, 函数 T (x, x∗, r) 在可行域内部 intX 没有

稳定点.
由定理 2.1 和定理 2.2 可知, T (x, x∗, r) 是一个广义填充函数.

3 滤子和梯度投影

滤子最初定义为由两个相互竞争的函数φ(x)和ψ(x)组成的数对集合,记为 (φ(x), ψ(x)).
为了之后讨论方便, 本小节将给定的一阶连续可微函数 Q(x) 作为目标函数, 即考虑如下问题

min Q(x),

s.t. Ax ≤ b.
(3.1)

取 φ(x) 为 Q(x), ψ(x) 为 h(x), 下面给出 “支配” 的相关概念.
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定义 3.1 点 xk 支配点 xl 当且仅当 Q(xk) ≤ Q(xl) 且 h(xk) ≤ h(xl).
定义 3.2 滤子是由一列互不支配的数对组成, 即若点 xk 和 xl 都在滤子中, 那么

Q(xk) ≤ Q(xl) 和 h(xk) ≤ h(xl) 两者必有之一不成立.
此外, 为了保证算法的下降性, 在本文中如果说点 xk+1“被滤子接受” 当且仅当存在滤子

中的点 xl, 使得下面两个不等式

Q(xk+1) < Q(xl)− βh(xl), (3.2)

h(xk+1) < (1− η)h(xl) (3.3)

之一成立, 其中 β, η ∈ (0, 1).
从以上概念可以看出, 滤子能够作为一个评判标准来决定对当前试探步 (沿下降方向寻

找合适步长时假设的迭代点) 是否接受. 但是, 以 (3.2) 和 (3.3) 式作为滤子集的接受标准可
能导致算法收敛到一个可行的非稳定点. 因此, 本文在下降搜索时又另外采用了其他准则.
对当前迭代点 xk, 记

U(xk) = (uj(xk), j ∈ J0(x))T = −(A(xk)TA(xk))−1A(xk)T∇Q(xk),

P (xk) = I −A(xk)(A(xk)TA(xk))−1A(xk)T,

其中 I 为 n 阶单位矩阵, 称 P (xk) 为 xk 处的投影矩阵, 并记 xk 处的搜索方向为

dk =

{
−P (xk)∇Q(xk), 当 xk ∈ X,

−P (xk)∇Q(xk) + ρkB(xk)Tω, 当 xk /∈ X,
(3.4)

其中

ρk =
∇Q(xk)TP (xk)∇Q(xk) + h(xk)

2|U(xk)Tω|+ 1
,

B(xk) = (A(xk)TA(xk))−1A(xk)T, ω = (ωj , j ∈ J0(xk))T, ωj = −1.

对于当前点的试探步长 αk, 本文要求一个足够下降量标准 (转换条件)

mk(αk) < 0 , [−mk(αk)]s1(αk)1−s1 > δ1[h(xk)]s2 (3.5)

成立. 固定参数为 δ1 > 0, s2 > 1, s1 > 2s2, 其中mk(αk) := αk∇Q(xk)Tdk.

若转换条件 (3.5) 成立, 则可以不再受滤子接受准则约束, 只要求目标函数的 Armijo 条
件

Q(xk(αk)) ≤ Q(xk) + δ2mk(αk) (3.6)

成立. 其中 δ2 ∈ (0, 1
2
) 是一个固定的常数. 不难看出, 若对某一试探步长 αk, 转换条件 (3.5)

成立, 而 Armijo 条件 (3.6) 不成立, 那么对于再小一点的步长, 转换条件也将有可能不再成
立.
有时算法在搜索过程中目标函数逐步下降但迭代点却离可行域越来越远, 此时就需要进

入可行性恢复阶段. 下面简述下可行性恢复的具体过程.
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设点 x ∈ Ω 但 x /∈ X, 给定一个固定的参数 ε > 0, 不妨设有 cij
(x) > ε, j = 1, 2, · · · , k,

cij
(x) ≤ ε, j = k + 1, · · · ,m, 即存在 k 个约束不在可接受的范围内, 需要进行可行性恢复, 则

求解问题
min h(x),

s.t. cij
(x) ≤ ε, j = k + 1, · · · ,m.

(3.7)

对于进入可行性恢复阶段的判定, 本文采用如下准则.
如果当前迭代步 αk 足够大, 转换条件 (3.5) 对于某个 α ≤ αk 是成立的, 那么仍有可能

存在某个小一点的步长能被 Armijo 条件 (3.6) 接受, 此时就不用进入可行性恢复阶段. 故由

(3.5) 式可知, 若 ∇Q(xk)Tdk < 0, 只要 αk >
δ1[h(xk)]s2

[−∇Q(xk)Tdk]s1
, 就不进入可行性恢复阶段.

然而, 当转换条件 (3.5) 不成立时, 考虑如下两个线性近似

Q(xk + αkdk) = Q(xk) + αk∇Q(xk)Tdk + o(‖αkdk‖),
h(xk + αkdk) = max{0, cj(xk) + αka

T
j dk + o(‖αkdk‖), j ∈ J0(x)}.

当 aT
j dk < 0 时, 若 αk ≤ −ηcj(xk)

aT
j dk

, 则无法满足约束违反度函数的足够下降量. 类似地,

当 ∇Q(xk)Tdk < 0 时, 若 αk ≤ − βQ(xk)
∇Q(xk)Tdk

, 目标函数的足够下降量也不再满足. 即当

aT
j dk < 0 时, 对目标函数的下降存在一个最小试探步长

αmin
k := θ ·





min
{

δ1[h(xk)]s2

[−∇Q(xk)Tdk]s1
,− βQ(xk)
∇Q(xk)Tdk

,−ηcj(xk)
aT

j dk

}
, 若 ∇Q(xk)Tdk < 0,

−ηcj(xk)
aT

j dk

, 否则.

(3.8)
当步长 αk < αmin

k 时, 算法进入可行性恢复阶段, 其中 θ ∈ (0, 1] 为一常数, 用来补充线
性化时被省略的高阶项, 避免不必要的可行性恢复.
当 aT

j dk = 0 时, 最小试探步长即为

αmin
k := θ ·min

{
δ1[h(xk)]s2

[−∇Q(xk)Tdk]s1
,− βQ(xk)
∇Q(xk)Tdk

}
. (3.9)

4 基于梯度投影的广义滤子填充函数算法及其性质

本文研究的是带线性约束的全局优化问题, 同时从目标函数、填充函数和约束违反度函
数三个角度考虑, 所以将一般滤子推广到三维, 构成滤子 (f(x), T (x, x∗), h(x)). 即

(i) 点 xk 支配点 xl 当且仅当 f(xk) ≤ f(xl), T (xk, x
∗) ≤ T (xl, x

∗) 和 h(xk) ≤ h(xl) 同
时成立.

(ii) 若点 xk 和点 xl 都在滤子中, 那么在 f(xk) ≤ f(xl), T (xk, x
∗) ≤ T (xl, x

∗) 和
h(xk) ≤ h(xl) 中至少有一个不等式不成立.
在本文中, 用 Fk 表示点 {xl|l ≤ k} 的集合, 也就是说 (f(xl), T (xl, x

∗), h(xl)) 是当前滤
子中的元素, Fk 为当前滤子. 另外, |F | 表示滤子 F 所包含的元素个数.
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此外, 如果说点 xk+1“被滤子 Fk 接受” 当且仅当存在点 xl ∈ Fk, 使得下面三个不等式

f(xk+1) < f(xl)− β1h(xl), (4.1)

T (xk+1, x
∗) < T (xl, x

∗)− β2h(xl), (4.2)

h(xk+1) < (1− η)h(xl) (4.3)

之一成立, 其中 β1, β2, η ∈ (0, 1).
定义 4.1 将数组 (f(x), T (x, x∗), h(x)) 加入到当前滤子中, 并把被 (f(x), T (x, x∗), h(x))

支配的所有数组移出滤子的过程称为更新滤子. 即

Fk+1 = Fk ∪ {xk+1} \ {xl ∈ Fk|f(xk+1)

≤ f(xl), T (xk+1, x
∗) ≤ T (xl, x

∗), h(xk+1) ≤ h(xl)}. (4.4)

根据三维滤子的定义可知, 如果初始滤子集非空, 那么在任意点处的滤子集非空, 即
|F | ≥ 1. 在提出广义滤子填充函数算法之前, 我们先给出试探步长 αk 的迭代算法.
回溯线搜索算法

步骤 0 令 αk = 1.
步骤 1 若 αk < αmin

k 时, 转步骤 5; 否则, 计算下一迭代 xk(αk) = xk + αkdk.
步骤 2 若滤子中存在数组能支配 xk(αk), 则拒绝试探步, 转步骤 4; 否则, 进入步骤 3.
步骤 3 检验足够下降量

3.1 情况 I 若 xk ∈ X 时, (3.5) 和 (3.6) 式同时成立, 并且 xk(αk) ∈ X, 则 αk 为所求步

长; 否则, 转步骤 4.
3.2 情况 II 若 xk /∈ X 且 (3.5) 式成立时, (3.6) 式成立, 则 αk 为所求步长; 否则, 转步

骤 4.
3.3 情况 III 若 xk /∈ X 且 (3.5) 式不成立时, 试探点能被滤子接受, 则 αk 为所求步长;

否则, 转步骤 4.

步骤 4 选择新的试探步长 αk =
1
2
αk, 转步骤 2.

步骤 5 可行性恢复: 求解问题 (3.7), 并更新滤子集.
本算法的目的是对当前迭代点 xk 和方向 dk, 寻找合适的下降步长. 当 xk 不需要进行可

行性恢复且下一步迭代 xk(αk) 不被滤子支配时, 试探步长 αk 还需要满足足够下降量或者滤

子接受准则. 算法中对足够下降量的检验作了详细的情况分析, 确保当前点无论是否在可行
域内一定存在可被接受的步长.
下面给出主算法.
算法

步骤 0 任取 x0 ∈ Rn, 给定精度参数 ε > 0, 邻域半径 δ > 0, r0, r,G, N 为变量 x 的

维数. 令 k := 0, 若当前点没有填充函数值, 则令其分量 T = Z, Z 充分大. 初始化滤子集
F0 = (f(x0), Z, h(x0)).
步骤 1 取 Q(x) 为 f(x), 若有 dk = −P (xk)∇f(xk) = 0, 当 U(xk) ≥ 0 和 h(xk) = 0 同

时成立, 令 x∗ = xk, 转步骤 5; 当存在 uj(xk) < 0, j ∈ J0(x) 时, 转步骤 4; 否则, 进入步骤 2.
步骤 2 回溯线搜索, 若因可行性恢复跳出, 转步骤 1; 否则, 进入步骤 3.
步骤 3 令 xk+1 = xk(αk), k ← k + 1, 更新滤子, 转步骤 1.
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步骤 4 令 J0(xk) \ {j}, 重新构造 A(xk), 转步骤 1.
步骤 5 在 x∗ 处构造填充函数 T (x, x∗, r), 令 S = 1.
步骤 6 若 S > 2N , 则令 r =

r

10
, 转步骤 12; 否则, 令 k := 0, 取 xk ∈ O(x∗, δ) \ {x∗}.

步骤 7 取Q(x)为 T (x), 若 dk = 0, 令 F = {x∗}, S = S +1, 转步骤 6; 否则进入步骤 8.
步骤 8 回溯线搜索, 若因可行性恢复跳出, 转步骤 11; 否则, 进入步骤 9.
步骤 9 令 xk+1 = xk(αk), k ← k + 1, 更新滤子.
步骤 10 若 |F | = 1, 则令 k := 0, 转步骤 1; 否则, 进入步骤 7.
步骤 11 若 |F | > G, 则令 F = {x∗}, S = S + 1, 转步骤 6; 否则, 转步骤 7.
步骤 12 若 r < r0, 则停止, x∗ 为全局最优; 否则, 进入步骤 5.
下面讨论该算法的相关性质.
引理 4.1 矩阵 P (x) 是半正定矩阵, 且满足 P (x)2 = P (x).
定理 4.1 (i) 当 xk ∈ X 且非 KKT 点时, 由算法得到的 dk 满足

∇Q(xk)Tdk < 0, aT
j dk = 0, j ∈ J0(xk);

(ii) 当 xk /∈ X 时, 由算法得到的 dk 满足 aT
j dk < 0, j ∈ J0(xk).

证 (i) 显然, 当 xk ∈ X 且非 KKT 点时, 有

∇Q(xk)Tdk = −∇Q(xk)TP (x)∇Q(x) = −‖P (x)∇Q(x)‖2 < 0.

另外

A(xk)Tdk = −A(xk)T(I −A(x)(A(x)TA(x))−1A(x)T)∇Q(xk) = 0,

即 aT
j dk = 0, j ∈ J0(xk), 结论得证.
(ii) 当 xk /∈ X 时,

A(xk)Tdk = −A(xk)TP (xk)∇Q(xk) + ρkA(xk)TB(xk)Tω = ρkω < 0,

即 aT
j dk < 0, j ∈ J0(xk), 结论得证.
定理 4.2 回溯线搜索有限终止.
证 (i) 若 xk ∈ X 时, αmin

k = 0. 由定理 4.1 知在非 KKT 点处, ∇Q(xk)T dk < 0, 则必有
mk(αk) < 0, 并且 [−mk(αk)]s1(αk)1−s1 > 0 = δ1[h(xk)]s2 , 即 (3.5) 式成立.
另一方面, 当 αk 足够小时, 有

Q(xk(αk))−Q(xk) = Q(xk) + αk∇Q(xk)T dk + o(αkdk)−Q(xk)

= αk∇Q(xk)T dk + o(αkdk) ≤ δ2αk∇Q(xk)T dk,

即 (3.6) 式成立. 因此若 xk ∈ X 时, 算法必能找到合适的 αk 被接受.
(ii) 若 xk /∈ X 时, αmin

k > 0, 此时要么在步骤 3 产生一个可被接受的新迭代, 要么进入可
行性恢复阶段.
综上, 算法必能找到合适的 αk, 回溯线搜索总会有限终止.
为了证明算法性质, 本文给出如下假设
[A4] 存在Mm > 0, 使得 |mk(α)| ≤ Mmα.
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定理 4.3 若假设都成立, 则有

lim
k→∞

h(xk) = 0. (4.5)

证 (i) 若滤子集仅在有限步扩大, 假设 K, 当迭代 k > K 时, 滤子集不再扩充. 则由算
法可知, 对所有 k ≥ K, (3.5) 和 (3.6) 式都成立, 则

δ1[h(xk)]s2 < [−mk(αk)]s1α1−s1
k ≤ M s1

m αk.

故 αk >
δ1[h(xk)]s2

M s1
m

. 由 1− 1
s1

> 0, 有

Q(xk+1)−Q(xk) ≤ δ2mk(αk) < −δ2δ
1

s1
1 (αk)

1− 1
s1 [h(xk)]

s2
s1 < −δ1δ2M

1−s1
m [h(xk)]s2 .

故对 i = 1, 2, · · · ,

Q(xK+i) = Q(xK) +
K+i−1∑
k=K

[Q(xk+1)−Q(xk)] < Q(xK)− δ1δ2M
1−s1
m

K+i−1∑
k=K

[h(xk)]s2 .

由 Q(xK+i) 下有界可知, (4.5) 式成立.
(ii) 若滤子集一直扩大, 下降搜索时所得序列 {xKi

}, 令 {xki
} 是其子序列, 滤子集在

ki ∈ {Ki}扩大,对所有 i,不妨设存在常数C1 ∈ R和C2 > 0,使得Q(xki
) ≥ C1, h(xki

) ≤ C2.

由定理 4.1 和可行性恢复可知, 必有 lim
i→∞

h(xki
) = 0 成立, 则 (4.5) 式成立.

下面验证滤子的相关性质.
定理 4.4 设 xk ∈ S1(x∗), 当前滤子集为 Fk. 若 r > 0 充分小, 则一定存在 α > 0, 使得

xk+1 = xk + αd 被滤子 Fk 接受.
证 由定理 4.1 可知, 当 xk ∈ X 且不是问题 (3.1) 的 KKT 点时, 由算法得到的 dk 满足

∇Q(xk)Tdk < 0; aT
j dk = 0, j ∈ J0(x),

所以当 xk ∈ S1(x∗) 时, 算法中的迭代方向一定是 f(xk) 或 T (xk, x
∗, r) 的下降方向. 根据算

法的下降性以及滤子的定义, 必有 xl ∈ Fk, 使得 f(xk+1) < f(xl) 或 T (xk+1, x
∗) < T (xl, x

∗)
成立, 即 xk+1 能被滤子 Fk 接受.
下面讨论滤子集 Fk 和低水平集 S2(x∗) 的关系.
定理 4.5 设 xk 处的滤子集为 Fk = {xl | 1 ≤ l ≤ k}. 如果点 xk+1 被 Fk 接受, 并且支配

所有 xl (∀xl ∈ Fk), 则 xk+1 ∈ S2(x∗).
证 若 xk+1 /∈ X, 则对 xl ∈ Fk

⋂
X, xk+1 必然无法支配, 故 xk+1 ∈ X. 若存在

xl ∈ Fk

⋂
S2(x∗), 因为 xk+1 支配 xl, 结论显然成立. 否则, 对所有 xl ∈ Fk

⋂
(S1(x∗)

⋃{x∗}),
根据滤子的定义, 点 x∗ 肯定在 Fk 内. 而 xk+1 被 Fk 接受且支配 x∗, 由不等式 (4.1)–(4.3) 可
知 f(xk+1) < f(x∗), 即 xk+1 ∈ S2(x∗).
定理 4.6 设 xk 处的滤子集为 Fk = {xl | 1 ≤ l ≤ k} ⊆ S1(x∗), 且 S2(x∗) 6= ∅. 则必存在

点 xN ∈ S2(x∗) 使得 ∀xl ∈ Fk, xN 支配 xl.
证 首先, ∀xN ∈ S2(x∗), 有 f(xN ) < f(xl)(∀ xl ∈ Fk

⋂
S1(x∗)).
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又由于 (2.2) 式和 S2(x∗) 6= ∅, 一定存在 xN ∈ S2(x∗), 使得 e−
1

r2 [f(xN )−f(x∗)+r] > 1,
即 T (xN , x∗, r) < 0. 因为 xl ∈ Fk

⋂
S1(x∗), 显然 T (xl, x

∗, r) > 0, 则有 T (xN , x∗, r) <

T (xl, x
∗, r),∀ xl ∈ Fk

⋂
S1(x∗).

另外, 根据 S1(x∗) 和 S2(x∗) 的定义, xl 和 xN 均在可行域内, 则 h(xl) = h(xN ) = 0, 所
以 xN 支配 xl.
根据定理 4.6, 如果滤子集里只有一个元素, 且该元素支配 x∗, 则算法进入到 x∗ 的低水

平集里.
定理 4.7 设 xk 处的滤子集为 Fk = {xl | 1 ≤ l ≤ k} ⊆ S2(x∗),进一步搜索得 x∗∗ ∈ L(P ),

则 x∗∗ 必能支配 Fk 中所有的点.
证 由 f(x∗∗) < f(xl)(∀xl ∈ Fk

⋂
S2(x∗)) 得

e−
1

r2 [f(x∗∗)−f(x∗)+r] > e−
1

r2 [f(xl)−f(x∗)+r], (4.6)

则当 r 充分小时, T (x∗∗, x∗, r) < T (xl, x
∗, r) 必能成立, 并且 h(x∗∗) = h(xl) = 0, 所以 x∗∗ 必

支配 xl.

5 数值结果

本节主要验证基于梯度投影的广义滤子填充函数算法的有效性. 这些算例都是在
Matlab2014b 运行环境下运行, 处理器为 Intel(R) Core(TM) i5-2410M CPU @ 2.30GHZ
2.30GHZ, 系统类型为 64 位操作系统, 基于 x64 的处理器. 算法的参数设置如下: s1 = 2.5,
s2 = 1.2, δ1 = δ2 = β1 = β2 = η = 10−6, r0 = 1, r = 10−3, G = 500, δ = 10−3.
算法的数值结果在表 1–4 中列出, 其中各个符号定义如下.
k: 第 k 次求解得局部极小点; x0

k: 进行第 k 次局部极小点迭代的初始点; x∗k: 第 k 个局

部极小点; f(x∗k): 第 k 个局部极小值; Fk: 在第 k 次达到局部极小点时的滤子.
算例 5.1

min f(x) = x2
1 + x2

2 − cos(18x1)− cos(18x2),

s.t. x1 + x2 ≤ −2, x1 − 5x2 ≤ 3.5, −3 ≤ xi ≤ 2, i = 1, 2.

取在可行域外的初始点 x0
1 = (0.25397, 1.82675)T, 得到全局极小点

x∞ = (−1.38766,−0.69384)T,

全局极小值为 f(x∞) = 0.42196, 总运行时间为 8.513 秒.
算例 5.2

min f(x) =
( 5∑

i=1

i cos [(i + 1)x1 + i]
)( 5∑

i=1

i cos [(i + 1)x2 + i]
)

+ [(x1 + 1.42513)2 + (x2 + 0.80032)2],

s.t. 10x1 + 5x2 ≤ −10, 5x1 − 10x2 ≤ −10, −10 ≤ xi ≤ 10, i = 1, 2.

取在可行域外的初始点 x0
1 = (−2.37284, 4.58849)T, 得到全局极小点

x∞ = (−7.70562,−0.80032)
T
,
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表 1: 算例 5.1
k x0

k x∗k f(x∗k) Fk

1

(
0.25397
1.82675

) (
−1.41238
−0.98248

)
1.60708

(
−1.41238
−0.98248

)

2

(
−1.39267
−0.97853

) (
−1.39687
−0.97937

)
1.56761

(
−1.39687
−0.97937

)

3

(
−1.39601
−0.69780

) (
−1.38766
−0.69384

)
0.42196

(
−1.38766
−0.69384

)

表 2: 算例 5.2
k x0

k x∗k f(x∗k) Fk

1

(
−2.37284
4.58849

) (
−6.47590
−0.80032

)
−98.05298

(
−6.47590
−0.80032

)

2

(
−7.71452
−0.80032

) (
−7.70562
−0.80032

)
−147.26943

(
−7.70562
−0.80032

)

全局极小值为 f(x∞) = −147.26943, 总运行时间为 4.566 秒.
算例 5.3

min f(x) = −25(x1 − 2)2 − (x2 − 2)2 − (x3 − 1)2 − (x4 − 4)2 − (x5 − 1)2 − (x6 − 4)2,

s.t. x3 + x4 ≥ 4, x5 + x6 ≥ 4, x1 − 3x2 ≤ 2, −x1 + x2 ≤ 2, x1 + x2 ≤ 6, x1 + x2 ≥ 2,

0 ≤ x1 ≤ 6, 0 ≤ x2 ≤ 8, 1 ≤ x3 ≤ 5, 0 ≤ x4 ≤ 6, 1 ≤ x5 ≤ 5, 0 ≤ x6 ≤ 10.

取在可行域外的初始点 x0
1 = (3.28329, 0.83175, 0.89576, 1.54505, 5.04430, 1.52569)

T
, 得到全

表 3: 算例 5.3
k x0

k x∗k f(x∗k) Fk

1




3.28329
0.83175
0.89576
1.54505
5.04430
1.52569







5.000000
1.00000
5.00000
0.00000
5.00000
0.00000




−290




5.000000
1.00000
5.00000
0.00000
5.00000
0.00000




2




5.000000
1.00000
5.00000
0.00000
5.00000
8.00186







5.000000
1.00000
5.00000
0.00000
5.00000
10.00000




−310




5.000000
1.00000
5.00000
0.00000
5.00000
0.00000



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局极小点 x∞ = (5, 1, 5, 0, 5, 10)
T
, 全局极小值为 f(x∞) = −310, 总运行时间为 15.939 秒.

表 4: 算例 5.4
k x0

k x∗k f(x∗k) Fk

1




0.9058, 0.1270, 0.9134,

0.6324, 0.8147, 0.0975,

0.2785, 0.5469, 0.9575,

0.9649, 0.1576, 0.9706,

0.9572, 0.4854, 0.8003,

0.1419, 0.4218, 0.9157,

0.7922, 0.9595




T 


0.7238, 0.3449, 0.1552,

0.3448, 0.2163, 0.2837,

0.32481, 0.1752, 0.60404,

0.5005,−0.0005, 0.5005,

0.3287, 0.3483, 0.4141,

0.0859, 0.4141, 0.62843,

0.5663, 0.4099




T

3.21485




0.7238, 0.3449, 0.1552,

0.3448, 0.2163, 0.2837,

0.32481, 0.1752, 0.60404,

0.5005,−0.0005, 0.5005,

0.3287, 0.3483, 0.4141,

0.0859, 0.4141, 0.62843,

0.5663, 0.4099




T

12




0.4640, 0.0360, 0.4707,

0.0302, 0.4698, 0.0305,

0.4695, 0.0305, 0.4695,

0.5426,−0.0426, 0.5426,

−0.0271, 0.5271, 0.2646,

0.2354, 0.2646, 0.6577,

0.3251, 0.1749




T 


0.4640, 0.0360, 0.4707,

0.0302, 0.4698, 0.0305,

0.4695, 0.0305, 0.4695,

0.5426,−0.0426, 0.5426,

−0.0271, 0.5271, 0.2646,

0.2354, 0.2646, 0.6577,

0.3251, 0.1749




T

2.45084




0.4640, 0.0360, 0.4707,

0.0302, 0.4698, 0.0305,

0.4695, 0.0305, 0.4695,

0.5426,−0.0426, 0.5426,

−0.0271, 0.5271, 0.2646,

0.2354, 0.2646, 0.6577,

0.3251, 0.1749




T

24




0.4634, 0.0366, 0.4775,

0.0227, 0.4773, 0.0232,

0.4768, 0.0232, 0.4768,

0.5377,−0.0377, 0.5377,

−0.0221, 0.5221, 0.2691,

0.2309, 0.2691, 0.6398,

0.3312, 0.1688




T 


0.4634, 0.0366, 0.4779,

0.0221, 0.4779, 0.0228,

0.4772, 0.0228, 0.4772,

0.5374,−0.0374, 0.5374,

−0.0218, 0.5218, 0.2693,

0.2307, 0.2693, 0.6389,

0.3315, 0.1685




T

2.43902




0.4634, 0.0366, 0.4779,

0.0221, 0.4779, 0.0228,

0.4772, 0.0228, 0.4772,

0.5374,−0.0374, 0.5374,

−0.0218, 0.5218, 0.2693,

0.2307, 0.2693, 0.6389,

0.3315, 0.1685




T

36




0.4289, 0.0711, 0.4296,

0.0704, 0.4296, 0.0704,

0.4296, 0.0704, 0.4296,

0.0704, 0.4296, 0.0704,

0.4297, 0.0703, 0.4297,

0.0703, 0.4297, 0.0703,

0.4297, 0.0703




T 


0.4289, 0.0711, 0.4295,

0.0705, 0.4295, 0.0705,

0.4295, 0.0705, 0.4295,

0.0705, 0.4295, 0.0705,

0.4298, 0.0702, 0.4298,

0.0702, 0.4298, 0.0702,

0.4298, 0.0702




T

0.55291




0.4289, 0.0711, 0.4295,

0.0705, 0.4295, 0.0705,

0.4295, 0.0705, 0.4295,

0.0705, 0.4295, 0.0705,

0.4298, 0.0702, 0.4298,

0.0702, 0.4298, 0.0702,

0.4298, 0.0702




T
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


0.4291, 0.0709, 0.4292,

0.0708, 0.4292, 0.0708,

0.4292, 0.0708, 0.4292,

0.0708, 0.4292, 0.0708,

0.4292, 0.0708, 0.4292,

0.0708, 0.4292, 0.0708,

0.4292, 0.0708




T 


0.4291, 0.0709, 0.4291,

0.0709, 0.4291, 0.0709,

0.4291, 0.0709, 0.4291,

0.0709, 0.4291, 0.0709,

0.4291, 0.0709, 0.4291,

0.0709, 0.4291, 0.0709,

0.4291, 0.0709




T

0.55285




0.4291, 0.0709, 0.4291,

0.0709, 0.4291, 0.0709,

0.4291, 0.0709, 0.4291,

0.0709, 0.4291, 0.0709,

0.4291, 0.0709, 0.4291,

0.0709, 0.4291, 0.0709,

0.4291, 0.0709




T

算例 5.4

min f(x) =
20∑

i=1

[
x2

i −
1
10

cos(5πxi)
]
,

s.t. xi + xi+1 ≥ 0.5, i = 1, 2, · · · , 19, −1 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2, · · · , 20.

取在可行域外的初始点

x0
1 = (0.9058, 0.1270, 0.9134, 0.6324, 0.8147, 0.0975, 0.2785, 0.5469, 0.9575, 0.9649,

0.1576, 0.9706, 0.9572, 0.4854, 0.8003, 0.1419, 0.4218, 0.9157, 0.7922, 0.9595)T,

得到全局极小点

x∞ = (0.4291, 0.0709, 0.4291, 0.0709, 0.4291, 0.0709, 0.4291, 0.0709, 0.4291, 0.0709,

0.4291, 0.0709, 0.4291, 0.0709, 0.4291, 0.0709, 0.4291, 0.0709, 0.4291, 0.0709)
T
,
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全局极小值为 f(x∞) = 0.55285, 总运行时间为 409.516 秒. 由于迭代得的局部极小点比较
多, 在本文中只列出部分迭代结果.
以上的数值结果说明了基于梯度投影的广义滤子填充函数算法的有效性. 算例 5.1 与算

例 5.2 的最优解在内部, 其中算例 5.1 首先搜索到边界上的 KKT 点, 再通过填充函数迭代到
低水平集, 并最终找到了目标函数的稳定点. 算例 5.2 首先在可行域内找到稳定点, 再通过两
阶段迭代找到最优解. 算例 5.3 的最优解在边界上, 其搜索情况与算例 5.1 类似. 算例 5.4 的
情况较为复杂, 首先从可行域外搜索到了 KKT 点, 然后在多次迭代后达到最优解. 前三个算
例由于规模较小, 耗时均较短. 而算例 5.4 的维数较高, 程序的总运行时间相对长了很多.
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Abstract: In this paper, non-convex global optimization problems with constraints are

studied. By using the structures of filter and filled function, a generalized filter filled function

algorithm based on gradient projection is presented and the theoretical properties and numerical

results are obtained. The algorithm modifies the definition of the filled function and the application

scope of the filter technique, which extends the local optimization technique and makes it one of

effective methods to solve the global optimization problems with constraints.
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