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摘要: 本文研究了从 F 2
α 到 F 2,m

α 上的加权复合算子的一些性质. 利用一个重要的估计, 获得

了有关有界性和紧性的几个等价刻画, 并且给出了该算子是 F 2,m
α 上的 Hilbert-Schmidt类算子的一个

充分必要条件.
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1 引言

设 C表示复平面, H(C)表示在 C上的解析函数全体, dA表示 C上的 Lebesgue面积测
度, F 2

α 是由 L2(C, e−α|z|2dA(z))中的整函数所构成的空间, 0 < α < ∞, 即

F 2
α = {f ∈ H(C) : ‖f‖2 =

α

π

∫

C
|f(z)|2e−α|z|2dA(z) < ∞}.

当 α = 1时, F 2
α 就是经典的 Fock空间 F 2, F 2

α 是一个再生核 Hilbert空间, 其上的内积定义为

〈f, g〉 =
∫

C
f(z)g(z)e−α|z|2dA(z), f, g ∈ F 2

α,

其规范正交系为

en(z) =
(
√

αz)n

√
n!

, n = 0, 1, 2 · · · .

因此, 多项式函数在 F 2
α 中稠密, 其再生核函数为 Kω(z) = eαzω, ω, z ∈ C. 并且对任意的

f ∈ F 2
α, f(ω) = 〈f,Kω〉, ω, z ∈ C. 直接计算可知, Kω 的范数为 ‖Kω‖ = e

α|ω|2
2 , ω ∈ C. 因此

对每个固定的 ω, Kω ∈ F 2
α, 设 kω 为Kω 的正规化再生核,即 kω = Kω

‖Kω‖ , 则

kω(z) = eαzω−α|ω|2
2 , z, ω ∈ C.

在过去的几十年中,学者们对 Fock 空间的研究主要是针对 F p
α 展开的,可参见文献 [1–7]

等. 2012年 Cho和 Zhu[8] 引进了 Fock-Sobolev空间 F p,m 的概念,当 p = 2时,对任意给定的
正整数m, Fock-Sobolev空间 F 2,m由m阶导函数属于 F 2的整函数构成, F 2,m的范数为

‖f‖2,m = |f(0)|+ · · ·+ |fm−1(0)|+ ‖f (m)‖, ∀f ∈ F 2,m,
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这里 ‖ · ‖表示 F 2的范数.
Cho和 Zhu[8]证明了 f ∈ F 2,m当且仅当 zmf ∈ F 2 .因此, F 2,m的范数也可以表示为

‖f‖2
2,m =

1
πm!

∫

C
|zmf(z)|2e−|z|2dA(z), ∀f ∈ F 2,m,

这里的常数 1
πm!
刚好使得积分 1

πm!

∫
C |z|2me−|z|

2
dA(z) = 1.稍作一般化,对任意 0 < α < ∞,

仍然有 f ∈ F 2,m
α 当且仅当 zmf(z) ∈ F 2

α.在结果中可能会相差一个常数因子, 而在具体的证
明过程中, 常数 α 并没有本质作用. 显然, F 2,m

α 是一个 Hilbert 空间, 并且 F 2,m
α ⊂ F 2

α.
为了使用方便, 本文将使用记号 ‖ · ‖ 为 F 2

α 的范数, 使用记号 ‖ · ‖2,m 为 F 2,m
α 的范数, 那

么可定义 Fock 空间 F 2,m
α ,

F 2,m
α = {f ∈ H(C) : ‖f‖2

2,m =
αm+1

πm!

∫

C
|f(z)|2e−α|z|2 |z|2mdA(z) < ∞}.

同样的, 这里的常数 αm+1

πm!
刚好使得积分 αm+1

πm!

∫

C
|z|2me−α|z|2dA(z) = 1. 类似于文献 [8],通过

计算可知, F 2,m
α 的规范正交系为

en(z) =

√
m!

(m + n)!
(
√

αz)n, n = 0, 1, 2, · · · .

有关 Fock-Sobolev空间的更多研究,可参见文献 [9–14].
设 ϕ是 C上解析自映射, µ ∈ H(C),则线性算子 Cµ

ϕ = µf ◦ ϕ, f ∈ H(C) 称为加权复合
算子. 有关 Fock空间上加权复合算子的更多信息可参见文献 [15–20, 23],其中, 文献 [19]给
出了 F 2 空间上加权复合算子的有界性和紧性的完全刻画. 文献 [20]则给出了加权复合算子
是 F 2上的 Hilbert-Schmidt算子的一个等价刻画.
设 T ∈ B(X), X 是 Hilbert 空间, 称 T 是 X 上的 Hilbert-Schmidt算子,如果

∞∑
n=0

‖Ten‖2
X < ∞.

本文研究从 F 2
α 到 F 2,m

α 上加权复合算子的有界性和紧性,并且给出了加权复合算子是
F 2,m

α 上的 Hilbert-Schmidt算子的一个充分必要条件.
在本文中M 表示一个正常数,每次出现不一定相同.

2 主要结果及证明

为了证明本文的主要结果,需要用到下面的一些辅助结论.
引理 2.1 设 ϕ是 C上的解析自映射, µ ∈ H(C), 0 < α < ∞,则 Cµ

ϕ : F 2
α −→ F 2,m

α 为紧

的充分必要条件为 Cµ
ϕ : F 2

α −→ F 2,m
α 有界且对 F 2

α 中任意有界并在 C的任意紧子集上一致收
敛于 0的序列 {fn}, n ∈ N+,有

lim
n→∞

‖Cµ
ϕfn‖2,m = 0.

通过使用类似于文献 [21,命题 3.11]的方法,可以证明引理 2.1.
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引理 2.2 若序列 {fn}在 F 2
α 中弱收敛于 0,则 {fn}一致有界且在 C的任意紧子集上一

致收敛于 0.
证 由于序列 {fn}在 F 2

α 中弱收敛于 0,则对任意 f ∈ F 2
α, lim

n→∞
〈fn, f〉 = 0. 于是

fn(z) = 〈fn, Kz〉 → 0, n →∞.

因此存在与 z 有关的常数Mz > 0,使得 |fn(z)| ≤ Mz,而 C是完备的, 由一致有界原理可得
序列 {fn}一致有界,即存在M > 0, 使得M = sup

n≥1
‖ fn ‖. 设 D是 C中的任一紧子集, Kz 为

F 2
α 的再生核,可将Kz 看成是 C到 F 2

α 上的一个映射,且对任意 z0 ∈ D,有

‖Kz −Kz0‖2 = 〈Kz −Kz0 , Kz −Kz0〉
= ‖Kz‖2 + ‖Kz0‖2 − 〈Kz, Kz0〉 − 〈Kz0 , Kz〉
= eα|z|2 + eα|z0|2 − eαz0z − eαzz0 .

显然,当 z → z0 时, ‖Kz −Kz0‖ → 0,这说明 Kz 为连续映射,由于 D是紧的,故 Kz 在 D上
一致连续. 因此对任意的 ε > 0,存在 δ > 0,对任意的 z′, z′′ ∈ D, 当 |z − z0| < δ时,

‖Kz′ −Kz′′‖ <
ε

2M
.

由于 D 紧, 则 D 是完全有界的, 于是, 对上述的 δ, 存在 z1, z2, · · · , zq ∈ D, 使得 D ⊂
q⋃

i=1

B(zi, δ), 由于

lim
n→∞

fn(zi) = lim
n→∞

〈fn, Kzi
〉 = 0, i = 1, 2, · · · , q.

因此对上述的 ε, 存在 Ni > 0, i = 1, 2, · · · , q, 当任意 n > Ni 时, |fn(zi)| < ε
2
. 从而取

N = max{N1, N2, · · · , Nq},对任意的 z ∈ D,一定存在 zj ∈ D, 1 ≤ j ≤ q,使得 |z − zj | < δ,
当任意的 n > N 时,有

|fn(z)| ≤ |fn(z)− fn(zj)|+ |fn(zj)| ≤ ‖fn‖‖Kz −Kzj
‖+ |fn(zj)|

< M · ε

2M
+

ε

2
= ε.

故 {fn}在 C的任一紧子集上一致收敛于 0.
引理 2.3 设 ϕ是 C上的解析自映射, µ ∈ H(C), 0 < α < ∞, 则 Cµ

ϕ : F 2
α −→ F 2,m

α 为紧

的充分必要条件为 Cµ
ϕ : F 2

α −→ F 2,m
α 有界且对 F 2

α 中任意弱收敛于 0的序列 {fn}, n ∈ N+,
有

lim
n→∞

‖Cµ
ϕfn‖2,m = 0.

证 由引理 2.1和引理 2.2即可得证.
引理 2.4 设 kω 为 F 2

α 中的正规化再生核,则当 |ω| → ∞时, kω 弱收敛于 0.即对任意的
f ∈ F 2

α,
lim

|ω|→∞
〈f, kω〉 = 0.
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证 设 p为 F 2
α 中的任一多项式,则

p(ω) = 〈p, Kω〉 = ‖Kω‖〈p, kω〉, ω ∈ C.

于是

〈p, kω〉 = e−
α|ω|2

2 p(ω) → 0, |ω| → ∞.

由多项式在 F 2
α 中稠密知,对任意 f ∈ F 2

α, lim
|ω|→∞

〈f, kω〉 = 0.

下面的引理是文献 [22,推论 2.8]稍作推广后的结果,它在本文主要结果的证明中有着重
要作用.当 α = 1时,就是文献 [22]中的结论.
引理 2.5 设 f ∈ H(C) ∩ Lp(C, αm+1

πm!
e−α|z|2 |z|2mdA(z)), 0 < α < ∞, 则对任意 p >

0, z ∈ C,存在常数M > 0,使得

|f(z)|pe−α|z|2 |z|2m ≤ Mαm+1

πm!

∫

C
|f(z)e−

α|z|2
p z

2m
p |pdA(z).

使用类似于文献 [22]的方法可以证明引理 2.5.
下面的结论来自于文献 [23].
引理 2.6 设 ϕ是 C上的解析自映射, µ ∈ H(C), 0 < α < ∞,若

sup
z∈C

|µ(z)|2eα|ϕ(z)|2−α|z|2 < ∞,

则存在常数 a, b ∈ C且 |a| ≤ 1,使得 ϕ(z) = az + b, z ∈ C. 进一步,若

lim
|z|→∞

|µ(z)|2eα|ϕ(z)|2−α|z|2 = 0,

则 ϕ(z) = az + b, z ∈ C 且 |a| < 1.
严格地说,引理 2.6是文献 [23]中结论稍作推广后的结果,当 α = 1时,引理 2.6就是文献

[23]中的结论.实际上,上述各个引理中的常数 α在具体的证明中并没有本质作用.
接下来证明本文的主要结论.
定理 2.1 设 ϕ是 C上的解析自映射, µ ∈ H(C)且 µ 6= 0, 0 < α < ∞,则下列陈述等价:
(i) Cµ

ϕ : F 2
α −→ F 2,m

α 有界;
(ii)

sup
ω∈C

αm+1

πm!

∫

C
|µ(z)|2|eαϕ(z)ω|2e−α(|z|2+|ω|2)|z|2mdA(z) < ∞; (2.1)

(iii) µ ∈ F 2,m
α ,存在 a, b ∈ C, |a| ≤ 1,使得 ϕ(z) = az + b, z ∈ C 且

sup
z∈C

|µ(z)|2eα|ϕ(z)|2−α|z|2 |z|2m < ∞. (2.2)

证 (i)⇒(ii).设 Cµ
ϕ : F 2

α −→ F 2,m
α 有界, kω 为 F 2

α 中的正规化再生核,显然, kω ∈ F 2
α, ω ∈

C,因此

‖Cµ
ϕkω‖2

2,m =
αm+1

πm!

∫

C
|Cµ

ϕkω(z)|2|e−α|z|2 |z|2mdA(z)

=
αm+1

πm!

∫

C
|µ(z)|2|eαϕ(z)ω|2e−α(|z|2+|ω|2)|z|2mdA(z)

≤ ‖Cµ
ϕ‖2‖kω‖2 < ∞.
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从而

sup
ω∈C

αm+1

πm!

∫

C
|µ(z)|2|eαϕ(z)ω|2e−α(|z|2+|ω|2)|z|2mdA(z) < ∞.

即 (2.1)式成立.
(ii)⇒(iii).若 (2.1)式成立,则对任意 ω ∈ C,

αm+1

πm!

∫

C
|µ(z)|2|eαϕ(z)ω|2e−α(|z|2+|ω|2)|z|2mdA(z) < ∞,

即
αm+1

πm!

∫

C
|Cµ

ϕkω(z)|2e−α|z|2 |z|2mdA(z) < ∞.

这说明 Cµ
ϕkω ∈ F 2,m

α ,由引理 2.5,存在M > 0,使得

|Cµ
ϕkω(z)|2e−α|z|2 |z|2m <

Mαm+1

πm!

∫

C
|Cµ

ϕkω(z)|2e−α|z|2 |z|2mdA(z) < ∞,

即

|µ(z)|2|eαϕ(z)ω−α|ω|2
2 |2e−α|z|2 |z|2m < ∞, ω ∈ C.

特别地,取 ω = ϕ(z),则

|µ(z)|2eα|ϕ(z)|2−α|z|2 |z|2m = |µ(z)|2|eαϕ(z)ω−α|ω|2
2 |2e−α|z|2 |z|2m < ∞, z ∈ C.

从而 (2.2)式成立,由 (2.2)式容易得到 sup
z∈C

|µ(z)|2eα|ϕ(z)|2−α|z|2 < ∞. 由引理 2.6,存在常数

a, b ∈ C,且 |a| ≤ 1,使得 ϕ(z) = az + b, z ∈ C. 在 (2.1) 式中,令 ω = 0,即可得

αm+1

πm!

∫

C
|µ(z)|2e−α|z|2 |z|2mdA(z) < ∞.

这表明 µ ∈ F 2,m
α .

(iii)⇒(i).若存在常数 a, b ∈ C, |a| ≤ 1,使得 ϕ(z) = az + b, z ∈ C. 令 ω = ϕ(z),则当
0 < |a| ≤ 1时, z = ω

a
− b

a
, ω ∈ C. 由 (2.2)式,存在M > 0,使得

M = sup
z∈C

|µ(z)|2eα|ϕ(z)|2−α|z|2 |z|2m.

于是对任意的 f ∈ F 2
α,

‖Cµ
ϕf‖2

2,m =
αm+1

πm!

∫

C
|µ(z)|2|f(ϕ(z))|2e−α|z|2 |z|2mdA(z)

=
αm+1

πm!

∫

C
|µ(z)|2eα|ϕ(z)|2−α|z|2 |z|2m|f(ϕ(z))|2e−α|ϕ(z)|2dA(z)

≤ Mαm+1

πm!

∫

C
|f(ϕ(z))|2e−α|ϕ(z)|2dA(z)

=
Mαm+1

πm!

∫

C
|f(ω)|2e−α|ω|2dA(

ω

a
− b

a
)

=
Mαm

|a|2m!
‖f‖2 < ∞.
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这说明 Cµ
ϕ : F 2

α −→ F 2,m
α 有界,并且这时有

‖Cµ
ϕ‖2 ≤ Mαm

|a|2m!
.

当 |a| = 0时, ϕ(z) = b,于是对任意的 f ∈ F 2
α, Cµ

ϕf = µf(b).因此

‖Cµ
ϕf‖2

2,m = |f(b)|2‖µ‖2
2,m,

由 µ ∈ F 2,m
α 易知 Cµ

ϕ : F 2
α −→ F 2,m

α 有界.
定理 2.2 设 ϕ是 C上的解析自映射, µ ∈ H(C)且 µ 6= 0, 0 < α < ∞,则下列陈述等价:
(i) Cµ

ϕ : F 2
α −→ F 2,m

α 是紧的;
(ii) Cµ

ϕ : F 2
α −→ F 2,m

α 有界,且

lim
|ω|→∞

αm+1

πm!

∫

C
|µ(z)|2|eαϕ(z)ω|2e−α(|z|2+|ω|2)|z|2mdA(z) = 0; (2.3)

(iii) µ ∈ F 2,m
α ,存在常数 a, b ∈ C, |a| < 1,使得 ϕ(z) = az + b, z ∈ C 且

lim
|z|→∞

|µ(z)|2eα|ϕ(z)|2−α|z|2 |z|2m = 0. (2.4)

证 (i)⇒(ii).设 Cµ
ϕ : F 2

α −→ F 2,m
α 是紧的,由引理 2.3,对于 F 2

α 中任意弱收敛于 0的点列
{fn},有

lim
n→∞

‖Cµ
ϕfn‖2,m = 0.

设 kω 为 F 2
α 中的正规化再生核, {ωn} 为 C中任意趋于无穷的点列, 由引理 2.4,当 n → ∞

时, {kωn
}弱收敛于 0.于是

lim
n→∞

‖Cµ
ϕkωn

‖2
2,m = 0,

从而

lim
|ω|→∞

αm+1

πm!

∫

C
|µ(z)|2|eαϕ(z)ω|2e−α(|z|2+|ω|2)|z|2mdA(z) = 0.

即 (2.3)式成立. Cµ
ϕ : F 2

α −→ F 2,m
α 有界是显然的.

(ii)⇒(iii).设 Cµ
ϕ : F 2

α −→ F 2,m
α 有界,由定理 2.1知 µ ∈ F 2,m

α ,且存在常数 a, b ∈ C, |a| ≤
1,使得 ϕ(z) = az + b, z ∈ C. 由于 Cµ

ϕkω ∈ F 2,m
α ,由引理 2.5,存在M > 0,使得

|Cµ
ϕkω(z)|2e−α|z|2 |z|2m <

Mαm+1

πm!

∫

C
|Cµ

ϕkω(z)|2e−α|z|2 |z|2mdA(z)

=
Mαm+1

πm!

∫

C
|µ(z)|2|eαϕ(z)ω|2e−α(|z|2+|ω|2)|z|2mdA(z), ω ∈ C.

由 (2.3)式可得

lim
|ω|→∞

|µ(z)|2|eαϕ(z)ω−α|ω|2
2 |2e−α|z|2 |z|2m = lim

|ω|→∞
|Cµ

ϕkω(z)|2e−α|z|2 |z|2m = 0.
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由上式,任意的 ε > 0,存在 Rε > 0,当 |ω| > Rε时,

|µ(z)|2|eαϕ(z)ω−α|ω|2
2 |2e−α|z|2 |z|2m < ε.

当 0 < |a| ≤ 1 时, 令 ω = ϕ(z), 则 |ω| = |ϕ(z)| → ∞, |z| → ∞, 因此, 对上述的 Rε, 存在
R′ > 0, 当 |z| > R′ 时, 有 |ω| = |ϕ(z)| > Rε. 于是对上述的 ε, 取 R = R′, 当 |z| > R 时,
|ω| = |ϕ(z)| > Rε 且

|µ(z)|2eα|ϕ(z)|2−α|z|2 |z|2m = |µ(z)|2|eαϕ(z)ω−α|ω|2
2 |2e−α|z|2 |z|2m < ε.

即 lim
|z|→∞

|µ(z)|2eα|ϕ(z)|2−α|z|2 |z|2m = 0. 因此这时 (2.4)式成立.

当 |a| = 0时, ϕ(z) = b,由上述情形易知,这时 (2.4)式仍然成立.
由 (2.4)式容易得到

lim
|z|→∞

|µ(z)|2eα|ϕ(z)|2−α|z|2 = 0.

再由引理 2.6知 |a| < 1.
(iii)⇒(i).设 {fn}为 F 2

α 中任意有界且在 C的任一紧子集上一致收敛于 0的序列,则存
在 C1 > 0,使得 ‖fn‖ ≤ C1.由于 µ ∈ F 2,m

α ,则存在 C2 > 0,使得 ‖µ‖2,m ≤ C2. 若存在常数
a, b ∈ C, |a| < 1,使得 ϕ(z) = az + b, z ∈ C. 令 ω = ϕ(z), 当 0 < |a| < 1时,

z =
1
a
ω − b

a
, ω ∈ C.

由 (2.4)式, 对任意的 ε > 0,存在 R > 0,当 |z| > R时,

|µ(z)|2eα|ϕ(z)|2−α|z|2 |z|2m <
L

2C1

ε,

这里 L = |a|2m!
αm . 记 D = {z ∈ C : |z| ≤ R},则 D为 C中的紧子集,由于 ϕ是 C上的解析自

映射,则 ϕ连续,因此 ϕ(D)亦为 C中的紧子集.从而,对上述的 ε,存在Nε > 0,当 n > Nε时,
对任意的 z ∈ D,有 ϕ(z) ∈ ϕ(D),进而

|fn(ϕ(z))|2 <
ε

2C2
2

,

那么取 N = Nε,当 n > N 时,有

‖Cµ
ϕfn‖2

2,m =
αm+1

πm!

∫

C
|µ(z)|2|fn(ϕ(z))|2e−α|z|2 |z|2mdA(z)

=
αm+1

πm!

∫

D
|µ(z)|2|fn(ϕ(z))|2e−α|z|2 |z|2mdA(z)

+
αm+1

πm!

∫

C\D
|µ(z)|2eα|ϕ(z)|2−α|z|2 |z|2m|fn(ϕ(z))|2e−α|ϕ(z)|2dA(z)

<
ε

2C2
2

‖µ‖2
2,m +

L

2C2
1

ε · αm+1

|a|2πm!

∫

C\D
|fn(ω)|2e−α|ω|2dA(ω)

=
ε

2C2
2

‖µ‖2
2,m +

L

2C2
1

ε · αm

|a|2m!
‖fn‖2

≤ ε

2C2
2

C2
2 +

L

2C2
1

ε · 1
L

C2
1 = ε.
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故 lim
n→∞

‖Cµ
ϕfn‖2,m = 0.

当 |a| = 0时, ϕ(z) = b,此时有

lim
n→∞

‖Cµ
ϕfn‖2,m = ‖µ‖2,m lim

n→∞
|fn(b)| = 0.

综上,当 |a| < 1时,由引理 2.1可得, Cµ
ϕ : F 2

α −→ F 2,m
α 是紧的.

接下来讨论 Hilbert空间上的一类重要算子 –Hilbert-Schmidt 算子.文献 [8]给出了 Fock
空间 F 2 上的加权复合算子是 Hilbert-Schmidt算子的完全刻画,其证明过程可以平行地推广
到 Cn上的 Fock空间. 下面给出 F 2,m

α 空间上的加权复合算子 Cµ
ϕ 是 Hilbert-Schmidt算子的

一个充分必要条件.
定理 2.3 设 ϕ是 C上的解析自映射, µ ∈ H(C), 0 < α < ∞,若 Cµ

ϕ : F 2,m
α −→ F 2,m

α 有

界,则 Cµ
ϕ 是 F 2,m

α 上的 Hilbert-Schmidt算子的充分必要条件为

∫

C

|µ(z)|2eα|ϕ(z)|2−α|z|2 |z|2m

|ϕ(z)|2m
dA(z) < ∞. (2.5)

证 设 (2.5)式成立,记 en为 F 2,m
α 的规范正交系,则

en(z) =

√
m!

(m + n)!
(
√

αz)n, z ∈ C, n = 0, 1, 2 · · · .

从而

∞∑
n=0

‖Cµ
ϕen‖2

2,m =
∞∑

n=0

αm+1

πm!

∫

C
|µ(z)|2|en(ϕ(z))|2e−α|z|2 |z|2mdA(z)

=
∞∑

n=0

αm+1

πm!

∫

C
|µ(z)|2 m!

(m + n)!
αn|ϕ(z)|2ne−α|z|2 |z|2mdA(z)

=
α

π

∫

C

|µ(z)|2e−α|z|2 |z|2m

|ϕ(z)|2m

∞∑
n=0

(α|ϕ(z)|2)m+n

(m + n)!
dA(z)

=
α

π

∫

C

|µ(z)|2eα|ϕ(z)|2−α|z|2 |z|2m

|ϕ(z)|2m
dA(z)

−
m−1∑
k=0

αm+1

π

∫

C
|µ(z)|2 (α|ϕ(z)|2)k−m

k!
e−α|z|2 |z|2mdA(z)

<
α

π

∫

C

|µ(z)|2eα|ϕ(z)|2−α|z|2 |z|2m

|ϕ(z)|2m
dA(z) < ∞.

因此 Cµ
ϕ 是 F 2,m

α 上的 Hilbert-Schmidt算子.
反过来,设 Cµ

ϕ 是 F 2,m
α 上的 Hilbert-Schmidt算子,则

∞∑
n=0

‖Cµ
ϕen‖2

2,m < ∞.
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由上述证明过程有

α

π

∫

C

|µ(z)|2eα|ϕ(z)|2−α|z|2 |z|2m

|ϕ(z)|2m
dA(z)

=
∞∑

n=0

‖Cµ
ϕen‖2

2,m +
m−1∑
k=0

αm+1

π

∫

C
|µ(z)|2 (α|ϕ(z)|2)k−m

k!
e−α|z|2 |z|2mdA(z).

显然,要得到 (2.5)式,只需上式等号右边第二项有界即可.为此,令

gk(z) =
(
√

αz)k−m

√
k!

, z ∈ C, k = 0, 1, · · · ,m− 1.

对每个 k, 由于 zmgk(z) = (
√

αz)k

√
k!
是 F 2

α 规范正交系的前 m − 1 项, 则 zmgk ∈ F 2
α, 于是

gk ∈ F 2,m
α , 而 Cµ

ϕ : F 2,m
α −→ F 2,m

α 有界,因此, 存在M > 0,使得

αm+1

π

∫

C
|µ(z)|2 (α|ϕ(z)|2)k−m

k!
e−α|z|2 |z|2mdA(z)

=m! · αm+1

πm!

∫

C
|µ(z)|2|gk(ϕ(z))|2e−α|z|2 |z|2mdA(z)

=m! · ‖Cµ
ϕgk‖2

2,m ≤ m! ·M < ∞.

进而有
m−1∑
k=0

αm+1

π

∫

C
|µ(z)|2 (α|ϕ(z)|2)k−m

k!
e−α|z|2 |z|2mdA(z) < ∞.

故 (2.5)式成立.
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WEIGHTED COMPOSITION OPERATORS OF THE FOCK-TYPE

SPACES

ZHAO Jian, YANG Cong-li, PAN Wei-ye
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Abstract: In this paper, we research some characters of the weighted composition operator

of the F 2
α to F 2,m

α . By using a significant estimate, several equivalent conditions on the bounded

and compactness of the weighted composition operator are given, and we give a sufficient and

necessary condition that it is Hilbert-Schmidt operator.

Keywords: Fock-type spaces; weighted composition operator; boundedness; compactness;

Hilbert-Schmidt operators
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